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Cesäro,  E.,  Vorlesungen  über  natürliche  Geometrie.  Autorisierte  deutsche 
Ausgabe  von  Dr.  Gerhard  Kowalewski.  Mit  24  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.  1901.  geb.  n.  ,.*:  12.— 

Cleliscll,  A.,  Vorlesungen  über  Geometrie.  Unter  besonderer  Benutzung 
der  Vorträge  von  Alpred  Clebsch  bearbeitet  und  herausgepfobon 
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In  zwei  Teilen.  Mit  zahlr.  Übungsbeispicieu.  I.  Teil:  Die  ana- 
lytische Geometrie  der  Ebene  von  Ganter.  4.  Aufl.  1900. 
n.  ..^  3.  — ;  n.  Teil:  Die  analytische  Geometrie  des  Raumes  von 
RuDio.     3.  Aufl.     1902.     n.  .4C  3.—. 
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Kegelschnitte,  herausgegeben  von  F.  DuroELDsr.  Mit  einem  An- 
hange, enthaltend  Aufgaben  und  weitere  Ausführungen.  1895. 
n.  JL  12.— 

Tafeln   zur  Berechnung   der  reellen  Wurzeln   sämtlicher 
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Vorbemerkung. 


An    der  Herstellung   der  deutschen   Ausgabe  des    zweiten 
Bandes  des  Pascal'schen  Bepertoriums,  dessen  italienischer  Titel 

„Repertario  di  matematiche  superiori  (definiziom,  formale,  tearemi, 
cenni  bibliagrafid)  per  Emesto  Pascal,  prof,  ardinario  neUa 
B.  UniversUä  di  Pavia,  IL  Geometria,  JJlrico  Hoepli,  editore- 
Uhra^o  ddkt  real  casa,  Müa/no  1900" 

lautet,  haben  sich  in  derselben  Art,  wie  bei  dem  ersten  Band, 
durch  Zusätze  und  Verbesserungen  bei  der  Durchsicht  der 
Druckbogen  die  Herren  Professor  Dr.  F.  Engel  in  Leipzig, 
Privatdocent  Dr.  A.  Loewy  in  Preiburg  i.  B.,  sowie  der  Herr 
Verfasser  Professor  E.  Pascal  in  Mailand  betheiligt.  Der 
Herausgeber  spricht  ihnen  fÜLr  ihre  gütigen  Bemühungen  seinen 
verbindlichsten  Dank  aus. 

Auf  die   Zusätze    und   Berichtigungen    zu  Band  1   imd   2 
am   Ende  des  Buches  sei  besonders  hingewiesen. 

Wiesbaden,  im  November  1901. 

A.  8. 
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Kapitel  I. 
Die  Geometrie  der  stetigen  Gmndgebilde. 

§  1.    Einleitende  Definitionen  und  Begriffe. 

Mit  dem  Namen  geometrische  G-rundgehilde  1*®'  Stufe  be- 
zeichnet man  die  folgenden  drei  geometrischen  Figuren: 

1.  Die  gerade  Punktreihe,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  auf 
einer  Geraden  liegenden  Punkte,  der  Elemente  des  Gebildes. 
Die  Gerade  heisst  der  Träger  der  Punhtreihe. 

2.  Das  Strahlenbüschel  ^  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  Ge- 
raden einer  Ebene,  welche  durch  einen  Punkt,  den  Träger  oder 
Scheel  des  Büschels,  gehen. 

3.  Das  Ebenenbüschel,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  Ebenen 
des  Baums,  welche  eine  Gerade,  den  Träger  oder  die  Äxe  des 
Büschels,  gemeinschaftlich  haben. 

Geometrische  Gebilde  ^*®'  Stufe  nennt  man  die  folgenden 
vier  geometrischen  Figuren: 

1.  Dos  ebene  PunJcisystetn^  d.  h.  die  Gesammtheit  aller 
Punkte  einer  Ebene. 

2.  Das  ebene  Strahlensystem,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller 
in  einer  .Ebene  liegenden  Strahlen. 

3.  Das  Strahlcnbündei,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  durch 
einen  Punkt  gehenden  Geraden  des  Baums. 

4.  Das  Ebenenhündel ,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  durch 
einen  Punkt  gehenden  Ebenen  des  Baums. 

Geometrische  Gebilde  5*®'  Stufe  heissen  schliesslich  die  fol- 
genden: 

1,  Das  räumliche  Punktsystem,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller 
Punkte  des  Baums. 

2.  Das  räumliche  Ebenensystem,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller 
Ebenen  des  Baums. 

Pascal,  Repertoriam.  IL  1 
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Der  Kürze  wegen  pflegt  man  auch  die  Gesammtheit  aller 
Punkte  und  Strahlen  eines  ebenen  Punkt-  und  Strahlensystems 
ein  ebenes  System  und  die  Gesammtheit  aller  Strahlen  und 
Ebenen  der  denselben  Punkt  als  Träger  enthaltenden  beiden 
Strahlen-  und  Ebenenbündel  ein  räumliches  BUndel  oder  Bündel 
schlechtweg  zu  nennen.  Die  Gesammtheit  der  beiden  Gebilde 
3^  Stufe  endlich  heisst  der  Raum, 


Wenn  ein  geometrisches  Qebüde  1^  Stufe  gegeben  ist,  so 
lässt  sich  eine  solche  Correspondenz  zwischen  seinen  Elementen 
und  den  Zahlen  der  natürlichen  Reihe  herstellen,  dass  jedem 
Element  eine  einzige  Zahl  und  jeder  Zahl  nur  ein  einziges  Ele- 
ment entspricht,  und  dass  femer,  wenn  eine  Zahl  N  und  das 
entsprechende  Element  a  festgestellt  sind,  sich  hei  beliebig  klein 
gegebenem  a  immer  eine  solche  Grösse  r  finden  lässt,  für  welche 
die  Elemente,  die  allen  zwisdien  N  und  N  -{-  x  liegenden 
Zahlen  entsprechen,  einen  Abstand  von  a  haben  (wenn  es  sicii 
um  Funktreihen  handelt)  oder  (bei  Büscheln)  einen  Winkel  mit  a 
bilden,  der  kleiner  als  a  ist.  Dieser  beiden  Eigenschaften  wegen 
heisst  die  Correspondenz  ein-eindeuUg  imd  stetig. 

Ist  ein  geometrisches  Gebilde  2^^  oder  3^  Stufe  gegeben^ 
so  lässt  sich  auf  ähnliche  Art  eine  ein- eindeutige  und  stetige 
Correspondenz  ztcischen  seinen  Elementen  und  den  Paaren  bez. 
Tripeln  der  natürlichen  Zahlen  herstellen,  wenn  man  „stetige  Cor- 
respondenz*' so  definirt,  wie  es  eben  bei  den  Gebilden  1*^^  Stufe 
geschehen  isL 

Die  Zahlen,  welche  auf  solche  Art  den  Elementen  des  ge- 
gebenen Gebildes  entsprechen,  heissen  die  Coordinaten  der  Ele- 
mente dieses  Gebildes, 

Die  Gebilde  i*«',  ^',  3^  Stufe  sind  Gebilde  mit  einer, 
bez.  zwei  und  drei  Coordinaten. 

Man  sagt  auch,  die  Gebilde  !*•',  2*®',  3*®'  Stufe  seien  von 
einer,  zwei,  bez.  drei  Dimensionen  oder  sie  enthalten  (x>\  cx>\ 
oo'  Elemente. 

Von  einem  festen  Centrum,  dem  Projedionscentrum  aus  eine 
aus  Punkten  imd  Geraden  bestehende  Figur  projidren,  heisst, 
die  Strahlen  construiren,  welche  von  dem  Centrum  aus  durch  die 
Punkte  der  Figur  gehen,  imd  die  Ebenen  ziehen,  welche  das  feste 
Centrum  und  die  Geraden  der  Figur  verbinden. 

Von  einer  festen  Geraden,  der  Projcctionsaxe  aus  eine  aus 
Punkten  bestehende  Figur  projidren,  heisst,  die  durch  die  feste 
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Gerade  und  jeden  der  gegebenen  Punkte  gebenden  Ebenen  con- 
siruiren. 

Eine  auB  Ebenen  und  Geraden  zusammengesetzte  Figur  mit 
einer  Ebene  sdmdden  bedeutet,  die  Schnitte  der  schneidenden 
Ebene  mit  den  gegebenen  Ebenen  und  Greraden  construiren. 

Eine  aus  Ebenen  bestehende  Figur  mU  einer  Geraden 
si^nmden,  heisst  die  Schnitte  der  Geraden  mit  allen  Ebenen  der 
Figur  construiren. 

Die  geofMifischen  Gebilde  derselben  Stufe  werden  durch 
PrqjecHonen  tmd  Schnitte  auseinander  abgeleitet. 


In  der  modernen  Geometrie  ist  das  Studium  der  Zuord- 
nungen oder  Correspondenzen  zwischen  den  Figuren  oder  den 
geometrischen  Grebilden  besonders  dann  von  grosser  Bedeutung, 
wenn  es  den  Zweck  verfolgt,  die  Eigenschaften  einer  Figur  aus 
den  Eigenschaften  der  ihr  entsprechenden  Figur  abzuleiten. 

Eine  Correspondenz  kann  ein-eindeutig  sein  oder  nicht.  Sie 
ist  eifheindeutig,  wenn  jedem  Element  des  einen  der  beiden  Ge- 
bilde ein  einziges  Element  des  anderen  entspricht  und  umge- 
kehrt. 

Die  beiden  in  Beziehung  gesetzten  Gebilde  können  auch 
superponirt  oder  ocmlocäl  (W^jt^  Frojecävtsöhe  Geometrie,  Wien 
1883)  sein,  d.  h.  denselben  Träger  haben.  In  diesem  Fall  kann 
die  Correspondenz  derart  sein,  dass  einem  Element  immer  das- 
selbe andere  Element  entspricht,  mag  nun  das  erstere  als  dem 
einen  oder  dem  anderen  Gebilde  angehörig  betrachtet  werden; 
eine  solche  Beziehung  heisst  involuiorisch'^  man  sagt  alsdann  auch, 
die  Elemente  entsprechen  sich  auf  doppelte  Art, 

Zu  den  einfachsten  Correspondenzen  gehören  die  Projecti- 
vität^  die  man  auch  CoUineation  oder  Homographie  nennt,  und 
von  welcher  die  Homologie  (Poncelet)  und  die  Perspectivität  specielle 
Fälle  sind;  femer  die  Dualitäf,  auch  Correlation  oder  Redprocität 
genannt. 

Von  zwei  geometrischen  Grundgebüden  sagt  man,  sie  seien 
projecHv  aufeinander  bezogen  oder  stehen  in  projecHver  Cor- 
respondenz oder  einfach  sie  seien  projectiv,  wenn  sich  zwischen 
ihren  Elementen  eine  solche  Beziehung  herstellen  lässt,  dass 
man  das  eine  Grebilde  aus  dem  anderen  mittelst  einer  endlichen 
Anzahl  von  Projectionen  oder  Schnitten  ableiten  kann.  Anstatt 
prqjectiver  Gebilde  kann  man  ihnen  auch  den  Namen  homogra- 
phischer   oder  coUinearer  Gebilde  geben.     Diese   Definition    gilt 
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nicht  für  Gebilde  3**'  Stufe;  för  die  letzteren  kann  die  folgende 
gegeben  werden: 

Zwei  Gebilde  2**'  oder  3*®'  Stufe  heissen  projediv^  wenn 
ihre  Elemente  derselben  Stufe  sich  ein>eindeutig  derart  entsprechen, 
dass  Elementen,  die  einander  angehören,  wieder  einander  ange- 
hörige  Elemente  zugeordet  sind. 

Zwei  zu  einem  dritten  projedive  Gebilde  sind  audi  unter 
sidi  projediv. 

Zwei  Grimdgebilde  sind  perspediv  in  den  folgenden  Fällen: 

1)  Zwei  Punktreihen,  wenn  sie  Schnitte  desselben  Strahlen- 
büschels sind. 

2)  Zwei  Ebenenbüschel,  wenn  sie  von  zwei  verschiedenen 
Centren  aus  dasselbe  Strahlenbüschel  projiciren. 

3)  Zwei  Strahlenbüschel,  wenn  sie  dieselbe  Punktreihe  von 
zwei  verschiedenen  Centren  aus  projiciren,  oder  Schnitte  dessel- 
ben Ebenenbüschels  sind. 

4)  Eine  Punktreihe  und  ein  Strahlen-  (oder  Ebenen-) 
Büschel  oder  auch  ein  Strahlen-  und  ein  Ebenenbüschel,  wenn 
das  erste  Gebilde  ein  Schnitt  des  zweiten  ist. 

5)  Zwei  ebene  Punkt-  oder  Strahlensysteme,  wenn  sie 
Schnitte  desselben  Bündels  sind. 

6)  Zwei  Bündel,  wenn  sie  von  zwei  verschiedenen  Centren 
aus  dasselbe  ebene  Punkt-  bez.  Strahlensystem  projiciren. 

7)  Ein  ebenes  Punkt-  oder  Strahlensystem  und  ein  Bündel, 
wenn  das  erste  Gebilde  ein  Schnitt  des  zweiten  ist. 

Zwei  superponirte  ebene  Systeme  heissen  liomölog,  wenn 
sie  Schnitte  zweier  perspectiver  Bündel  sind;  zwei  Bündel  mit 
demselben  Scheitel  heissen  homolog^  wenn  sie  von  dem  Scheitel 
aus  zwei  perspective  ebene  Systeme  projiciren. 


Zwei  ebene  Systeme  nennt  man  dual,  reciprök  oder  corre- 
lativ,  wenn  die  Punkte  des  einen  ein-eindeutig  den  Geraden  des 
anderen  entsprechen  und  umgekehrt,  und  wenn  die  Beziehung 
derart  ist,  dass  Elementen,  die  einander  angehören,  wieder 
einander  angehörige  Elemente  zugeordnet  sind. 

Zwei  Räume  nennt  man  dual,  redprok  oder  correlativ, 
wenn  die  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  des  einen  ein-eindeutig 
bez.  den  Ebenen,  Geraden  und  Punkten  des  anderen  derart  ent- 
sprechen, dass  einander  angehörigen  Elementen  Elemente  zu- 
geordnet sind,  die  ebenfalls  einander  angehören. 
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Projectiv  mrd  jede  Eigenschaft  einet'  Figur  genannt,  welchö 
bestehen  bleibt,  wenn  man  an  die  Stelle  der  Figur  eine  andere 
ihr  pi'ojective  substituirt.  Jede  solche  Eigenschaft,  welche 
wesentlich  von  den  Massen  der  Abstände,  Winkel,  Flächeninhalte 
etc.  abhängt,  heisst  metrische  Eigenschajft. 

Es  gieht  metrische  Eigenschaften,  die  auch  prqjeeUv  sind. 

Graphisch,  desaiptiv  oder  Eigenschaft  der  Lage  heisst  jede 
Eigenschaft,  die  sich  ausschliesslich  auf  die  Lage  der  Elemente 
der  Figur  bezieht  und  aus  welcher  jeder  Begriff  von  Grösse, 
welcher  Art  er  auch  sei,  entfernt  ist.  Dahin  gehört  z.  B.,  dass 
eine  Linie  oder  Fläche  durch  gewisse  Punkte  geht  oder  dass 
mehrere  Linien  oder  Flächen  gewisse  Punkte  oder  Linien  ge- 
meinschaftlich  haben  etc. 

Jede  graphische  Eigenschaft  ist  immer- projectiv. 

Die  graphischen  Eigenschaften  der  Figuren  sind  einem 
Gesetz  unterworfen,  welches  das  Princip  der  Dualität  oder  Cor- 
relation  in  dei^  Ebene  und  im  Baume,  genannt  wird: 

Jedes  Theorem,  weiches  eine  graphische  Eigenschaft  einer 
ebenen  Figur  ausdrückt,  bleibt  bestehen^  wenn  man  ilberall  die 
Elemente  Gerade  und  Punkt  in  die  Elemente  Punkt  und 
Gerade  verwandelt  und  an  die  Stelle  der  Elemente,  die  sich 
angehijjren,  wieder  sich  angehörige  ElemerUe  substituirt. 

Jedes  Theorem,  welches  äfie  graphisd^e  Eigenschaft  einer 
räumlichen  Figur  ausdrückt,  behält  seine  Gültigkeit,  wenn  man 
überaU  die  Elemente  Punkt  und  Ebene  in  die  Elemente  Ebene 
und  Punkt  verwandelt,  das  Element  Gerade  unverändert  lässt 
und  die  Elett^ente,  welche  einander  angehören,  wieder  durch  ein-^ 
ander  angehörige  Elemente  ersetzt. 

In^  beiden  Operationen  des  Projicirens  von  einem  Centrum 
(oder  eiwhf  Äxe)  aus  und  des  Schneidens  mit  einer  Ebene  (oder 
Geraden)  sind  zwei  duale  Operationen  im  Saum;  ebenso  sind  die 
beiden  anderen  des  Projicirens  von  einem  Centrum  in  einer  Ebene 
aus  und  des  Schneidens  mit  einer  Geraden  in  einer  Ebene  dtmle 
Operationen  in  der  Ebene, 

Zwei  einem  dritten  correlative  geometrische  Gebilde  sind  pro- 
jectiv zueinander. 

Eine. Dualität  zweier  superponirter  Gebilde  (mit  demselben 
Träger)  kann  auch  involutorisch  sein  und  heisst  dann  Polarität. 

Das  .Polßritätspnncip  ist  daher  nur  ein  specieller  Fall  des 
Dualitätsprincips. 

-    Nach   dem   Princip   der   Dualität    entspricht   einer    ebenen 
Curve,   die  als  Ort   von  Punkten  angesehen  unrd,    eine  andere, 
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wekhe  als  Einhüüende  der  Tangenten  in  diesen  PwMen  he- 
trachiet  wird;  d.  h.,  den  Punkten  einer  Curve  entsprechen  die 
Tangenten  einer  anderen. 

In  der  Geometrie  ist  der  Begriff  der  t^nenMich  fernen  Ele- 
mente grundlegend. 

Man  sagt: 

Alle  parallelen  Geraden  einer  Ebene  treffen  sidi  in  einem 
unendlich  fernen  Punkt. 

In  einer  Ebene  gibt  es  so  viele  unendlich  ferne  Punkte^ 
als  Bichtungen  der  Geraden  in  dieser  Ebene  möglith  sind. 

Diese  Punkte  Hegen  säwmiUch  auf  einer  Geraden,  der  unr 
fndlicli  fernen  Geraden  der  Ebene. 

Alle  parallelen  Ebenen  des  Bau9ns  treffen  sich  in  einer  un- 
endlich  fernen  Geraden. 

AU^  unendlich  fernen  Geraden  des  Baums  sowie  aUe  un- 
endlich fernen  Punkte  Uegen  sämmUich  in  einer  Ebene,  wdche 
die  unendLkh  ferne  Ebene  des  Baums  heisst. 


Zwar  werden  die  disoontinuirliehen  Gebilde  erst  in  dem 
folgenden  Kapitel  behandelt,  doch  wird  es  zum  Yerständniss  der 
nächsten  Paragraphen  nöthig  sein,  die  Definition  des  ToUst^digen 
Vierecks  und  Vierseits  bereits  hier  yorauszuschicken. 

Vollständiges  ^enes  Viereck  heisst  die  Figur,  welche  von 
vier  Punkten  {Ecken)  einer  Ebene  (von  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen)  und  den  sechs  Geraden  (Seiten)  gebildet  wird, 
welche  diese  Punkte  zu  je  zweien  yerbinden;  die  drei  Schnitt- 
punkte der  Gegenseiten,  d.  h.  derjenigen  Seiten,  die  sich  nicht 
in  einem  der  gegebenen  Eckpunkte  treffen,  bilden  ein  Dreieck, 
welches  das  IHagonäldreiedc  heisst. 

Vollständiges  ebenes  VierseU  wird  die  Figur  genannt,  die 
aus  vier  Geraden  (Seiten)  einer  Ebene  (von  denen  keine  drei 
durch  einen  Punkt  gehen)  und  aus  sechs  Punkten  (Ecken)  ge- 
bildet ist,  in  welchen  diese  Seiten  sich  zu  je  zweien  schneiden; 
die  drei  Geraden,  welche  die  Gegenecken,  d.  h.  die  nicht  auf 
derselben  Seite  gelegenen  Ecken  yerbinden,  bilden  das  sogenannte 
Diagonaldreiseit. 

§  2.    Die  Oeometrie  der  Oebilde  1^  8tafe. 

1.  Die  gerade  Punktreihe.  —  Eine  Gerade  kann  yon 
einem  ihrer  Punkte  aus  in  zwei  Bichtungen  durchlaufen  werden; 


§  2.   Harmonisohe  Punkte. 


die  eine  dieser  Richtungen  heisst  die  positive^  die  andere  die 
negative.  Jede  Strecke  der  Geraden  soll  mit  -f-  oder  —  be- 
zeichnet werden,  je  nachdem  sie  in  positiver  oder  negativer 
Richtung  durchlaufen  wird. 

Unter  der  Bezeichnung  AB  verstehen  wir  die  Zahl,  welche 
die  Strecke  misst,  die  von  Ä  anfangend  bis  S  geht«  Auf  diese 
Art  ist  AB  ^  —BÄ. 

ZuHschen  den  durch  drei  Punkte  A,  6,  C  einer  Geraden 
bestimmten  Streben  hesteht  die  BeJaHon: 

AB  +  BC+CÄ  =  0, 

Für  die  durch  iHer  Pufikte  A,  B,  C,  D  einer  Geraden 
hesHnmten  Stecken  gilt  die  Beziehung: 

AB  '  CD  +  ÄC '  DB  +  AD  '  BC  -^  0. 

Nennt  man  die  Abstände  der  Punkte 

1,  2,  3,.. 

^it'  ^18' '  '  *'  ^^  hestM  givischen  den  Abständen  dreier  in  einer 
Geraden  liegender  Punkte  die  RelaUon  (in  Determinantenform): 


Olli 

1    dli    0    dh 
1    Sil  Sli    0 


0 


Man  sagt,  vier  Punkte  A,  Bj  C,  D  einer  Geraden  seien 
harmonisch,  wenn  zwischen  den  von  ihnen  begrenzten  Strecken 
die  Beziehung 

111  1 

AD 


oder 
oder  atieh 

AC 

AB        AB 

AB        AC    ^    AD 

AC              AD 
CB              DB 

besteht. 

Bezeichnet  man  mit  Jf  den  Mittel|nmkt  der  Strecke  AB^ 
90  ist  aueh 

MC  .  MD  =  MA\ 
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Die  Punkte  A  und  B  heissen  conjugirt  zu  einander,  ebenso 
C  und  D. 

Geometrisch:  Die  vier  Punkte  il,  JB,  (7,  D  nennt  man 
harmonisch^  wenn  sich  ein  vollständiges  Viereck  so  construiren 
lässt,  dass  zwei  Gegenseiten  sich  in  A  schneiden,  zwei  andere 
Gegenseiten  in  B^  die  fünfte  Seite  durch  C  und  die  sechste  (die 
Gegenseite  zur  fünften)  durch  D  geht.  Kann  man  von  solchen 
Vierecken  eines  construiren,  so  lassen  sich  unendlich  viele  ziehen. 

Wenn  vier  harmonische  Punkte  von  einem  Centrum  aus 
auf  eine  Gerade  projicirt  werden,  so  erhalt  man  wieder  vier 
harmonische  Punkte. 

Sind  drei  Punkte  A^  B,  0  und  die  Ordnung,  m  welcher 
sie  betrachtet  werden  sollen,  gegeben,  so  ist  dadurch  auf  eine 
einzige  Art  ein  vierter  Punkt  D  bestimmt,  der  mit  ihnen  in  har- 
monischem Verhältniss  steht,  und  zwar  derart,  dass  er  zu  C  con- 
jugiert  ist. 

Wenn  AB  CD  ein  harmonischem  Gebilde  ist,  so  sind  aucli  die 
Gebilde  BACI),  ABDC,  BABC  harmonisch. 

In  dem  hannonisdien  Gebilde  AB  CD  werden  die  conju- 
girten  Punkte  A^  B  nothwendiger  Weise  durch  die  beiden  anderen 
C,  D  getrennt. 

In  dem  vollständigen  Vierseii  wird  jede  Diagonalseite  har- 
monisch durch  die  beiden  anderen  Diagonalseiten  getheilt. 


Wenn  vier  Punkte  -4,  J?,  C,  D  auf  einer  Geraden  gege- 
ben sind,  so  nennt  man  das  Verhältniss  der  Abstände 

ÄC     AD 
B C  '  BD 

das    Doppelverhältniss  oder  anJiarmonische   Verhältniss   der  vier 
Punkte  und  bezeichnet  es  mit  (AB CD). 

Ein  Doppelverhältniss  ändert  sich  nic/d,  wenn  man  zwei 
PunJcte  miteinander  vertauscht  und  zugleich  auch  die  beiden  anderen. 

VertausM  man  die  vier  Punkte  auf  die  sämmtUchen 
24  möglichen  Arten  miteinander,  so  nimmt  das  Doppelverhältniss 
nur  sechs  verschiedene  Werthe  an,  die  sich  auf  einfadie  Art 
dutch  einen  einzigen  von  ihnen  ausdrucken  lassen. 

Wenn  k  das  Doppelverhältniss  (AB CD)  bezeichnet,  so  sind 
diese  seöhs  W(rthe: 
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(AB  CD)  =  l, 
{AB  DO)  =  y 
{ACBD)=  1  —l, 
{ACDB)  =  j^ 


V 

(ADBC)  =  '^, 

(ADCB)^-j^^. 

Wenn  zwei  der  vier  Punkte  zusammenfallen,  so  nimmt  ihr 
Doj^elverMliniss  einen  der  Werthe  0,  1,  oo  an. 

Sind  die  mer  Punkte  harmonisch,  so  erhält  ihr  Doppelvcr- 
häUniss  einen  der  Werthe  —  1,  \,  2. 

Die  sechs  anharmonischen  Verhältnisse  von  vier  reellen 
Punkten  sind  im  Allgemeinen  ungleich,  es  sei  denn,  es  handele 
sich  um  einen  der  beiden  vorstehenden  Fälle,  in  welchen  sie  zu 
je  zweien  gleich  sind  und  die  sechs  Verhältnisse  sich  daher  auf 
nur  drei  verschiedene  reduciren. 

Wenn  einer  der  Punkte  der  unendlich  ferne  Punkt  ist,  so 
mrd  das  Doppelverhältniss 

Ist  das  Doppelverhältniss  (AB CD)  gleicti  A,   so  hat  man 
-ÄK  =  ÄC  -  AD     (Möbius). 


Wenn  man  auf  einer  Geraden  einen  Punkt  0,  den  Anfangs- 
punkt, festlegt  und  angibt,  welche  Bicbtung  die  positive  sein  soll, 
sowie  eine  Masseinheit  zu  Grunde  legt,  so  lässt  sich  jeder  Punkt  A 
der  Geraden  durch  die  Zahl  bestimmen,  welche  seinen  Abstand 
vom  Anfangspunkt  misst;  dabei  muss  man  diese  Zahl  positiv  oder 
negativ  nehmen,  je  nachdem  die  Strecke  OA  positiv  oder  negativ  ist 

Die  positive  oder  negative  Zahl,  welche  auf  solche  Art 
dem  Punkt  A  entspricht,  wird  die  gewöhfüichc  Coordinate  oder 
die  Abscisse  von  A  genannt. 

Denkt  man  sich  dagegen  zwei  Punkte  A^B  festgelegt 
und  ist  C  ein  beliebiger  dritter  Punkt,  so  heisst  das  Verhältniss 

AC  _ 
Cß  ~  '' 

V 

die  harycentrkciie  Coordinate  des  Punktes  C. 
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Die  baryccntrische  Coordmate  des  unendlich  fernen  Punktes 
der  Geraden  ist  —  1 . 

Legt  man  schliesslich  drei  Punkte  Ä,  B,  C  der  Geraden 
fest,  so  Iftsst  sich  das  Doppelverhältniss  {AB  CD)  als  CoordincUe 
eines  beliebigen  Punktes  D  der  Geraden  auffassen.  Diese  Coordinate 
pflegt  man  die  projective  zu  nennen.  Die  Punkte  Ä,  B  haben 
oo  und  0  zu  Coordinaten  und  heissen  die  FimdamentalptmlUe; 
der  Punkt  C  hat  die  Coordinate  1  und  wird  der  EifiheitS' 
puhkt  genannt. 

Von  diesem  Coordinatensystem  ist  das  System  der  getvökn- 
licken  Coordinaten  ein  specieHler  FaU;  man  braucht  nur  anzu- 
nehmen, Ä  sei  der  unendlich  ferne  Punkt,  B  der  Coordinaten- 
Anfang  und  C  liege  im  Abstand  -{- 1  von  B. 

Das  heisst:  Der  Abstand  zweier  Punkte  ist  dem  anharmonir 
sehen  VefhäUniss  des  aus  diesen  beiden  Punkten,  dem  unendlich 
fernen  Punkt  und  dem  EvnheUspufüä  gebildeten  Quadrupels  gleidi. 

Liegt  dagegen  C  in  der  Mitte  zwischen  den  Punkten  A^  B, 
so  werden  die  prqjecliven  jsu  barycentrischen  Coordinaien. 

Wir  gehen  nun  zur  Besprechung  der  homogenen  Coordir 
nßten  der  Punkte  einer  Geraden  über. 

Denken  wir  uns  auf  der  Geraden  ein  beliebiges  Coordi- 
natensystem  festgesezt  und  ist  x  die  Coordinate  eines  Punktes  P, 
so  geben  wir  dieser  die  Form 

rc  =  — ; 

die  Grössen  iCj,  ajj,  deren  Verhftltniss  die  Coordinate  von  P  be- 
stinmit,  heissen  dann  die  homogenen  Coofdmaten  von  P. 

Von  den  homogenen  Coordinatensystemen  ist  das  folgende 
bemerkenswefth : 

Wir  nehmen  an,  zwei  (Fimdamental-)Punkte  A^  B  seien 
festgesetzt  und  nennen  p,  g  die  Abstände  eines  Punkts  P  yon 
den  beiden  Punkten  -4,  JB,  so  dais  p-^-q^^AB  ist;  wir  neh- 
men femer  zwei  Constante  a,  fe  an  und  setzen 

X*         bp 
x^        aq'^ 

alsdann  entspricht  jedem  Puhkt  P  ein  Werthepaar  x^,  x^,  dessen 
Verhältniss  constant  ist,  und  jedem  solchen  Wer&iepaar  ent^richt 
ein  einziger  Punkt  P,  Die  Grössen  x^,  x^  kaim  man  mithin 
als  homogene  Coordinaten  des  Punkts  der  Geraden  ansehen; 
dem  Werth  rr^  =  0  entspricht  der  Punkt  A,  dem  Werth  flpj  =*  0 
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der  Punkt  B^   der  unendlich  ferne  Punkt  hat  die  Ooordinaten 


X, 


—  as=s  ---  ist,  wird  der  Einheitspuhki  genannt. 


x. 


Xi^^  — hj  ^2  ^  öf.     Der  Punkt  U,  für  welchen  ^  =  1,  also 


Von  diesem  homogenen  Coordinatensystem  ist  das  System 
nicht  homogener  gewöhnlicher  Coordinaten  (Abscissen)  ein  spe- 
cieüer  Fall;  man  braucht  nur  anzunehmen,  B  rücke  in  das  un- 
endliche; es  ist  dann  nicht  nöthig,  die  Coordinate  oc^  ^  Betracht 
zu  ziehen,  weil  q  immer  unendlich  gross  ist;  die  Lage  des 
Punktes  wird  mithin  nur  durch  x^  bestinunt,  d.  h.  den  Abstand 
des  Punktes  von  A. 

Man  sieht  femer  leicht  ein,  dass  das  Yerhältniss  ^,  da 

es  sich  — :  ~  schreiben   lässt  und  —  das  Verhältiiiss   der  Ab- 
•     p  a 

stände  des  Einheitspunktes  U  ron  den  Punkten  B^  A  an- 
giebt,  identisch  mit  dem  Doppelrerbflltniss  der  Punkte  BA  UP 
ist.  Im  Grunde  genommen  ist  daher  das  entwickelte  System 
kein  anderes,  als  das  System,  welches  sich  ei^bt,  wenn  auf  die 
obige  Art  der  projecliioen  Coordinate  die  homogene  Form  gegeben 
wird;  es  ist  deshalb  ein  System  pon  projecHven  homogenen 
Coordmaten. 


Legt  man  den  Coordinaten  der  Punkte  einer  Geraden  auch 
imaginftre  Werthe  bei,  so  können  wir  uns  dadurch  die  so- 
genannten  imaginären  PanMe  der  Geraden  eingeftlhrt  denken. 

In  gewöhnlichen  Coordinaten  wird  das  Boppdverhältniss 
von  vier  Funkten  dwrch  die  Formel 

{x  —  oj")     {x  —  x'") 
{x'  —  x')  '  {x  —  o?"") 

ansgedfiickt,  worin  die  x  die  Abmessen  der  vier  gegebenen  Punkte 
bezeichnen. 

Mittelst  dieeer  Formel  kann  man  dann  das  Doppelrerhält- 
niss  auch  von  inMi^^Bilren  Punkten  der  Geraden  darstellen. 

Erweitert  ma»-90  den  Begriff  des  DoppelTerhftItnisses,  ^ 
findet  man  ausser  den  beiden  oben  erwähnten  Fällen,  in  denen 
die  sechs  Doppdverhältmsse  von  vier  Elementen  nicht  sämmtlich 
versdnkde»  sind^  noch  einen  dritten  Fall,  welcher  eintritt,  wenn 
der  Werih  eines  der  DoppüverhäUmsse  eine  complexe  CtUnkwurgel 
aus  der  negativen  Einheit  ist.     Die  Tier  Punkte  hassen  dann 
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äquianharmonisch  und  die  sechs  Loppelverhältnisse  reduciren  sich 
auf  nur  zwei  verschiedene. 


Man  sagt,  eine  algebraische  Gleichung  vom  n*^  Grad  in  x 
stelle  eine  Gruppe  von  n  Punkten  auf  einer  Geraden  dar  und 
versteht  darunter,  dass  man  sich  die  Gleichung  aufgelöst  denken 
und  ihre  n  Wurzeln  als  Coordinaten  von  n  (reellen  oder  complexen) 
Punkten  einer  Geraden  interpretiren  soll. 

Zwei  Pufdctreihen  sind  projectiv  (vergl.  §  1)  oder  homo- 
graphisch  oder  auch  collinear,  wenn  jedem  Punkt  der  einen 
ein  und  nur  ein  Punkt  der  anderen  entspricht  und  das  Doppel- 
verhMtniss  von  vier  Punkten  der  einen  immer  dem  Dappelver- 
hältniss  der  vier  entsprechenden  Punkte  der  anderen  gleich  ist. 

Diese  Eigenschaft  könnte  man  auch  der  Definition  der 
projectivcn  Punktreihen  zu  Grunde  legen. 

Eine  andere  Definition  ist  die  folgende  (von  St  au  dt): 

Zwei  Punktreihen  werden  projectiv  oder  projectiv  aufeinander 
bezogen  genannt,  wenn  sie  so  einander  zugeordnet  sind,  dass 
harmonischen  Gruppen  in  der  einen  Punktreihe  harmonische  Gruppen 
in  der  anderen  entsprecJien,  »     . 

Der  Punkt  in  einer  Punktreihe,  welcher  dem  tmendlich 
fernen  Punkt  der  anderen  entspricht,  heisst  Fluchtpunkt  oder 
Grrenzpunkt. 

Wenn  die  beiden  Grenzpunkte  ebenfalls  unendlich  ferne 
Punkte  sind,  so  nennt  man  die  beiden  Punktreihen  ähnlich. 

Die  Projectivität  kann  auch  auf  die  folgende  Ai*t  defijiirt 
werden: 

Zwei  PunMreihen  heissen  projectiv,  wenn  sie  sich  derart 
entsprechen,  dass  man  von  den  Punkten  der  einen  zu  denen  der 
anderen  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Projectionen  und  Schnitten 
übergehen  kann. 

Biese  Correspondenz  ist  nachgctviesen,  wenn  drei  beliebige 
Paare  sich  entsprechender  Punkte  festgestellt  sind. 

Wenn  x  und  y  die  gewöhnlichen  Coordinaten  der  Punkte 
der  einen  und  der  anderen  Punktreihe  sind,  so  ist  die  bUineare 
(d.  h,  lineare  in  Bezug  auf  x  und  y)  Relation  vom  Typus 

axy  -\-  bx  -^  cy  -^  d  =^  0 

(die  Verwandtschafts-  oder  Projectivitätsgleichung)  die  Beziehung, 
die  zwischen  x  und  y  bestehen  muss,  wenn  die  beiden  Punkt- 
reihen projectiv  sein  sollen. 
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Wenn  I'  and  J  die  Orenzpunkte  zweier  projediven  Punkt- 
reihen  und  Ä,  A'  zwei  sich  entsprechende  Punkte  sind,  so  ist 
das  Product  JA  •  I'Ä  constant,  wie  man  auch  das  Paar  A,  A' 
wählen  mag. 

In  zwei  ähnlichen  Panktreihen  ist  das  Verhältniss  zwisdien  den 
sich  entsprechenden  Strecken  (das  Aehnlichkeitsverhältniss)  constant. 

Ist  dieses  Verhältniss  +  1 ,  so  werden  die  beiden  Punkt- 
reihen congruent  oder  gleich  genannt. 

Wenn  zwei  projective  Punktreihen  mit  verschiedenen  Trägern 
einen  Punkt  gemeinsam  haben,  der  zum  entsprechenden  Punkt  sich 
selbst  hat,  so  sind  sie  perspectiv  (vergl.  §  1). 

Sind  drei  Paare  AA\  BB\  CG'  sich  entsprechender  Ele- 
mente in  zwei  projectiven  Punktreihen  gegeben,  so  kann  man, 
um  die  übrigen  Paare  oder,  wie  man  sagt,  die  Projectiviiät  zu 
construiren^  auf  die  folgende  Art  verfahren:  Auf  der  Geraden, 
welche  zwei  entsprechende  Punkte,  z,  B.  A,  A*  verbindet,  wähle 
man  zwei  Centren  S,  S';  zidie  SB,  S' B\  die  sich  in  B" 
schneiden,  alsdami  SC,  S'C\  die  sidi  in  C"  schneiden  und  ver- 
binde B"  C" ;  ein  Punkt  D  der  ersten  Punktreihe  liefert  durcfi 
Projedion,  von  S  aus,  D"  auf  B"C" ;  proßcirt  man  nun  D" 
von  S'  aus,  so  erhält  man  in  dem  Schnittpunkt  mit  der  zweiten 
Geraden  den  dem  Punkt  D  entsprechenden  Punkt  D\ 

Liegen  die  beiden  Punktreihen  aufdnander,  so  projicire  man 
die  eine  von  ihnen  von  dnem  Centrum  aus  auf  dne  andere  Ge- 
rade und  verfahre  dann  wie  vorstehend. 

Wenn  man  zu  Centren  5,  S'  die  Punkte  A\  A  wählt,  so 
heisst  die  so  erhaltene  Gerade  B'' C"  die  Biredums-,  Projedi- 
vitäts-  oder  Homographiease. 

Sie  schneidet  die  beiden  Punktrdhen  in  Punkten,  welche  dem 
den  bdden  Punktreihen  gemdnschafllichen  Punkt  entspredien. 
üeber  eine  Eigenschaft  dieser  Axe  siehe  S.  19. 

Wenn  die  beiden  homographischen  Punktreihen  dieselbe 
Gerade  zum  Träger  haben,  so  heissen  die  beiden  Punktreihen 
conhcäl,  aufdnanderliegend  oder  superponirt. 

Zwd  superponirte  homographische  Punktrdhen,  welche  nicht 
zusammenfallen^  d.  h,  deren  Elemente  nidit  sämmüich  Boppel- 
elemente  sind,  können  höchstens  zwd  reelle  sich  entsprediende 
gemdnsame  Punkte  haben.     Die  Wurzeln  der  Gldchung 

ax^  -f  (6  +  c)a;  +  d  =  0 
sind  die  Coordinaten  dieser  Punkte. 
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Die  sich  entsprechenden  gemeinsamen  Punkte  heissen  Dappelr- 
punkte. 

Wenn  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  imaginttr  sind,  so 
sagen  wir,  die  beiden  Doppelpunkte  ezistiren  auch  in  diesem 
Fall,  seien  aber  imaginär. 

Der  Mittelpunkt  der  von  den  Dqppdpunkten  hegreneten 
Strecke  fälU  mit  dem  Mittelpunkt  der  van  den  beiden  Flucht- 
punkten  (den  Qrenepu/nkten)  begrenzten  Strecke  zusammen. 

In  zwei  superpanirten  Iwmographischen  Punktreihen  ist  das 
Doppelverhältniss  zweier  beliebiger  sich  entsprechender  Punkte  mit 
den  beiden  Doppelpunkten  constanf. 

Die  Correspondenz  zwisdien  zwei  solchen  Punktreihen  ist 
nur  dann  involwtorisch ,  d.  h.  einem  Punkt  entspricht  nur  dann 
immer  derselbe  andere  Punkt,  wenn  dieses  Doppelverhältniss  den 
Werih  +  1  oder  —  1  hat. 

In  dem  ersten  Fall  sind  die  beiden  Punktreihen  identisch; 
in  dem  zweiten  bilden  sie  eine  involuiorische  Homographie  oder 
einfach  eine  Involution  (Desargues). 

AnälgHsch  wird  eine  Involution  durch  eine  Gleichung  vom 
Typus 

axy  +  fc(x  +  y)  +  d  =  0 
bestimmt. 

Die  Doppelpunkte  der  Involution  sind  duräi  die  Gleichung 

a!x?  +  26a;  +  (1  =  0 
gegeben. ' 

Sind  die  Coe£&cienten  a,  6,  d  reell,  so  heisst  die  Involution 
hyperbolisch,  elliptisch  oder  parabolisch,  je  nachdem  die  Doppel- 
punkte reell  oder  imaginär  sind  oder  zusammenfallen. 

In  dem  Fäll  der  Involution  fallen  die  beiden  Grenzpunkte 
in  einen  einzigen  Punkt,  den  sogenannten  Cenirälpunkt  der  In- 
volution zusammen,  welcher  der  Mittelpunkt  der  durch  die  beiden 
Doppelpunkte  bestimmten  Strecke  ist. 

Wenn  es  in  zwei  conlocalen  homographischen  Punktreihen 
zwei  verschiedene  Punkte  gibt^  die  sich  auf  doppelte  Art  ent- 
sprechen (vergl.  §  1),  so  gilt  dasselbe  auch  für  zwei  beliebige 
sich  entsprechende  Punkte  und  es  liegt  eine  Involution  vor. 

Ist  0  das  Involutionscentrum  und  sind  A,  A'  zwei  sich 
entsprediende  Punkte,  so  ist  immer 

OA'  0A'=  Const. 

Eine  Involution  wird  durdt  zfcei  sich  entsprechende  Punkte- 
paare  AA\  BB'  bestimmt. 
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Sind  gtoei  Paare  AA\  BB'  sich  mispred^mder  Punkte  ge- 
geben, 90  verfährt  man,  um  die  Involution  zu  oonatruiren,  auf 
die  folgende  Art:  Jüan  nimmt  einen  beliebigen  Punkt  Q  ausser^ 
haib  der  Creraden  an  und  beschreibt  die  Kreise  GAA\  QBB', 
die  sich  in  einem  zweiten  Punkt  H  schneiden.  Der  Punkt  0, 
in  welchem  die  gegebene  Gerade  von  GH  geschnitten  wird,  ist 
das  Involutionscenfyvm  und  jeder  durch  G,  H  gezogene  Kreis 
trifft  die  gegebene  Gerade  in  zwei  sich  entsprechenden  Punkten 
der  Involution, 

Sind  AA\  BB',  CO'  Punktepaare  in  Involution,  so  be- 
steht zwischen  den  Strecken,  welche  diese  Punkte  auf  der  Geraden 
bestimmen,  die  Relation: 

AB'BC'  CA'  +  A'B  •  J5'C  •  CA  =  0. 

Wenn  x^,  y^;  o^,  y^  die  Coordinaten  von  A,  A' ;  B,  B' 
sind,  so  lautet  die  Gleichung  der  Involution: 

xy^       x  +  y,    1 

^Vu   ^1  +yi'  1=0. 

^Vif  ^2  +  y%'  1 

Ist  /i  (x)  =  0  e?i6  Gleichung  ^**"  Grads,  deren  Wurzeln 
x^,  y^  und  f^(x)  =  0  diejenige,  deren  Wurzeln  x^,  y^  sind,  so 
ist  die  Gleichung  der  Involution 

Wenn  sich  ein  rechter  Winkel  in  seiner  eigenen  Ebene  um 
seinen  Scheitel  dreht,  so  beschreiben  seifte  Schenkel  a/uf  einer 
Geraden  zwei  in  Involution  liegende  Punktreihen. 

Die  drei  Paare  von  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vierecks 
werden  von  einer  beliebigen  Transversalen  in  drei  Paaren  von 
involutorisch  conjugirtcn  Purüden  geschnitten. 

Wenn  man  die  drei  Paare  von  Gegenecken  eines  vollstän- 
digen Vierseits  von  einem  beliebigen  Centrum  aus  auf  eine  Ge- 
rade projicirt,  so  büden  die  so  erhaltenen  sechs  Punkte  drei  Paare 
einer  Involution, 

Sind  in  zwei  contocalcn  homographischen  Punktreihen  A,  A' ; 
B,  B'  Paare  sich  entsprechender  Elemente  und  E,  F  die  beiden 
(verschiedenen  oder  nicht  verschiedenen)  Doppelpunkte,  so  sind 
E,  F;  A,  B' ;  B,  A'  drei  Paare  involutorisch  verbundener 
Punkte. 
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Eine  Projectivitftt  conlocaler  Punktreihen  kann  cyclisch  voff 
der  Ordnung  n  sein,  d.  h.  derart,  dass  man,  wenn  zu  einem 
Punkt  A  der  entsprechende  A\  alsdann  zu  dem  Punkt  Ä\  den 
man  jetzt  als  der  ersten  Punktreihe  zugehörig  betrachtet,  der 
entsprechende  Ä"  aufgesucht  wird  u.  s.  f.,  nach  n  solchen  Opera- 
tionen jedesmal  wieder  zu  dem  Punkt  Ä  zurückkehrt. 

Die  Involution  ist  eine  cyclische  Projectivität  etoeiter  Ordnung. 

Nimmt  man  die  Doppelpunkte  eu  Fundamentalpunkten  pro- 
jediver  (nicht  homogener)  Coordinaten,  so  lässt  sich  die  Gleichung 
der  cyclischen  Projectivität  n*®'  Ordnung  y  —  tx  =  0  schreiben, 
wofin  e  eine  primitive  n*®   Wurzd  aus  der  Einheit  ist. 

Die  cyclischen  Projectiyitftten  erhielten  ihren  Namen  yon 
€  leb  seh,  Crdle^  68;  zuerst  hatten  sich  mit  ihnen  beschäftigt: 
Möbius,  ges.  Werke  2  Bde,  1^'  Bd.  von  R.  Baltzer,  2*"' Bd. 
von  F.  Klein  herausgeg.,  Leipzig  1886,  Bd.  2  und  Battaglini, 
Äcc.  Napoli,  1863,  der  sie  Involutionen  höherer  Ordnung  (invo- 
luzioni  di  ordinc  superiore)  nannte. 

Für  die  allgemeinen  Zuordnungen  zwischen  zwei  conlocalen 
Punktreihen  (oder  überhaupt  zwischen  zwei  conlocalen  Grund- 
gebilden 1*®'  Stufe)  ist  der  folgende  Satz,  das  sogenannte  Cor- 
respondenzprincip  von  Chasles,  wichtig: 

Wenn  ztoischen  den  Punkten  ewder  conlocaler  Punktreihen 
eine  soldic  Bezidiung  festgestdlt  wird,  dass  jedem  Punkt  der 
eisten  m  Punlde  der  zwdten  und  jedem  Punkt  der  zweiten  n 
der  ersten  entsprechen,  so  sind  w  -f-  n  Punkte  vorhanden,  die 
sich  selbst  entsprechen.  Chasles,  Compt,  Bend.,  1864,  1866. 
lieber  dieses  Correspondenzprincip  siehe  auch  Kap.  15,  §  8. 

2.  Das  Strahlenbüschel.  —  Setzt  man  in  eiiiem  Büschel 
einen  gewissen  Strahl  als  Anfangsstrahl  fest,  so  lässt  sich  das 
Büschel  beschreiben,  indem  man  diesen  Strahl  um  den  Scheitel 
des  Büschels  dreht.  Die  Kotation  kann  in  zweierlei  Sinn  statt- 
finden; wir  wollen  die  Botation,  die  in  einem  gewissen  Sinn 
erfolgt,  die  positive  und  die  entgegengesetzte  die  negative  nennen. 
Wenn  a  und  b  zwei  Strahlen  des  Büschels  sind,  so  verstehen 
wir  imter  dem  Winkel  (ab)  den  kleinsten  Winkel,  welchen  der 
Strahl  a,  in  positivem  Sinne  rotirend,  beschreiben  muss,  um  zum 
Zusammenfallen  mit  b  zu  kommen.  Die  Zahl,  welche  den  Winkel 
inisst,  den  die  Anfangsgerade  mit  irgend  einer  Geraden  des 
Büschels  macht,  kann  man  die  gewöhnliche  Coordinate  oder 
Anomalie  der  Geraden  des  Büschels  nennen.  Auf  diese  Art  ist 
(ha)  -f  (ab)  =  n. 
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Das  D&ppdverhältniss  von  vier  Strahlen  des  Büschels  ist 
das  Doppelyerhältniss  der  vier  Punkte,  in  welchen  eine  belie- 
bige Transversale  die  vier  Strahlen  schneidet.  Es  toird  dar- 
gestellt durch 


oder  durch 


,   ,     ,x        sin  (ac)     Bin  (ad) 
(aocd)  =  ~'-)t-\  :  --^ir^x, 

,   .     ,.         CA     DA 


worin   CA^  CB,  DA^  DB   die  Abstände  zweier  Punkte  C,  D 
der  Strahlen  c,  d  von  den  Strahlen  a,  h  bezeichnen. 
Setzt  man  {ahcd^  =  A,  so  ist 

4^  =  i^^--tg(«ä)     (Möbius). 

Ist  {ahcd^  =  —  1,  so  nennt  man  die  vier  Geraden  hwr- 
monisch. 

Vier  Strählen  o,  h,  c,  d  eines  Büschel  sind  harmonisch, 
wenn  sich  ein  vollständiges  Vierseit  derart  construiren  lässt,  dass 
zwei  Gegenecken  auf  a,  zwei  Gegenecken  auf  h,  eine  fünfte  Ecke 
auf  c  und  die  sechste  auf  d  liegt, 

Ka/nn  man  ein  solches  Vierseit  construiren,  so  lassen  sidi 
unendlich  viele  construiren. 

Legt  man    in    dem  Büschel    zwei  Strahlen    a,  h   fest,  so 

kann  das  Verhältniss  --A-A  zur  Coordinate  eines  Strahls  c  se- 

8m  (co)  ^ 

nonunen  werden;  man   erhält  so  ein  Coordinatensystem,  welches 

dem  bei  der  Punktreihe  harycentrisch  genannten  analog  ist. 

Wenn  dagegen  drei  Strahlen  a,  5,  c  in  dem  Büschel  festgelegt 
werden,  so  kann  man  als  Coordinate  eines  Strahles  d  das  an- 
harmonische Verhältniss  (ab cd)  wählen;  es  ergibt  sich  dann  das 
System  projectiver  Coordinaten, 

Legt  man  der  Coordinate  imaginäre  Werthe  bei,  so  werden 
dadurch  die  imaginären  Strahlen  des  Büschels  definirt. 

Zwei  StrMenbüschel  sind  homographisch  oder  collinear 
verwandt  oder  projediv  (vergl.  §  l),  wenn  sie  sich  derart  ent^ 
sprechen^  dass  jedes  anJiarmonische  Verhältniss  von  vier  Strahlen 
des  einen  Büschels  dem  anharmonischen  Verhältniss  der  entsprechen- 
den (conjugirten)  Strahlen  des  anderen  immer  gleich  ist 

Ebenso,  wie  bei  den  Punktreihen,  kann  diese  Eigenschaft 
auch  hier  als  Definition  der  projectiven  Büschel  dienen. 

Pascal,  Repertorimn.  n.  2 
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Als  weitere  Definition  lässt  sich  auch  die  folgende  von 
St  au  dt  benutzen:  Zwei  Büschel  sind  projectiv,  wenn  sie  sick  so 
entsprechen,  dass  harmonischen  Gruppen  in  dem  einen  harmonische 
Gruppen  in  dem  anderen  zugeordnet  sind. 

Wenn  die  beiden  Büschel  denselben  Scheitel  (Träger)  haben, 
gibt  es  immer  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  StraJden,  die  sich 
selbst  entsprechen  (Doppelstrahlen), 

Ist  femer  die  Zuordnung  involutoriscJi  (ohne  jedoch  so  zu  sein, 
dass  jeder  Strahl  sich  selbst  entspricht),  so  sagt  man,  die  Paare 
sich  entsprechender  Strahlen  bilden  eine  Involution,  Zwei  con- 
jugirte  (sich  entsprechende)  Strahlen  sind  in  diesem  Fall  harmo- 
nisch zu  den  beiden  Doppelstrahlen, 

Wie  bei  den  Punktreihen  lassen  sich  auch  hier  cyclische 
Projectivitäten  von  der  n^^  Ordnung  definiren. 

Ein  rechter  Winkel,  welcher  in  einer  Ebene  um  seinen 
Scheit-el  rotirt,  beschreibt  mit  seinen  Schenkeln  zwei  Strahlen- 
büschel,  die  eine  Involution  bilden.  Die  Doppelstrahlen  sind 
imaginär;  sie  sind  die  Strahlen,  die  nach  den  beiden  Kreispunk- 
ten führen  (vergl.  §  3). 

Die  drei  FacLre  von  Gegenecken  eines  vollständigen  Vier- 
seits  werden  von  einem  beliebigen  Centrum  aus  durch  drei  Paare 
involutorisdi  conjugirter  Strahlen  proßcirt. 

Die  Homographie  zwischen  zwei  Strahlenbüseheln  wird  durcHi 
drei  Paare  sich  entspi'cchender  Elemente  bestimmt. 

Wenn  zwei  homographische  Büschel  mit  verschiedenen  Schei- 
teln einen  DoppelstraJil  haben,  so  sind  sie  perspectiv  (vergl.  §  1). 

Um  die  Homographie  zweier  Strahlenbüschel  zu  construiren, 
wenn  drei  Paare  aa%  bb\  cc  sich  entsprechender  Strahlen  ge- 
geben sind,  schlägt  man  ein  Verfahren  ein,  das  dual  zu  dem 
bei  zwei  Punktreihen  befolgten  ist.  Durdi  den  Punkt,  weMier 
zweien  sich  entsprechenden  Strahlen  a,  d  gemeinsam  ist,  werden 
zwei  Gerade  s,  s  gezogen;  b"  sei  die  Gerade,  welche  die  Punkte 
sb^  s'V  verbindet,  und  c'  die  durcJi  die  Punkte  sc,  sd  geltende 
Gerade,  Der  Punkt  V  d'  ist  der  Scheitel  eines  zu  den  beiden 
gegebenen  Büscheln  perspectiven  Büschels,  Ist  mithin  ein  Strahl  d 
des  ersten  Büschels  gegeben,  so  suche  man  seinen  Schnittpunkt 
mit  s,  verbinde  diesen  Setmittpunkt  mit  dem  Punkt  V'c"  und  er- 
mittele den  Schnitt  dieses  Strahls  mit  /;  die  Gerade,  welche  den 
Scheitd  des  zwdten  Büschels  mit  diesem  Punkt  verbindet,  ist  der 
entsprechende  Strahl  d'. 

Wenn  man  als  s,  s'  die  Geraden  a,  «  wählt,  so  treflFen 
sich  die  Geraden,  welche  die  Punkte  ab\  a'5;  ac\  a'c;  bc\  Vc 
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verbinden,  in  demselben  Funkt,  welcher  das  Directions-,  Pro-^ 
jecHvUätS'  oder  Homoffrapkiecentrum  der  beiden  Büschel  ge- 
nannt wird. 

Das  DirecHonscentrum  hesitgt  die  Eigenschaft,  dass  jede 
durch  es  gehende  Gerade  die  Büschel  in  zwei  in  Involution  liegen- 
den Punktreihen  schneidet,  und  umgekehrt  geht  jede  so  beschaffene 
Gerade  durch  dieses  Centrum. 

Die  Directionsaxe  zweier  projectiver  Punktreihen  (S.  13) 
besitzt  die  correlative  Eigenschaft;  wir  sehen  davon  ab,  den  ent- 
sprechenden Satz  besonders  zu  formulieren. 

Zwei  Strahlenbüschel  heissen  ähnlich  ^  wenn  ihre  Scheitel 
im  Unendlichen  liegen  und  ein  Schnitt  des  einen  einem  Schnitt 
des  anderen  ähnlich  ist  (vergl.  §  2). 

Zwei  Strahlenbüschel  heissen  congru>ent  (gleich)^  wenn  das 
erste  sich  nur  dadurch  vom  zweiten  unterscheidet,  dass  seine 
Lage  eine  andere  ist. 

Zwei  gleiche  Büschel  sind  prcjeäiv. 


3,  Das  Ebenenbüschel.  —  Die  Geometrie  des  Ebenen- 
büschels ist  nicht  wesentlich  von  der  Geometrie  der  geraden 
Punktreihe  und  des  Geradenbüschels  verschieden.  Es  werden 
dieselben  Begriffe  von  Coordinaten,  Doppelverhältniss,  Harmonie, 
Homographie  und  Involution  eingeführt,  wie  es  auch  in  dem 
Vorstehenden  geschehen  ist. 


§  3.    Die  Gteometrie  der  Gebilde  2^"^  Stufe.     Das  ebene 

Punkt-  und  Strahlensystem. 

Zwischen  den  Flächeninhalten  der  Dreiecke,  welche  drei  von 
fünf  gegebenen  Punkten  Ä^  jB,  C,  D,  E  der  Ebene  zu  Eck- 
punkten haben,  besteht  die  Relation: 

ABE  '  CDE  -f  BCE  •  ADE  +  CAE  •  BDE  =  0, 

und  ähnlich  für  sechs  Pimkte  der  Ebene: 

ABC'DEF+  ACD'  BEF  +  ADB  -  CEF=BCD'AEF 

(Monge,  Möbius). 

Nennt  man  ö^^j  ^la?  *  •  *  ^6  Abstände  je  zweier  der  vier 
Punkte  J.J,  A^y  A^y  A^  einer  Ebene,  sö  gilt  die  Beziehung 

2* 
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Wir  wollen  uns  in  der  Ebene  zwei  Gerade  (Coordinaten- 
(ixen)  gezogen  denken,  die  sich  in  einem  Punkt  0,  dem  sogenann- 
ten Anfangspunkt^  schneiden.  Es  seien  auf  diesen  beiden  Ge- 
raden zwei  Systeme  gewöhnlicher  Coordinaten,  wie  in  §  2,  auf 
beliebige  Art  festgesetzt  und  der  Punkt  0  als  Anfangspunkt  in 
einem  jeden  angenommen.  Durch  jeden  Punkt  P  der  Ebene  geht 
eine  Parallele  zur  ersten  und  eine  Parallele  zur  zweiten  Geraden; 
jeder  Punkt  der  Ebene  wird  durch  eine  der  zweiten  Geraden 
parallele  Projection  in  einen  und  nur  einen  Punkt  P'  der  ersten 
und  durch  eine  der  ersten  Geraden  parallele  Projection  in  einen 
und  nur  einen  Punkt  P"  der  zweiten  projicirt.  Die  Coordina- 
ten  von  P'  und  P"  können  dann  als  Coordinaten  von  P  ange- 
sehen werden;  sie  heissen  Cartesische  Coordinaten.  Der  gewöhn- 
liche und  einfachste  Fall  ist  derjenige,  in  welchem  vorausgesetzt 
wird,  die  beiden  gegebenen  Geraden  seien  rechtwinklig  zuein- 
ander und  die  Masseinheiten,  nach  welchen  die  Coordinaten  von 
P'  und  P"  auf  beiden  Geraden  gerechnet  werden,  seien  gleich. 
Nennt  man  o;,  ^  die  Coordinaten  der  Punkte  der  ersten  bez. 
der  zweiten  Geraden,  so  heisst  die  erste  Gerade  die  x-Axe,  die 
zweite  dk  y-Axe. 

Ein  anderes  Coordinatensystem  für  die  Punkte  der  Ebene 
ist  das  der  sogenannten  Polarcoordinaten.  Man  legt  einen  Punkt 
0,  den  Pol,  und  eine  von  ihm  ausgehende  Gerade  OA  in  der 
Ebene  fest  und  bestimmt  die  positive  Richtung  dieser  Geraden 
(die  Polaxe).  Ein  Punkt  P  der  Ebene  kann  dann  durch  den 
(immer  positiven)  Abstand  des  Punktes  P  vom  Pol  0  und 
durch  die  Grösse  des  (positiven  oder  negativen)  Winkels  be- 
stimmt werden,  den  die  positive  Richtung  der  Geraden  OA  in 
positivem  oder  negativem  Sinne  (vergl.  §  2,  das  Strahlen- 
büschel) beschreiben  muss,  um  mit  dem  Strahl  OP  zur  Deckung 
zu  kommen. 

Ein  weiteres  Coordinatensystem  ist  das  sogenannte  bipolare. 
Man  nimmt  in  der  Ebene  zwei  feste  Punkte  0,  (/  als  die 
Scheitel   zweier  Büschel   an;    durch   jeden   Punkt  P  der  Ebene 
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geht  ein  Strahl  des  ersten  und  ein  Strahl  des  zweiten  Büschels; 
die  Coordinaten  dieser  beiden  Strahlen  in  jedem  der  Büschel 
kann  man  als  Coordinaten  von  P  ansehen. 

Wenn  man  den  beiden  Coordinaten  o?,  y  eines  Punkts  in 

einer  Ebene   die   Form    ic  =  ~ ,    y  =  -^  gibt,   so  werden   die 

Grössen  Xj,  a?^,  x^  homogene  CoordinaUn  der  Punkte  der  Ebene 
genannt.  Unter  den  homogenen  Coordinatensystemen  sind  die 
sogenannten  JDreieckscoordinaten  (trüineare,  trimetrische)  beson- 
ders bemerkenswerth. 

Wir  betrachten  drei  Gerade  der  Ebene,  die  nicht  durch 
einen  Punkt  gehen,  und  bezeichnen  mit  p,  9,  r  die  Abstände 
eines  beliebigen  Punkts  P  der  Ebene  von  den  drei  Geraden  und 
mit  a,  6,  c  drei  beliebige  Constante;  wir  nehmen  femer  x^,  x^^  x^ 
proportional  zu  den  Verhältnissen 

p       q       r 
a  ^    h  ^    c 

Man  kann  zeigen,  dass  auf  diese  Art  jedem  Tripel  von 
Werfhen  qx^,  ^Xj,  {^x^,  worin  q  ein  beliebiger  JProporiiondlitätS' 
factor  ist,  ein  einziger  Punkt  der  Ebene  entspricht  und  um- 
gekehrt. Die  Grössen  x^,  x^j  x^  können  daher  ein  System 
homogener  Coordinaten  darstellen.  Die  Ecken  Ä,  B,  C  des 
aus  den  drei  Geraden  gebildeten  Dreiecks  haben  bez.  die  Coor- 
dinaten 


0, 

0, 

'»■■> 

0, 

dJj, 

0; 

•^1. 

0. 

0. 

Das  Dreieck  ABC  heisst  das  Fundamentaldreieck  der  Coor- 
dinaten. 

Es  existirt  in  der  Ebene  ein  Punkt  U,  dessen  Abstände  von 
den  drei  Gei*aden  proportional  zu  a,  Z),  c  sind;  er  hat  die  homo- 
genen Coordinaten  1,  1,  1  und  heisst  daher  der  Ijinheitspunkt. 

Die    Verhältnisse   zweier    der  Coordinaten   eines  Punkts   P 

X        X 

zur  dritten^  z.  B,  — ,  — '  kann   man  als  Doppelverhältnisse  von 
StraMehlyüschdn  ansehen.     Denn  es  ist: 

•^1  __  c       »' 


.r,         a  '  p' 

x^         er 
j-j  h   '   q  ^ 
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worin  .  die    rechten    Seiten    den    Boppelverhältnissen    der    Tier 
Strahlen  der  Büschel 

B{A,  C,  U,  P)    und    Ä(B,  C,  ü,  P) 
gleich  sind. 

Das  hier  besprochene  Coordinatensjstem  ist  mithin  ein 
System  projediver  homogener  Coordinaten, 

Wenn  der  Eihkeitspunkt  U  das  Centrum  des  dem  Funda- 
mentoMreieck  eingeschriebenen  Kreises  ist,  so  sind  die  Coordinaten 
^1»  ^^y  ^8  ^^^  ^  ^^  Abständen  des  Punktes  P  von  den  drei 
Seiten  des  Fundamentäldreiecks  proportional, 

Ist  eine  der  Seiten  des  FundamentcUdreiecks  die  unendlidi 
ferne  Gerade  der  Ebene,  so  wird  das  System  von  (homogenen) 
JDreieckscoordinaten  ein  System  von  (nicht  homogenen)  Cartesischen 
Coordinaten. 


Die  allgemeinen  Formeln  für  die  Verwandlung  eines  Car- 
tesischen Coordinatensjstems  in  ein  anderes,  ebenfalls  Carte- 
sisches,  lauten,  wie  folgt:  Wenn  (rc,  y)  die  Coordinaten  eines 
Punkts  in  Bezug  auf  ewei  durch  einen  Punkt  0  gehende  Axen 
sind,  die  den  Winkel  m  miteinander  bilden,  und  wenn  (^X,  Y) 
die  Coordinaten  desselben  Punkts  in  Bezug  auf  ewei  andere, 
durch  einen  anderen  Punkt  0'  gehende  Axen  bezeichnen,  und  O' 
bezüglich  der  ersten  Axen  die  Coordinaten  {a,  b)  hat,  so  gelteti 
die  Belationen 

'         sm  00     '         Bin  CD  ^ 

,     ,     ^  sin  a     ,     ^-  sin  a 

y  =  b  4-  X  — ]-  Y—. , 

^  '         sm  ö)     '         sm  ©  ' 

worin  cc,  ß  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  neue  X-Axe  mit 
den  alten  Axen  macht,  und  cc\ß'  die  Winkel  zwischen  der  neuen 
T'Axe  und  den  alten  Axen  sind.     Dabei  ist 

cc-^ß  =  a'-\-ß'=(o 

und  es  mrd,  wie  aucft  später^  unter  dem  Winkel  zwischen  den 
Axen  der  Winkel  verstanden^  den  die  positiven  BiMungen  der 
Axen  miteinander  bilden. 

Die    Determinante    der    Coefficienten    von    X    und    Y   in 

diesen  Formeln  hat  den  Wert  -. — ,   worin  Sl  der  Winkel  der 

A         '  ±  sm  0) ' 

neuen  Axen  ist. 
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Wenn  beide  Coordinatensysteme  rechtmnklig  sind  und  a  den 
Wlnhd  bezeichnet,  den  die  nette  x-Äxe  mit  der  tüten  x-Äxe 
wacht,  so  vereinfachen  sich  die  Transformationsformeln  und 
teer  den: 

a;  ==  a  -f"  ^  cos  a  +  Y  since, 
y  =  b  -|-  X  sin  a  4"  Y  cos  a. 

Darin  bat  man  die  oberen  oder  unteren  Zeicben  zu  nebmen, 
je  nacbdem  die  positiven  Riebtungen  von  Y  und  y  den  Winkel 
a  oder  den  Winkel  it  —  a  mit  einander  macben. 

Die  Formeln  für  die  Verwandlung  rechtwinkliger  Carte- 
sischer  Coordinaten  in  Polarcoordinaten  lauten: 

X  =  Q  cos  g> ,  2/  =  P  sin  g>. 


X 


COS  9  == 


X 


Vx'  +  y' 


"i  9 


sm^)  = 


y 


Vx^+y' 


worin  q,  q>  die  Polarcoordinaten  des  Punkts  bedeuten,  dessen 
Cartesische  Coordinaten  x,  y  sindy  und  worin  vorausgesetzt  wird, 
dass  der  Pol  mit  dem  Coordinatevumfang  und  die  Polaxe  mit 
der  Axe  zusammenfällt,  auf  welcher  die  x  gerechnet  werden. 

Wenn  (x,  y),  {x',  y')  die  Cartesischen  Coordinaten  zweier 
Punkte  sind,  so  tcird  der  Abstand  der  beiden  Punkte  durch  die 
Formel  gegeben: 

Q^  =  (x  —  xy  +  (/  —«/)*  +  2 (x  —  x)  (y'  —  2^)  COS  w; 

dabei  ist  m  der  Winkel,  den  die  Axen  miteinander  machen. 

Sind  a,  ß  die  Winkel,  welche  eine  Gerade  der  Ebene  mit 
den  Coordinatenaxen  bildet,  so  best^t  die  Fundamentalbeziehung: 

COS* a  -\-  cos* ß  —  2 cos a  cos |S  cos  w  =  sin*  w. 

Sind  a,  ß  und  a,  ß'  die  Winkel,  welche  zwei  Gerade  mit 
den  Coordinatenaxen  machen,  so  ist  der  Winkel  der  beiden  Ge- 
reuten durch  die  Formeln  gegeben: 


cos  (r/)  = 


siii(r/)  = 


sin*a) 


cos  (o     cos  a 


cos  09 


cos  a     cos  ß^ 

cos  a    cos  ß 
sin  00  I  cosa'   cosjS' 


cosjS 
1 
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JMe  Bedingung,  damit  zvcei  Gtrade  senkreckt  amf  einamdf*r 

tt/ken,  i$t: 

1       cos  (o    cos  a 

CO»  c0        1        cos  ß     ==  0, 

cos  a     cos  ^       0 

un/i  dit  Bedingung,  damit  sie  parcHd  sind: 

cos  a     cos  ß 

cosa     cosp 

Bei  rechtwinkligen  Äxen  tcird: 

cm  (r/)  =  cos  a  cos  «'  +  cos  /J  cos  ß\ 

sin  Cr/)  =  cos  «  cos  /3'  —  cos  a  cos  /3. 

IV/'n»  (x,  y),  (x%  y'),  {x\}(')  die  Coardinaten  der  drei 
tkk^n  einen  Dreiecks  bezeidimn,  so  ist  der  Flächeninhalt  des 
J}rei/'ck0  seinem  ahsolukn  Wert/i  nach  durch 

X     y      1 

sin  CO     x'    y'     1      gegeben. 

\x     y      \ 

IHe  Bcflingung,  damit  drei  Punkte  mit  den  Coordinaten 

(^^jP),   (/y  y)y   (•»"»  f) 

in  einer  OeratUm  liegen,  lautet: 

X     y     1 

y   i/   1    =0. 

X        i/        1    I 

VÄnn  OhfichiJii^  xwlKchen  den  Coordinaten  eines  Punkts  in 
<l<'r  Kfiniui  HtftUt  <«inftn  Ort  rem  Punkten  dar. 

ZnuHÜitn  dm  Coordinaten  (x,  y)  eines  einer  Geraden  an- 
gehörigen  Punkts  hrnteht  eine  Jlelation  i**°  Grads  (die  Glei- 
chung der  Geraden)  vom  Typus: 

ax  -\-  by  -\-  c  =  0, 

worin  a,  b,  c  constante  üoefficienten  sifid. 

Der  Gleichung  der  Geraden,  welche  durcHi  zwei  Punkte 
(^^'t  y')i  (^"'  // ')  ff^^^^*  kann  man  eine  der  Formen  geben: 

X   —  X  y   —  y 

X  —  X       y  —  y 

X     y  1  I 

x'    //'  1  i  =-  0. 

X     y  1 
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Die  CoordifuUen  eines  Punkts,  weither  auf  der  diirch  die 
Punkte  {x'y"),  {x''y")  bestimmten  Geraden  liegt,  sind 

\  1  +  x    '       1  -i-  X  7* 

Die  Punkte 

/x;_+ix2    5L+Ayl^      /^'-ri^'    ylniO 

theHen  die  van  den  Punkten  (x',  y'),  {x'\  y")   begrenzte  Strecke 
harmomsch.  • 

Nimmt  man  die  Äxen  rechtwinklig  an  und  gibt  der  Glei" 
chung  der  Geraden  die  Form 

y^Äx-^-B, 

so  kann  man  den  Coefficienten  A  den  Winkelcoefficienten  der 
Gleidiung  der  Geraden  nermen;  er  stellt  die  trigonometrische 
Tangente  des  Winkels  dar,  den  die  Gerade  mit  der  x-Äxe  bildet 
Bezeichnet  man  mit  a,  ß  die  Winkel,  welche  das  Loth  auf 
die  Gerade  mit  den  Coordinatenaxen  macht,  und  mit  q  den  Ab- 
stand des  Coordinatenanfangs  von  der  Geraden,  so  lässt  sich  die 
Gleichung  der  Geraden  sdireiben: 

X  cos  a  +  ^  ^^s  ^  —  ^  =  0    (die  Gleichung  der  Geraden  in  der 

Normalform), 

Um  die  Gleichung  ax-\-by'^c=^0  auf  die  Normalform  zu 
bringen,  braucht  man  ihre  linke  Säte  nur  mit 

sinoo 


Va*  +  6'  —  2  a  6  cos  ta 

zu  multipliciren,  worin  das  Wurzelzeicfieti  positiv  oder  negativ 
zu  nehmen  ist,  je  nachdem  das  Product  c  sin  o)  negativ  oder  posi- 
tiv ausfäUt 

Wenn  die  Gleichung  einer  Geraden  ax-\'by-\-c=^0  lautet j 
und  unter  a  der  Winkel  der  Axen  verstanden  wird,  so  sind 
die  Winkel,  welche  das  Loth  auf  die  Gerade  mit  den  Axen  büdet, 

durdi  die  FormeHn  gegeben: 

a  sin  (n 
cos«  = 


|/  a*  +  ^*  ~  *^ö^  c<>8  cu 

a  &  sin  OD 

cos  p  =     ■ =  , 

Y  a^  '\-  b^  —  2a6  cos  oo 

und  der  Abstand  des  Coe>rdinatenanfangs  von  der  Geraden  ist 

csin  <o 


|/a*  +  b*  —  2a ö  cob  lo 
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warin  'für  das  Vareeicfien  des  Eculicals  die  oben  gemachte  Be- 
merJcung  gilt. 

Der  Abstand  eines  Punkts  mU  den  Coordinaten  X,  T  von 
einer  Geraden,  deren  Gleichung 

ax  -f-  ^y  -f-  c  =  0 

lautet,  wird  durch  die  Formel 

__  (oX+  bY  +  c)  sin  & 

ya*  +  &'  —  2ab  cos  m 

angegeben,* worin  für  das  Vorzeichen  des  Radicals  wieder  das- 
selbe  gut,  wie  vorher;  dieser  Abstand  ist  positiv  oder  negativ.  Je 
nachdem  der  Punkt  auf  derselben  oder  der  entgegengesetzten  Seite 
der  Geraden  liegt,  wie  der  Coordinatenanfang. 

Die  Coordinaten  des  Scfmittpunkts  zweien'  Geraden 

ax  -\-by  -\-  c  =  0 

ax  +  Vit  4-  c'=  0 
sind: 

oc   —  VC  a  c  —  ac 

^  ~  ab'  —  ab'      ^^  ~  ab-  —  a'b' 
Der  zwischefi  zwei  Geraden  enthaltene  Winkel  g>  ist  durch 

(ab*  —  a'b)  sincD 

ya*  +  6*—  2ab  cos  co  •  ^a'"  +  b'*  —  2a'  6'  cos  co 
aa'  4-  bb*  —  («6'+  a'b)  cosco 

ya-  +  b^  —  2ab  cos  w  •  "j/a'"  +  ^'*  —  2a'6'  cos  a> 
gegeben. 

Die  notJiwendige  und  ausreicfiende  Bedingung,  damit  die  beiden 
Geraden  parallel  seien,  ist: 

ay—ab  =  0. 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  die 
beiden  Geraden  senkrecht  aufeinander  stellen,  ist: 

aa' -{-  bb' —  (flb' -{-  a'b)  cos«  =  0. 

Die  Gleichung  der  Geraden^  welcfie  durch  den  Punkt  {x',  g') 
geht  und  senkrecht  auf  der  Geraden  ax  -{-by  -{-  c  =:  0  steht, 
lautet 

a  —  b  cos  o        b  —  a  cos  co 
Damit  drei  Gerade 

ax  -{-  by  4"  ^  =  Ö  ? 
a'x  +  ft't/  -\-  c  =0, 
a''x  -{-  b"y  +  c"  =  0 
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durch  denselben  Punkt  gehen,  ist  nothwendig  und  ausreichend,  d<iss 

a     h     c    \ 
a'    ft'    c'   '  =0  sei. 


ff   -1  ff     ff 
a      0     c 


Der  Flächeninhalt  des  von  diesen  drei  Geraden   begrenzten 
Dreiecks  ist: 


a  b     c 

f  1 ' 

a  b     c 

ff 


a 


"  c" 


{aV  —  a'b)  {ab"  —  a"6')  {a'b  —  ab'') 


sino, 


Setzt  man  —  =  m,    —  =  v,   so   wird    die   Gleichung   der 

Geraden: 

ux  -{^  vy  -\'  1  =0. 
« 
Betrachtet  man    in   dieser  Gleichung   u,  v    als   festliegend 

und  x,  ^  als  variabel,  so  ergibt  sich  eine  Beziehung  zwischen 
den  Coordinaten  eines  jeden  Punkts  einer  Geraden;  nimmt 
man  dagegen  u,  t;  als  variabel  an  und  x<,  y  eAs  festliegend,  so 
erhält  man  eine  Relation,  welcher  die  Grössen  u,  v,  die  einer  be- 
lid>igen,  durah  den  festen  Funkt  mit  den  Coordinaten  x,  y  gehen- 
den Geraden  entsprechen,  genügen  müssen.  Sind  die  Grössen 
II,  V  gegeben,  so  wird  dadurch  eine  Gerade  gekennzeichnet;  man 
kann  daher  u,  v  Coordinaten  der  Geraden  nennen. 

Die  Geraden,  deren  Coordinaten  derselben  Urbaren  Glei- 
chung genügen,!  gehen  sämmilich  durcfi  einen  Funkt, 

Die  noth wendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  die 
drei  Geraden  (ti,  v),  (u\  v'),  (m",  r")  durch  einen  Punkt  gehen, 
lautet 

1  : 


u 


u 


V 


V 


0. 


//      ff    4 

U        V         1 


Die  Coordinaten  einer  Geraden,  welche  durch  den  Sclmitt- 
punkt  zweier  Geraden  mit  den  Coordinaten  {u\  v'),  («",  «") 
geht^  sind  vom  Typits: 

u  +  Xu'        v'  -\-  Xv" 


' 
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Die  Geraden  mit  den  Coordinaten 

Üi  eilen  den  Winkel  der  Geraden 

(w',  t;'),   (t<",  v")     hamionisdi. 

Eine  Beziehung  zwischen  den  Geradencoordinaten  u,v  sttlU 
im  Allgemeinen  eine  Gesammtheit  von  unendlich  vielen  Tangenten 
an  eine  Curve,  eine  sogenannte  Enveloppe,  Einhüllende  dar. 

Der  Winkel  zwischen  zwei  Geraden  (w,  v),  {u',  v')  ist,  falls 

die  Coordinatenaxen  reciitmnklig  auf  einander  stehen,  also  cö=  ^ 

ist,  durcfi  die  Formel 

um'  -X-  vv'  , 

cos  a  i=  — --r^iziTT—— -, gegeben. 

Bemerkenswerth  sind  die  beiden  imaginären  unendlich  fer- 
nen Punkte  der  Ebene,  welche  durch  die  Gleichung  (in  Gera- 
dencoordinaten) M*  -j-  V*  =  0  dargestellt  werden.  Sie  heissen 
Kreispunkte,  weil  alle  Kreise  der  Ebene  durch  sie  gehen,  (Siehe 
Kap.  3  über  die  Kegelschnitte.) 

Man  beachte  die  folgende  projective  Definition  des  Win- 
kels zweier  Geraden,  bei  welcher  die  Kreispunkte  der  Ebene  be- 
nutzt werden: 

•  Der  Winkel  zweier  Geraden  ist  dem  Produd  aus  ^— ^ —  =  ~ 

mit  dem  natürlidien  Logaritlimus  des  anharnwnischcn  Verhältnisses 
des  Quadrupels  gleich,  welches  aus  den  beiden  gegebenen  Geraden 
und  den  zwei  Geraden,  die  nach  den  beiden  Kreispunktmi  führen, 
gebildet  ist,  Theorem  von  Laguerre,  Kotiv.  Ann.  12,  1853, 
p.  64.  Vergl.  z.  B.  A.  C  leb  seh,  Yoilesungen  über  Geometrie, 
herausgeg.  von  Lindemann,  mit  Vorw.  von  Klein,  in  2  Bdn.^ 
Leipzig  1875,  1891,  1.  Bd.    Siehe  auch  weiter  unten  Kap.  21,  §  3. 


Zwei  ebene  Systeme  (ebene  Punkt-  und  Strahlensysteme) 
heissen  Iwmographiscli  oder  cvllinear  verwandt  oder  projectiv, 
wenn  sich  zwischen  ihren  (reellen)  Punkten  und  ihren  (reellen) 
Geraden  eine  Zuordnung  derart  herstellen  lässt,  dass  jedem 
Pimkt  P  ein  Punkt  P'  und  jeder  Geraden  p  eine  Gerade  j?'  ent- 
spricht und  dass,  wenn  P  der  Geraden  p,  auch  P'  der  Geraden 
p'  angehört. 
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In  dem  allgemeineren  Fall,  in  welchem  es  sich  um  reelle 
und  imaginäre  Elemente  handelt,  lautet  die  analytische  Defini- 
tion der  Homographie  zweier  ebener  Systeme,  wie  folgt:  Werden 
mit  or,  j/  die  Cartesischen  Coordinaten  eines  Punkts  der  einen  Ebene 
und  mit  x\y'  die  Coordinaten  des  entsprechenden  Punkts  der 
zweiten  bezeichnet,  so  sind  die  beiden  Systeme  homographisch, 
•wenn  die  Relationen 

/ ax+  by  +  c  , a  x  -{-  h'y  +  c 

^  —  a"x  +  h"y  +  c" '     ^  ~  (rx  +  6"i/  +  c" 

gelten,  und  die  Determinante  (ab'c'')  von  Null  verschieden  ist. 
Oder  auch:  Sind  ii,  t;  die  Coordinaten  einer  Geraden  der 
ersten  und  u\  v'  die  Coordinaten  der  entsprechenden  Geraden 
der  zweiten  Ebene,  so  sind  die  beiden  Systeme  homographisch, 
wenn  Relationen  vom  Typus 

, aw  -\-  hv  -\-  c  , o't*  4-  ^'^  +  c' 


ff  11'/  I  "     »  *'       "  II"  I         _  " 

OM  +  ftr  +  c  a   u  -\-  h   V  -\-  c 

bestehen. 

Zicei  sicli  entsprechende  gerade  Punktreihen  oder  zwei  sich 
entsprediende  Strafdenhüschel ,  tcelche  in  etcei  homographisclien 
ebenen  Systemen  enthalten  sind,  miissen  immer  projectiv  sein. 

Die  Homographie  zicischcn  etvei  ebenen  Systemen  ist  be- 
stimmt, tcenn  festgestellt  ist,  dass  den  vier  Ecken  eines  Vierecks 
in  der  einen  die  vier  Ecken  eines  Vierecks  in  der  anderen  oder 
den  vier  Seiten  eines  Vierseiis  in  der  einen  die  vier  Seiten  eines 
Vierseits  in  der  anderen  Ebene  entsprechen. 

Zwei  homographische  ebene  Systeme  heissen  affin,  wenn 
der  unendlich  fernen  Geraden  des  einen  die  unendlich  ferne 
Gerade  des  anderen  entspricht. 

Die  Affinitätsgleichungen  haben  den  Typus 

x'  =  ax  -\-  by  -{-  c,    y'  =  a'x  +  Vy  +  c\ 

Die  Affinität  ist  bestimmt,  wenn  die  Zuordmmg  zwischen 
drei  nicht  in  einer  Geraden  liegenden  Fankien  der  einen  und 
drei  nicJit  in  einer  Geraden  gelegenen  Punkten  der  anderen 
Ebene  oder  auch  zunschen  drei  nicht  demselben  Büschel  angehö- 
rigen  Strahlen  der  einen  und  drei  Strahlen  der  anderen  Ebene 
festgestellt  ist. 

Sei  affiner  Zuordnung  sind  zwei  sich  entsprechende  Punkt- 
reihen  ähnlidi  und  ist  das  Verhältniss  zwischen  den  Flächen- 
Inhalten  zweier  sich  entsprechender  Dreiecke  constant. 
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Ein  specieller  Fall  der  Affinität  ist  die  Äehfüic^ikeit  Zwei 
ebene  Systeme  beissen  ähnlich^  wenn  die  sieb  entsprechenden 
Winkel  jedesmal  gleicb  sind. 

In  zwei  ähnlichen  Systemen  ist  das  AdmLichkeitsverhältniss 
zwischen  zwei  sich  entsprechenden  Funktreihen  immer  dasselbe 
und  sind  die  sich  entsprechenden  Strahlenbüschel  gleich. 

Wenn    die    beiden    bomograpbiscben    ebenen  Systeme   con-« 
local  sind  (ineinander  liegen),  so  kajm  man  sieb  die  Aufgabe 
stellen,  die  Punkte  (oder  Geraden),  die  sieb  selbst  entsprechen, 
(Doppelpunkte  bez.  -Gerade)  aufzufinden. 

Es  ffibt  im  Allgemeinen  drei  Doppelpunkte  und  drei  Doppel- 
straJden,  weU^e  die  Ecken  bez,  Seiten  desselben  Dreiecks  sind. 

Man  erhäU  die  drei  Doppelpunkte,  indem  man  zuerst  die 
Wurzeln  t  der  cubischen  Gleichung 


a  —  t    b  c 

a  b  — t    c 

a  b  c   —  t 


=  0 


ermittelt  und  alsdann  den  einzigen  Punkt  sucht,  welcher  den  drei 
Geraden 

ax    -{-by    -j-  c    =  fx 

ax  +  b'y  -\-  c'  =ty 

a"x  +  b^'y  -^  c"  =  t 

gemeinschafUich  ist 

Vertauscht  man  darin  x,  y  mit  ?^,  y,  so  ergibt  sich  das 
Verfahren  zur  Ermittelung  der  Doppelstrahlen,  wenn  die  Homo- 
graphie  in  Geradencoordinaten  ausgedrückt  ist. 

Zwei  homographische  ebene  Systeme  sind  homolog  oder  per- 
spectiv^ wenn  die  Verbindungslinien  der  sich  entsprechenden  Pimkte 
durch  denselben  Punkt,  das  Centrum  der  Perspectivität  oder  der 
Homologie  gehen.  In  diesem  Fall  sdmeiden  sich  die  entsprechen- 
den Strahlen  in  Punkten  einer  Geraden  (des  perspectiven  Durch- 
Schnitts  oder  der  perspectiven  Äxe  oder  der  Homohgieaxe),  Man 
kann  auch  diese  zweite  Eigenschaft  der  Definition  zu  Grunde 
legen;  die  erste  wtirde  sich  dann  als  Folge  aus  ihr  ableiten 
lassen. 

Die  per^ective  Verwandtschaß  oder  Homologie  ist  eine  Homo- 
graphie,  bei  wcle^er  eine  Gerade  von  Doppelpunkten  (die  Homo- 
logieaxe)  und  ein  Büschel  von  Doppelstrdklen  existirt,  dessen 
Scheitel  das  Homologiccentrum  ist. 
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Wenn  in  zwei  homographischen  ebenen  Systemen  drei  Purste 
einer  Geraden  sich  selbst  gu  entsprechenden  Punkten  haben,  so 
sind  die  beiden  Systeme  perspectiv. 

Die  Homologie  findet  statt,  wenn  die  Minoren  2^^  Ordnung 
der  Determinante 

a  —  t    b  c 

a  b  — t    0 


D 


a  b  c  —  t 


für  einen  getoissen  Werth  von  t  sämmÜich  XuU  werden.  Dieser 
Werih  von  t  ist  alsdann  die  eweifeiche  oder  dreifache  Wurzel 
der  Gleichung  D  =  0;  in  dem  letzteren  Fäll  liegt  elas  Centrum 
der  Homologie  auf  der  Homologiec^e. 

Zwei  homographische  (niM  affine)  ebene  Systeme  lassen 
sich  immer  .in  eine  solche  Lage  bringen,  dass  sie  homolog  werden. 

Zwei  homologe  ebene  Systeme  werden  durch  das  Centrum,  die 
Äxe  der  Homologie  und  ein  Paar  sich  entsprechender  Punkte 
definirt. 

Zwei  homographische  und  conlocale  ebene  Systeme  lassen  sidh 
durch  eine  endUdie  Anzahl  von  Homologien  wie  auch  durch  eine 
endliche  Anzahl  von  Projcctionen  und  Schnitten  auseinemder  ab- 
leiten. 

Die  Grenz-  oder  Fluchtgeraden  zweier  homologer  ebener 
Systeme,  d.  h.  die  Geraden  einer  Ebene,  welche  den  unendUdi 
fernen  Geraden  der  anderen  entsprechen,  sind  der  Homologieaxe 
parallel. 

Eine  Homologie  zweier  conlocaler  ebener  Systeme  heisst 
harmonisch  oder  involutorisch,  wenn  zwei  Punkte  (und  zwei 
Strahlen)  sich  auf  doppelte  Art  entsprechen,  d.  h.  einem  Punkt 
P  immer  derselbe  andere  Punkt  P'  entspricht,  mag  man  nun 
annehmen,  P  gehöre  der  einen  oder  der  anderen  Ebene  an,  und 
wenn  dasselbe  für  die  beiden  Strahlen  gilt. 


Bei  der  involutorischen  Homologie  werden  zwei  sich  etit- 
spreehende  Punkte  harmoniscit  durch  das  Centrum  und  die  Axe 
der  Homologie  getrennt  (Daher  kommt  die  Benennung  har- 
monisch.)     Dasselbe  gilt  für  zwei  sich  entsprechende  Gerade, 

Bemerkenswerth  ist  der  Satz:  Eine  (ebene)  Homographie, 
bei  welcher  die  Verwandtschaft  (in  dem  oben  angegebenen  Sinn) 
involut^)risch  ist,  muss  nothwendiger  Weise  eine  Hotnologie  sein. 
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Wenn  die  Homologieaxe  die  unendlich  ferne  Gerade  ist, 
heissen  die  beiden  ebenen  Systeme  homotheUsch  (ähnlich  und  ahn* 
lieh  gelegen).  Liegt  auch  das  Centrum  im  Unendlichen,  so  sagt 
man,  die  beiden  Systeme  seien  congruent. 

Bei  der  homothetischen  Verwandtschaft  fallen  die  Orenggeraden 
im  Unendlichen  zusammen. 

Bei  dieser  Verwandtschaft  ist  das  VerhäUmss  zweier  gerad- 
liniger sich  entsprechender  Strecken  constant  (das  HamotheUever- 
hältmss). 

Die  homothetischen  Systeme  sind  ein  specieUer  FäU  der  ähn- 
lichen Systeme, 

Ein  allgemeinerer  Fall  der  involutorischen  Homographie  ist 
die  cydische  Homographie  n**'  Ordnung  zweier  conlocaler  ebener 
Systeme.  Man  erhält  sie,  wenn  man  zu  einem  Punkt  A  den 
entsprechenden  Ä'  sucht,  alsdann  annimmt,  Ä'  gehöre  dem  ersten 
ebenen  System  an  und  unter  dieser  Annahme  den  Ä'  entsprechen- 
den Punkt  sucht  u.  s.  w.,  und  wenn  man  nach  n  solchen  Opera- 
tionen wieder  zu  dem  Punkt  Ä  zurückkehrt. 

Benutet  man  homogene  Coordinaten  für  die  Punkte  der  Ebene 
und  wählt  das  Fundamentaldreieck  so,  dass  seine  Ecken  in  drei 
DoppelpuiMe  der  cyclischen  Homographie  n*®'  Ordnung  fallen,  so 
lassen  sich  die  Gleichungen  diesem'  Homographie  immer  auf  die  Form 

redudren,  worin  die  f,  n**  primitive  Wurzeln  aus  der  Ein- 
heit sind. 

Wenn  die  (reellen)  Elemente  zweier  conlocaler  oder  nicht 
conlocaler  ebener  Systeme  so  einander  zugeordnet  werden,  dass 
den  Punkten  des  einen  die  Geraden  des  anderen  entsprechen  und 
imigekehrt,  und  dass  Punkten,  welche  in  der  Geraden  p  der  einen 
Ebene  liegen,  in  der  anderen  Gerade  entsprechen,  die  durch  den 
p  entsprechenden  Punkt  P  gehen  und  imigekehrt,  so  sagt  man, 
die  beiden  Ebenen  stehen  in  correlativer  oder  dualer  oder  red- 
proker  Correspondenz. 

In  dem  allgemeineren  Fall,  in  welchem  reelle  und  imagi- 
näre Elemente  in  Betracht  kommen,  wird  die  Dualität  analytisch 
durch  Relationen  vom  Typus 

, ax  -\-hy  -\-  c         , a  x  -\-  b' y  •\-  c 


a  X  -\-  0  y  -^  c   ^  a  x-\-  b  y  -^  c 

definirt.  Worin  x,  y  Coordinaten  von  Punkten,  u,  v  Coordinaten 
von  Geraden  sind  und  die  Determinante  {aV c'^  von  Null  ver- 
schieden ist. 


§  3.    Dualität  und  Polarität.  33 

Die  DucAUät  ist  bestimmt^  wenn  man  den  vier  Ecken  eines 
Vierecks  die  vier  Seiten  eines  Vierseits  entsprechen  lässt. 

Zwei  ebene  tu  einem  dritten  duale  Systeme  sind  homographisch 
jgueinander. 

Eine  Beciprocität  oder  Dualität  zweier  conlocaler  ebener 
Systeme  kann  involwtarisch  sein,  d.  h.  so,  dass  einem  Punkt 
immer  dieselbe  Gerade  entspricht,  mag  man  den  Punkt  als  zum 
ersten  oder  als  zum  zweiten  ebenen  System  gehörig  betrachten; 
eine  solche  involutorische  Dualität  wird  Polarität  genannt. 

Der  Punkt  und  die  Gerade,  welche  sich  entsprechen,  heissen 
in  diesem  Fall  Pol  bez.  Polare. 

Eine  Dualität,  bei  der  ein  Dreieck  existirt,  dessen  Ecken, 
als  Punkte  eines  der  beiden  ebenen  Systeme  betrachtet,  in  dem 
anderen  System  die  gegeniJiherliegenden  Seiten  entsprechen  (Polar- 
dreieck, zu  sich  selbst  reciprokes,  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck),  ist 
eine  Polarität, 

In  jeder  Polarität  gibt  es  unendlich  viele  Polardreiecke. 

Eine  Polarität  wird  dadurch  bestimmt,  dass  man  ein  Polar- 
dreieck  feststeUt,  also  ein  solches,  welches  die  vorstehend  angegebene 
Eigensdia ft  besitzt,  und  die  Polare  eines  Punktes  angibt,  der 
nicht  auf  einer  Sdte  dieses  Dreiecks  liegt. 

In  einer  Polarität  heissen  zwei  Punkte  reciprok,  wenn  der 
eine  auf  der  Polaren  des  anderen  liegt. 

Eine  ähnliche  Definition  gilt  für  zwei  reciproke  Gerade. 

Wenn  die  Polare  eines  Punkts  durch  den  Punkt  selbst 
geht,  so  heisst  der  Punkt  Doppelpunkt  und  seine  Polare  Doppel- 
gerade der  Polarität.  t 

Analytisch  wird  die  Polarität  durch  ahnlicfie  BelcUionen  de- 
finirt,  wie  die  Dualität,  wobei  jedodi 

a  ==  b,  a  =  c^  b  =s  c  ist. 

Benutzt  man  homogene  Coordinaten  für  die  Punkte  und  die 
Geraden  der  Ebene,  so  lauten  die  Gleichungen  der  Dualität: 

Ui  =  ^a.-^a;^,  (i,  Ä  =  1,  2,  3); 

k 

die  Gleichufigen  der  Polarität  sind  dieselben,  nur  ist  o,-^  =  Oj^. 
Die  Doppelpunkte  sind  durch  die  Eelatum* gegeben: 

und  liegen  daher  auf  einem  KegelscJinitt  (siehe  Kap.  3). 

Pafecal,  Rapertorium.  IL  3 
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Wenn    das   Fundamentäldreieck    der    Coordinaten    eu    sielt 
sdhst  reciprok  ist,  hat  dieser  Äusdruch  den  Typus 


0. 


Wir  halten  es  nicht  für  nöthig,  die  Geometrie  der  beiden 
anderen  Grundgebilde  2**'  Stufe,  des  Strahlen-  und  Ebenen- 
bündels  eingehend  zu  besprechen  und  bemerken  nur,  dass  sich 
die  Eigenschaften  des  Bündels  aus  denen  des  ebenen  Systems 
ableiten  lassen,  wenn  man  sich  das  letztere  yon  einem  ausser- 
halb desselben  liegenden  Punkt  projicirt  denkt.  Die  Definitionen 
von  homographischen  oder  prqjectiven,  corrduUven  oder  reciproken 
etc.  Biifideln  und  die  Grundeigenschaften  dieser  Beziehungen  sind 
analog,  wie  bei  den  ebenen  Systemen. 


§  4.    Die    Geometrie    4er   Gnindgebilde   3^'  Stufe.     Das 
räumliche  Punkt-  und  Ebenensystem. 

Zwischen  den  Tetraedern,  welche  zu  Ecken  vier  von  sechs 
gegebenen  Punkten  A,  B,  C,  D,  E,  F  des  Raums  haben,  besteht 
die  Relation: 

ABEF '  CDEF  +  BCEF  •  ÄDEF  +  CÄEF  •  BDEF=  0; 

für  sieben  Punkte  ist: 

ÄBCG  •  DEFG  +  ÄCDG  -  BEFG  +  ABBG  •  CEFG  = 

=  BCDGAEFG, 

und  für  acht  Punkte  schliesslich: 

BCDE  •  AFGH  -f  ACED  •  BFGH  +  ADEB  •  CFGH  + 
+  ABEC '  BFGH  -f  ABCD  •  EFGH  =  0 

(Monge,  Möbius). 

Bezeichnet  man  mit  ^jg  ?  ^13  ?  •  *  *  die  Abstände  zwischen  fünf 
Punkten  des  Raums,  so  ist: 


0 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

<5!i 

d\i 

«J!» 

6U 

i\s 

0 

*!» 

Äfs 

<5f4 

<5|6 

ö\. 

0 

6h 

6l< 

sk 

<5|i 

8li 

0 

i\. 

«5|5 

(J!i 

«L 

dis 

0 

0. 
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Die  letztere  Belation  hat  Lagrange,  Mim,  de  Berlin,  1773 
angegeben,  jedoch  in  anderer  Form.  Sp&ter  beschäftigte  sich 
mit  ihr:  Carnotin  einer  spedellen  Arbeit,  Sur  la  rdatUm,  qui 
existe  etc.,  Paris  1806  und  Cayley,  welcher  ihr  die  Gestalt  einer 
Determinante  gab,  Cambr,  fiujUh.  Joum.,  2. 

Diese  Beziehungen  in  Verbindung  mit  den  analogen  für 
die  Gerade  und  Ebene  wurden  auch  yon  Schering  untersucht, 
GöU.  Nachr.,  1870;  D'Ovidio,  Qiam.  di  BatL,  11;  Study, 
Zeitschr.  für  Math,  und  Physik,  27  und  neuerdings  von  De  Tilly, 
Jfern.  de -Be/^.,  1893  und  Mansion,  iSbctf^^^cien^.  deBmxelles,  1895. 


Wir  wollen  annehmen,  es  seien  im  Baum  drei  Gerade 
i^Coordinatencixen)  festgesetzt,  die  sich  in  einem  Punkt  0  (dem 
Coordinatencmfang)  tre£Fen.  Die  drei  Geraden  bestimmen  drei 
Ebenen  {Coordinatenebenen)  und  durch  jeden  Punkt  P  des  Baums 
gehen  drei  andere  den  drei  ersten  bez.  parallele  Ebenen. 

Die  Schnitte  dieser  letzteren  mit  den  Coordinatenaxen  er- 
geben drei  Punkte  auf  den  Axen,  die  man  als  Projectionen  des 
gegebenen  Punkts  des  Baums  ansehen  kann;  jedem  Punkt  des 
Raums  entsprechen  so  drei  Projectionspunkte,  je  einer  auf  jeder 
der  drei  gegebenen  Geraden;  wenn  man  daher  in  jeder  dieser 
Geraden  ein  Coordinatensystem  zur  Bestimmung  der  Punkte  dieser 
ireraden  festsetzt,  so  kann  man  die  drei  Coordinaten  der  drei 
Projectionen  von  P  als  Coordinaten  von  P  annahmen.  Man  erhält 
so  das  Coordinatensystem,  welches  man  das  Cariesische  zu  nennen 
pflegt. 

Am  häufigsten  kommt  es  vor,  dass  die  Coordinaten  auf  den 
drei  geraden  Punktreihen  Cartesische  Coordinaten  sind,  die  den 
gemeinschaftlichen  Anfangspunkt  0  haben  und  durch  dieselbe 
Masseinheit  gemessen  werden. 

Stehen  die  drei  Axen  zu  je  zweien  senkrecht  aufeinander, 
so  heisst  das  Coordinatensystem  rechtwinklig  oder  orthogonal. 


Wir  woUen  femer  annehmen,  es  sei  ein  Punkt  0  (der  Pot) 
gegeben,  eine  durch  ihn  gehende  Gerade  (die  Pölaxe)  und  eine 
durch  diese  gelegte  Ebene  (die  Polebene). 

Jeder  Punkt  P  des  Baums  kann  bestimmt  werden,  wenn 
sein  Abstand  q  von  0,  der  Winkel  ö,  den  die  Gerade  OP  mit 
der  Polaxe  macht,  und  der  Winkel  ip  bekannt  ist,  der  den 
Flächenwinkel  misst,  welcher  von  der  Polebene  und  der  durch 
P  imd  die  Polaxe  gelegten  Ebene  eingeschlossen  wird. 
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Die  drei  ZaMen  ^,  0,  9  kann  man  zu  Coordinaten  Ton  P 
nehmen;  man  erhält  80  das  Folarcoardinatensystem.  Man  kann 
festsetzen,  dass  ^  eine  immer  positive  Grösse  sein,  0  immer 
zwischen  0  und  7t,  9  dagegen   zwischen   0  und  27r  liegen    soll 


Gibt  man  nun  weiter  den  drei  Coordinaten  eines  Punkt* 
des  Baums  die  Form 

»Ti  _   »r j         iTj 

»*'4  •*'4  •*'4 

SO  heissen  die  Grössen  x^,  x^,  a"j,  x^  homogene  CoordincUen. 

Von  Systemen  solcher  Coordinaten  ist  besonders  das  der 
Tetraeder  coordinaten  bemerkenswerth ,  welches  auch  den  tarnen 
der  quadriplanaren  (Vierebenenr)  oder  tetrametrischen  Coordinaten 
führt. 

Nehmen  wir  vier  Ebenen  des  Baums,  welche  ein  {Funda- 
mental-) Tetraeder  bilden.  Es  seien  p^  q,  r,  s  die  Abstände 
eines  Punktes  P  von  den  vier  Ebenen,  a,  6,  c,  d  vier  Constante 
und  x^,  .Tg,  x^,  x^  mögen  proportional  zu 

tt'    I'    7'    d     gesetzt  werden. 

Die  vier  Ecken  des  Tetraeders  heissen  die  Fundamentat- 
punkte^  die  vier  Ebenen  die  Fundamentalebenen.  Der  Punkt  U, 
dessen  Coordinaten  sämmtlich  gleich  sind,  der  Punkt  also,  dessen 
Abstände  von  den  vier  Seitenflächen  proportional  zu  a,  h,  c,  d 
sind,  heisst  der  EinJteiispunJct 

Aehnlich,  wie  in  §  3,  erkennt  man,  dass  die  Verhältnisse 
zweier  helicbiger  dieser  homogenen  Coordinaten  den  Doppelverhäli' 
nissen  der  vieii'  Ebenen  eines  Büschels  gleich  sind,  welches  eine 
der  Kanten  des  Tetraeders  zur  Axe  hat,  und  dessen  vier  Ebenen 
die  folgenden  sind:  die  zwei  SeitenfläcJien  des  Tetraeders,  wddie 
durch  diese  Kante  gehen ^  sowie  die  durcJi  U  und  die  durch  P 
gehende  Ebene. 

Die  so  definirten  Coordinaten  sind  daher  projective. 

Wenn  eine  der  Ebenen  des  Tetraeders  die  unendlidi  ferne 
Ebene  ist,  so  reduoirt  sich  das  Tetraedercoordinatensystan  auf 
ein  Cartesisches,  wie  «w  §  3. 

Wie  bei  der  Ebene,  so  tritt  ims  auch  hier  zuerst  das 
Problem  der  Coordinatentransformatiofi  entgegen,  d.  h.  die  Er- 
mittelung der  Formeln,  mittelst  welcher  sich  die  Coordinaten 
eines  gev  s  dtirch  die  eines  anderen  ausdrücken  lassen. 


I 


§  4.    Transformation  der  Coordinaten  im  Raum.  3T 

Sind   die   beiden   Systeme  Cartesische,  so   bestehen  die  Be- 

iationen: 

_  X  coa  {Xx)  +  r  cos  {Yx')  +  Z  coa  {Zx)    ,  , 

^  coa  {xx)  '  ! 

^  ^  X  coa  (XyQ  +  r  coa  (Yy )  +  Z  coa  (Zy )    ,    ^ 
^  coa  (yy')  "^       ' 

_  X  coa  (X/)  +  Y  coa  (r/)  -f  Z  coa  (ZQ    , 
^  ~  coa  {zk')  "+■  ^' 

worin  (x,y,z)^  (X,  Y,  Z)  d»6  Coordinaten  desselben  Punkts  in 
dem  einen  and  in  dem  anderen  System  bedeuten,  (a^b,  c)  die 
Coordinaten  des  Anfangspunkts  des  gtveiten  Systems  in  Bezug 
auf  das  erste  bezeichnen  ^  af,  y,  /  die  Bichiungen  der  Lothe  auf 
die  Ebenen  yz,  zx,  xy  und 

cos  {xx)^  •  •  •,  cos  (Xic'),  •  •  • 

die  Cosinus  der  von  den  Geraden  x,  x\  -"  bez.  X,  x,--  ge- 
bildeten Winkel  sind. 

Für  rechtwinklige  Systeme  werden  die  Formeln  einfacher: 

x=  a  -{-  Xao^  (Xx)  +  Y cos  {Yx)  +  Z  cos  {Zx), 
y=b  +  Xcos  (Xy)  +  Y cos  (Yy)  +  Z cos  (Zy), 
j?  =  c  +  X  cos  (Xz)  +  Y  cos  (Yz)  +  Z  cos  (Zz). 

In  diesem  FdU  gibt  es  zwischen  den  neun  Cosinus  cos  (Xx),  •  •  • 
verschiedene  Bezietvungen,  nänüich: 

(1)  cos*  (Xx)  +  cos*  (Xy)  +  cos*  (Xz)  =  1 , 

(2)  cos*  (Xx)  +  cos*  (Yx)  +  cos*  (Zx)  =  1, 

(3)  cos  (  Yx)  cos  (Zx)  +  cos  (  Yy)  cos  (Zy) + cos  (  Yz)  cos  (Zz)  =  0 , 

(4)  cos  (Xy)  cos  (Xz)  +  cos  (  Yy)  cos  (  Yz) + cos  (Zy)  cos  (Zz)  =  0 , 

Mfid  je  zwei  u  eitere,  die  man  durch  Vertauschung  von  X  mit  Y 
bez,  Z  aus  der  ersten,  von  x  mit  y  bez.  z  aus  der  zweiten  und 
durch  cyclische  Vertauschung  von  X,  Y,  Z  aus  der  dritten  und 
von  X,  y,  z  aus  der  vierten  Gleichung  erhält. 

Im  Ganzen  sind  es  also  12  Relationen,  von  denen  jedoch, 
nur  6  unabhängig  voneinander  sind. 

Die  Formeln,  mittelst  welcher  die  Polarcoordinaten  durch 
orthogonale  Cartesische  imd  umgekehrt  ausgedrückt  werden,  lauten, 
wenn  man  annimmt,  der  Anfangspunkt  der  orthogonalen  Carte - 
sischen  Coordinaten  falle  mit  dem  Pol  des  Polarcoordinaten - 
Systems,  die  Polaxe  mit  der  j^-Axe  und  die  Polebene  mit  der 
jrz-£bene  zusammen: 
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a:  =  9  sin  0  cos  9,  ^  «=  ^x^  +  y*  +  ^7 

f/  =  ^  sin  0  sin  9,     cos  B  = 


z 


Va-*  +  y*+r* 


j?  =  ^  cos  0, 


tg9  = 


Bei  dem  Cartesischen  Coordinatensystem  liegen  drei  Punicie 

mit  den  Coordinaten  {xx^Vi^z^^  (^27^85^2)1  (^87^81^3)  ♦♦*  ^*»^ 
Geraden,  tvenn 


a-t  -  a-i  ^  yi  —  y«  ^  ?lJZ_?I 


yi  —  ys      ^1  —  ^» 

is^    oder,    was   derselbe  bedeutet,   tvenn  die  Determinanten   der 
Matrix 


X, 


Vi 
Vi 


'2 


1 
1 
1 


.1   ^8       ys       ^8 

verschwinden.     Dabei  reicht  es  atis,  wenn  nur  zwei  dieser  Deter- 
minanten Null  werden. 

Der  Abstand  eines  Punktes  (x^y^z)  vom  Cowdinatenanfang 
ist  durch  die  Formel 

Q^  =  x^  -^^  y^  -{-  z^  -{-  2xy  cos  {xy)  -\-  2yz  cos  (yz)  -\'2zx  cos  (zx) 

gegeben, 

Ztvischen  den  Cosinus  der  Winkeil,  welche  eine  Gerade  r  mit 
den  drei  Coordinatenaxeti  bildet,  besteht  die  Belation: 

1  cos(rx)  cos  (ry)  cos  (r  je)    ' 

cos(a;r)  1  cos(a;y)  cos(xz) 

cos  (yr)  cos  (yx)  1  cos  (yz) 

cos  (zr)  cos(zx)  cos  (zy)  1         ! 

Für  reclitwinklige  Äxen  ist  einfach 

cos*  (rx)  +  cos*  (ry)  +  <^^s*  (rz)  =  1. 

Der  Winkel,  den  zwei  Gerade  r,  r'  miteinander  biUlcfi,  ist 
bei  rechtwinkligen  Axen  durch  die  Formeln 

cos  (r/)  =  cos  (xr)  cos  {xr)  +  cos  (t/r)  cos(y/)  +  cos(rr)cos(£'r'), 

cos  {xr)    cos  {jyr)    cos  {zr)   !  ^ 
cos  {xr)  cos  {yr)  cos  {zr)  , 

gegeben. 


=  0 


sin'  {rr) 


§  i.    Die  Ebene  im  Raum. 
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bestimmt. 


Der  Flädieninhalt  A  des  Breiecks,  dessen  Ecken  die  Funkte 
mit  den  Coardinaten  (x^,  y^,  z^,  {x^,  y^,  z^),  (x^,  y^,  z^)  sind^  ivird 
(in  rechtwinkligen  Coardinaten)  dutch 

Das  Volumen  Y  des  durch  die  mer  Punkte  x^^y^,z^  etc. 
bestimmten  Tetraeders  ist  seinem  absoluten  Werth  nach  in  be- 
liebigen Cartesischen  Coardinaten 

^2  Pi  ^2  ^  \ 

^8  3^3  ^8    1    I 

^4  y*  ^4  1  ! 

Für  rechtwinklige  Äxen  wird  die  erste  Determinante  gleicit  1. 
Die  Cartesischen  Coardinaten  x^y,  z  des  Punkts  einer  Ebene 
genügen  einer  Gleichung  i**^  Grads  vom  Typus: 

ax  -{-  by  -{-  cz  -{-  d  =  0  {Gleichung  der  Ebene)- 

und  jede  so  beschaffene  Gleichung  steUt  eine  Ebene  dar. 

Die  no&iwendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  vier 
Punkte  in  einer  Ebene  liegen,  ist: 

X    y    z    1 

^1  Vi  h  1 
x^  y^  z^  1 

^  ^8  ^8   1 


i        1  cos  (xy) 

F  =  ~  !  co3{yx)  1 

;  cos{zx)     COS  (zy) 


cos  (xz) 

cos  (yz) 

1 


=  0, 


irorin  die  drei  ersten  Elemente  jedei'  Zeüe  die  Cartesischen  Co- 
ordinaten  eines  der  vier  Punkte  sind. 

Die  Ebene,  welche  durch  die  drei  Punkte  mit  den  Coardi- 
naten 

{^l>yi>h)^   (^2'3^2>^2)»    (^S'^S'^s) 

geht,  wird  durch  dieselbe  Gleichung  dargestellt  Darin  sind  als- 
dann (xy  z)  die  Coarditiaten  eines  unbestimmten  Punkts  der  Ehctx" 
(die  laufenden  Coardinaten), 

X    ,    y    .    z 

T      ~i — :  "^  1  *^^  ^^^^  Gleichung  dei'  Ebene,  welche  auf 

ihn  Äxen ^  vom  Anfangspunkt  aus  gemessen,  die  Strecken  p^q^r 
al  sc^meidft. 
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Zwei  Ebenen 
ax  +  fty  +  er  +  rf  =s  0,     ax  +  5'y  +  ^'^  +  ^  =  ^ 

sind  dann  und  nur  dann  paräUel,  wenn 

a  b  _^  c      . 

a'~V~  €'     ^^' 

Eine  Gerade  im  Baum  wird  durch  ewei  Gleichungen  dar- 
gestellt,  welche  die  Gleichungen  zweier  durch  sie  gehender 
Ebenen  sind. 

Brei  Ebenen  gehören  einem  Büschel  an,  d,  h,  sie  haben  eine 
Gerade  gemeinschaftlich,  wenn  die  Determinanten  3^^  Ordnung 
der  Matrix 


1  ■ 

a 

h 

c 

d 

a 

b' 

c 

it 

;'a" 

b" 

c" 

d" 

verschwinden;  dabei  reicht  es  hin,  wenn  nur  ewei  Determinanten 
NuU  werden. 

Vier  Ebenen  gehen  durcJi  einen  JPunkt^  wenn  die  Determi- 
nante 4*®'  Ordnung  der  16  Coefficicnten  der  Gleichungen  der  vier 
Ebenen  verschwindet. 

Bezeichnet  man  mit  cc,  ß,  y  die  Winkel,  welcfie  das  Lotk 
auf  die  Ebene  mit  den  Äxen  büdet,  und  mit  q  den  Abstand 
des  Coordinatenanfangs  von  der  Ebene,  so  lässt  sich  die  Gleichung 
der  Ebene  schreiben: 

x  cos  a  -f-  y  cos  /3-f-^cosy  —  ^  =  0  (die  Normalform). 

Bei  rechtwinkligen  Axen  reducirt  sich  die  allgemeine  Gleichufig 
der  Ebene  auf  die  Normalform,  winn  man  sie  mit 

1  

multiplicirt,  wobei  dem  Badicäl  das  Vorzeichen  gegeben  werden 
muss,  welches  dem  Vorzeichen  des  konstanten  Tertns  der  Gleichung 
entgegengesetzt  ist 

Den  Abstand  eines  Punkts  X,  Y^  Z  von  einer  Ebene  erhält 
man,  wenn  in  der  negativ  genommenen  linken  Seite  der  Normal' 
gleichung  der  Ebetie  an  die  Stelle  der  laufenden  Coordinattn 
diejenigen  des  Punkts  gesetzt  werden. 

Der  Winkel  a  ztceier  Ebenen  ist  für  rechtwinklige  Axen 
durch 
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aa'  +  66'  +  cc' 
yä«  +  6«  +  c«  -^a*  +  6'«  +  c« 


a 

b 

c 

0 

a 

h' 

c' 

«"*«  =*  (a«  +  6«  +'c«)  (a'»  +  &'»  +  c")     ^'^'^'^ 

Die  Bedingung  dafür,  da$s  zwei  Ebenen  lothrccht  aufeinander 
stehen,  ist  für  rechtwinklige  Äxen: 

aa'  +  66'  +  cc'  =  0. 

Gibt  man  der  Gleichung  der  Ebene  die  Form 

tta?  -)-  t?y  -)-«;£?  -f-  1  =0, 

so  können  die  Coefficienten  ti,  r,  w  als  Coordinaten  der  Ebene  be- 
trachtet werden. 

Es  lassen  sich  nun  ähnliche  Betrachtungen  anstellen,  wie 
über  die  Coordinaten  von  Geraden  in  der  Ebene;  doch  wollen 
wir  uns  dabei  nicht  aufhalten. 


Zwei  Räume  (von  drei  Dimensionen)  sind  homographisch 
oder  cöUinear  oder  projediv^  wenn  sie  sich  so  entsprechen,  dass 
jedem  (reellen)  Punkt  P  und  jeder  (reellen)  Ebene  p  des  einen 
Raums  ein  Punkt  P'  und  eine  Ebene  p'  des  anderen  zugeordnet 
ist,  und  dabei,  wenn  P  in  ^  liegt,  auch  der  entsprechende 
Punkt  P'  der  entsprechenden  Ebene  p'  angehört;  oder  mit 
anderen  Worten:  wenn  sich  in  dem  ersten  Raum  ein  Punkt 
in  einer  Ebene  bewegt,  so  verschiebt  sich  auch  der  entsprechende 
Punkt  in  dem  zweiten  Raum  in  der  Ebene,  welche  der  ersten 
Ebene  entspricht. 

Die  analytischen  Definitionen  (welche  die  vorstehende  ent- 
halten und  auch  den  Fall  imaginärer  Elemente  imifassen)  für 
zwei  homographische  Räume  sind  die  folgenden:  Versteht  man 
unter  x^y^z  und  x\  y\  /  die  Coordinaten  der  sich  in  den  beiden 
Räumen  entsprechenden  Punkte,  so  heissen  diese  Räume  h omo- 
graphisch^ wenn  die  Beziehungen  bestehen: 

/  ax  -{-  by  -\-  cz  -{-  d 

^  —  a"'x  +  6'"y  -f.  c"T+dr' ' 


y  = 


ax  +  b*y  +  e'z  +  d' 


a"x  -f  ö'"y  +  c"z  4-  d" 
a"x  +  b"y  -1-  c''z  -f  d" 


ax-^by-^-cz-Yd     ' 
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worin  die  Determinante  (a  h'  c'  (T")  von  Null  yerschieden  ist ; 
oder  auch:  wenn  zwischen  den  Coordinaten  t*,  v,  «?;  «',  v',  w  der 
zwei  sich  in  den  beiden  Bäumen  entsprechenden  Ebenen  den  vor- 
stehenden ähnliche  linear  gebrochene  Relationen  bestehen. 

"Es  gibt  im  Allgemeinen  mer  Doppdpunkte  und  -Ebenen  (d.  h. 
Punkte  und  Ebenen,  die  sich  selbst  entsprechen). 

Die  Homographie  etvischen  zwei  Bäumen  ist  bestimmt,  wenn 
festgekeilt  ist,  dass  die  vier  Ecken  (oder  die  vier  Seitenflächen) 
eines  Tetraeders  in  dem  einen  den  Ecken  (oder  Seitenflächen) 
eines  Tetraeders  in  dem  anderen  Raum  zugeordnet  sind,  und  cUisg 
femer  eine  Ebene  des  ersten  BaumSy  welche  nicht  durch  einen  der 
vier  Funkte  geht  (oder  ein  Funkt,  welcher  nicht  in  einer  der  vier 
Seitenflädten  liegt)  einer  Ebene  des  zweiten  Baums  zugeordnet  ist, 
welche  nicht  durch  einen  der  vier  entsprechenden  Putücte  geht  (oder 
einem  Punkt,  welcher  nicht  in  einer  der  vier  entsprechenden  Seiten- 
flächen  liegt). 

Wenn  die  unendlich  fernen  Ebenen  zweier  Bäume  sich  ent- 
sprechen, so  wird  die  Homographie  zur  Affinität 

Die  Affinität  zweier  Bäume  toird  bestimmt,  indem  man  fest- 
stellt, dass  vier  Seitenflächen  (oder  Ecken)  eines  Tetraeders  in 
dem  einen  vier  Seitenfläc^ien  (oder  Ecken)  eines  Tetraeders  in  dem 
anderen  Baum  entsprechen. 

In  zwei  affinen  Bäumen  sind  zwei  sich  entsprechende  Punkt- 
reihen  ähnlich  und  zwei  sich  entsprechetide  Ebenen  affin. 

In  zwei  affinen  Bäumen  haben  die  Abstände  zwüer  sich 
entsprechender  Punkte  von  zwei  festen  Ebenen  ein  constantes  Vir- 
IiMtniss, 

Die  Volumina  zweier  sich  entsprechender  Körper  in  zwei 
affinen  Bäumen  stellen  in  constuntem   Verhältniss, 

Ein  specieller  Fall  der  Affinität  ist  die  AehnUchkeit,  Zwei 
Bäume  heissen  ähnlich^  wenn  die  sieh  entsprechenden  Winkel 
gleich  sind. 

In  zwei  ähnlichen  Bäumen  sind  zwei  sich  entsprechende  ebene 
Systeme  ebenfalls  ähnlich  (vergl.  §  3). 

Zwei  homographische  Bäume,  welche  ein  Bündel  von 
Doppelelementen  oder  auch  ein  ebenes  System  von  Doppel- 
elementen enthalten  (das  Eine  ist  die  Folge  des  Anderen)  heissen 
homolog'^  der  Mittelpunkt  des  Bündels  heisst  das  Centrum  der 
Homologie  imd  die  Ebene  die  Homologieebene,  Wenn  die  Corre- 
spondenz  zwischen  den  beiden  Bäumen  involutorisch  ist,  so  er- 
hält man,  wie  gewöhnlich,  die  involutorische  oder  harmonische 
Homologie. 
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Zicei  homologe  Bäume  werden  durcJi  dc^  Centrwm,  die  Ebene 
der  Homologie  und  die  Zuordnung  zweier  Funkte  definiii,  die 
mit  dem  Centrum  der  Homologie  nothwendiger  Weise  in  einer 
Geraden  liegen  müssen,  und  von  denen  keiner  mit  diesem  Cenirum 
zusammenfällt 

Liegt  das  Gentrum  unendlich  fem,  so  ergibt  sich  die  affine 
Homologie^  liegt  dagegen  die  Homologieebene  im  Unendlichen, 
so  erhält  man  die  Homothetie, 

Die  Homothetie  ist  ein  specieller  FaU  der  Ät^nlichkeit. 
Daher: 

Im  FaiU  der  Homothetie  ist  das  VerhäUniss  zweier  sich  ent- 
sprechender geradliniger  Strecken  constant. 

Zwei  ähnliche  Bäume  können  immer  in  homothetische  Lage 
gebracht  werden. 

Bemerkenswert  ist  auch  die  axiale  Homographie^  welche  alle 
Punkte  zweier  windschiefen  Geraden  (die  dann  auch  Enyeloppen 
von  Doppelebenen  sind)  zu  Doppelpunkten  hat. 

Bei  der  axialen  Homographie  liegen  zwei  sich  entsprechende 
Funkte  immer  auf  einer  Geraden,  welche  die  beiden  Geraden  der 
Doppelpunkte  in  zwei  Funkten  schneidet,  die  mit  den  ersteren  in 
constantem  anharmonischem  Verhäliniss  stehen. 

Eine  solche  Homographie  wird  invölutorisch,  wenn  dieses 
Quadrupel  von  Funkten  harmonisch  ist. 

Jede  invökUorische  räumliche  Homographie  kann  entweder' 
eine  involutorische  Homologie  oder  eine  invdutorische  axiale  Homo- 
graphie sein. 

Ein  allgemeinerer  Fall  der  involutorischen  Homographie  ist 
auch  hier  die  cydische  Homographie  von  der  n**^  Ordnung,  für 
welche  die  analoge  Definition,  wie  in  den  vorigen  Para- 
graphen, gilt. 

Zwischen  den  Punkten  imd  Ebenen  eines  Baums  und  den 
Ebenen  und  Punkten  eines  anderen  kann  man  sich  eine  ein-ein- 
deutige  Zuordnung  denken,  welche  derjenigen  ähnlich  ist,  Ton 
der  in  §  3  die  Bede  war;  sie  heisst  Dualität  oder  Correlativität 
oder  Beciprocität. 

In  homogenen  Coordinaten  von  Funkten  und  Ebenen  lauten 
die  Gleichungen  der  räumlichen  Dualität 

uf  =  ^a,.^  x^,  (i,  Ä  =  1,  2,  3,  4). 

Die  Dualität  ist  in  zwei  Fällen  invölutorisch:  wenn  a^j^^^a^^ 
und  wenn  a..^  =  —  a^^  ist,  woraus  a^  =  0  folgt.    In  dem  ersten 
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Fall  heisst  sie  getcöhnliche  PolarUäty  in  dem  zweiten  NüUpolaritat 
oder  NuUsystem, 

Bei  der  gewöhnlichen  Polarität  ist  der  Ort  der  Punkte,  die 
auf  den  ihnen  entsprechenden  Ebenen  liegen,  eine  Fläche  gtceit<r 
Ordnung;  vergl.  Kap.  4. 

Bei  dem  NuUsystem  liegt  jeder  Punkt  in  der  ihm  entsprechen' 
den  Ebene,  geht  jede  Ebene  durch  ihren  eigenen  Pol  und  ist  die 
Gesammtkeit  der  Bqppelgeraden  ein  linearer  Complex,  vergl. 
Kap.  14,  §^. 

Mit  den  Nullpolaritäten  oder  NuUsystemen  haben  sich  zu< 
erst  Giorgini,  Mem.  della  Soc,  it.  delle  scienee^  20,  1827,  später 
Möbius,  Chasles,  v.  Staudt,  etc.  beschäftigt,  vergl.  Kap.  10,  §  2. 


Wir  wollen  nun  die  sogenannten  Äntiprojectivitäten  Segre's 
kurz  besprechen. 

Es  seien  ar,.  die  homogenen  Coordinaten  der  (reellen  oder 
complexen)  Punkte  eines  Raums  (von  2  oder  3  Dimensionen) 
und  ähnlich  u.  die  homogenen  Coordinaten  des  dem  Punkt  in 
diesem  Baum  dualen  Elementes  (d.  h.  der  Geraden  oder  der 
Ebene,  je  nachdem  der  Raum  2  oder  3  Dimensionen  hat).  Wir 
bezeichnen   die  zu  a?,-,  w,-  conjugirt  complexen  Grössen  mit  ^,-,  ö,-. 

Wir  ersetzen  dann  die  gewöhnlichen  Relationen  der  Homo- 
graphie  und  der  Dualität  durch  die  folgenden: 

k 

W|  =  ^a^j^  \, 

k 

Durch  diese  Formeln  werden  zwei  ein-eindeutige  Zuordnungen 
zwischen  den  Elementen  rr,  x  oder  x,  u  zweier  Bäume  festgestellt. 
Bei  der  ersten  entsprechen  Punkten  einer  Geraden  oder  einer  Ebene, 
wie  bei  der  Homographie,  wieder  Punkte  einer  Geraden  oder  einer 
Ebene;  bei  der  ztveiten  ent^rechen  Punkten  einer  Geraden  oder 
Ebene,  wie  bei  der  Dualität,  Gerade  oder  Ebenen  eines  Büschels 
oder  auch  Ebenen  eines  Bündels. 

Diese  Zuordnungen  heissen  Änticollineation  (oder  Äntipro^ 
jectivität)  bez.  Antidualität. 

Für  sie  bleibt  die  Eigcfisdiaft  bestehen,  dass  harmonischen 
Elementen  harmonische  Elemente  etüsprechen. 

.    Sind  diese  Correspondenzen  involutorisch,  so  erhält  man  die 
Äntiinvolutionen  und  Antipolaritäten. 
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Die  Betrachtung  der  Doppelelemente  einer  Antipolaritftt 
führt  zu  den  sogenannten  Hyperkegelschnitten  und  Hyperquadri" 
flächen^  welche  durch  eine  Gleichung  vom  Typus 

dargestellt  werden,  worin  a,.^  ==  a^,-  ist. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  eines  Hyperkegelschnitts 
oder  einer  Hyperquadrifläche  führt  zur  Betrachtung  von  Formen: 

wobei  a^j^  =  äj^.  ist;  eine  derartige  Form  heisst,  welches  auch 
immer  die  Zahl  der  Yariabelen  sei,  eine  Hermite'sche  Fomi; 
Hermite,  Grelle,  47,  52,  53.  Siehe  auch  Bepert.  I,  Kap.  12, 
§§  15,  22. 

Ueber  diese  Zuordnungen  vergl.  die  vier  Artikel  von  Segre, 
Un  nuovo  campo  di  ricerche  geometriche,  Atti  di  Torino,  1890 
imd  Math,  Ann,  ^0.  Siehe  auch  C.  Juel,  TJeher  einige  Grund- 
ffehüde  der  prqjediven  Geometrie,  Acta  math.,  14,  p.  1 — 30. 


Die  älteste  analytische  Geometrie  ist  wohl  die  im  Jahr  1637 
in  erster  Auflage  erschienene  Geometrie  von  Descartes  gewesen, 
deren  spätere  Ausgabe  mit  Anmerkimgen  von  De  Beaune  und 
Schooten  versehen  ist.     Siehe  das  Namenregister. 

In  diesem  Buch  wird  zum  ersten  Mal  in  wissenschaftlicher 
Art  der  Begriff  der  Coordinaten  in  der  Ebene  eingeführt,  während 
der  Begriff  der  Goordinaten  in  der  geraden  Punktreihe  wohl  von 
Vieta,  1540 — 1603  (siehe  das  Namenregister)  herrührt.  Die 
barycentrischen  Goordinaten  sind  von  Möbius,  der  harycentrische 
Ccdcüly  Leipzig  1827,  die  projectiven  von  Staudt,  Beiträge  zur 
Geometrie  der  Lage,  2  Hfte.,  Nürnberg  1856,  1857  und  von 
Fiedler,  I>ie  darstellende  Geometrie  in  organiseher  Verbindung 
mit  der  Geometrie  der  Lage,  3.  Aufl.,  3  Thle.,  Leipzig  1883, 
85, 88  eingeführt  worden;  die  homogenen  haben  Möbius,  Plücker 
und  Hesse  eingehend  studirt. 

Der  Begriff  des  Doppelverhältnisses  findet  sich  bei  Möbius, 
der  ihn  Dqppclschnittverhältniss  nannte,  und  bei  Ghasles,  der 
ihm  den  Namen  anharmoni^dies  Verhälfniss  gab.  Andere  Unter- 
suchungen sind  von  Steiner  und  namentlich  von  Staudt,  der 
den  Begriff  unabhängig  von  dem  Begriff  der  Länge  definirte. 

Das  Princip  der  Homologie  hat  Poncelet,  Propridtes  pro- 
jedives  des  figures,  Paris  1822  angewendet,  das  der  Homographie 
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Möbius,  Steiner  und  Chasles  und  das  Princip  der  Dualität 
verdankt  man  speciell  Gergonne,  Ann.  des  math.j  1827,  Chasles 
und  Plücker. 

Die  Involution  von  Punkten  wurde,  abgesehen  von  den  alten 
Griechen,  unter  den  Neueren  zuerst  von  Desargues(1593 — 1662) 
studirt,  von  welchem  auch  der  Name  herrührt. 

Die  projective  Geometrw,  d.  h.  diejenige,  welche  die  pro- 
jectiven  Eigenschaften  der  Figuren  behandelt,  hat  sich  etwa  in 
der  ersten  Hälfte  dieses  Jahrhunderts  zur  Wissenschaft  aus- 
gebildet. Die  ersten  wichtigen  Werke  sind  von  Poncelet, 
Traite  des propr.  project  des  figure^,  Metz  et  Paris,  1822;  Steiner, 
System,  Eniivickl,  etc.,  Berlin  1832;  auch  in  Ostwald's  Klassikern, 
Nr.  82,  83,  vergl.  Namenregister;  Staudt,  Geometrie  der  Lage, 
Nürnberg,  1847;  Chasles,  Traite  de  Geom.  super, ^  Bruxelles  1852, 
Traitd  de  Sect.  coniqu^,  Paris  1865.  Von  den  Neueren  citiren  wir 
Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie,  Leipzig  1876, 
1891;  Cremona,  Elementi  di  Geometria  projettiva,  Torino  1878 
(deutsch  von  Trautvetter),  von  welchen  üebersetzungen  in  verschie- 
denen Sprachen  existiren;  ßeye,  Geometrie  der  Lage,  2  Bde., 
Hannover  1877 — 1880;Pasch,  Vorlesungen  über  neuere  Geometrie, 
Leipzig  1882;  Weyr,  Die  Elemente  der  projectivisdien  Geometrie, 
2  Hfte.,  Wien  1883,  1887;  die  neuesten  sind  Sannia,  Napoli, 
1891,  1894  und  Enriques,  Bologna,  1898. 

Zu  diesen  Werken  könnte  man  die  Bücher  über  darstellende 
Geometrie  hinzufügen,  die  auch  die  projective  Geometrie  behan- 
deln, wie  z.  B.  die  berühmten  Werke  von  Fiedler,  DarsteU. 
Geom.j  Leipzig  1883 — 1888  und  Wiener,  Lehrbuch  der  dar  st 
Geom.^  2  Bde.,  Leipzig  1884,  1887.  Man  beachte,  dass  die  pro- 
jective Geometrie  von  den  verschiedenen  Autoren  verschiedene 
Namen  erhalten  hat;  Chasles  nannte  sie  ne^ie  oder  höhere  Geo- 
metrie, Carnot,  Cayley,  v.  Staudt,  Gergonne  amd  Andere 
Geometrie  der  Lage,  Cremona,  Klein  etc.  projective  Geometrie. 

Nahe  verwandt  mit  der  projectiven  Geometrie  ist  die  so- 
genannte darstellende,  deren  Zweck  es  ist,  räumliche  Figuren 
durch  Centralprojectionen  oder  rechtwinklige  Parallelprojectionen 
auf  einer  Ebene  darzustellen  und  die  Eigenschaften  dieser  Ab- 
bildungen zu  untersuchen. 

Man  verdankt  Monge,  Ge'om,  descr.^  Paris  1795  auch  in 
Ostwald's  Klassikern,  N.  117  (vergl.  Namenregister)  die  erste 
systematische  Behandhmg  der  darstellenden  Geometrie,  die 
im  Anfang  des  19*®*^  Jahrhunderts  diu-ch  Monge,  Lacroix, 
Olivier,   Hachette,    Dupin   weiter   entwickelt   wurde.      Eine 


§  4.    LiteratumachweiBe.  47 

eingehende  Geschichte  der  darstellenden  Geometrie  findet  man  in 
dem  ersten  Kapitel  des  oben  citirten  Werks  von  Wiener  und  in 
einem  neuen  Buche  von  Obenrauch,  Gesch.  der  dar  st,  undproject. 
Geom.,  Brunn  1897. 

Unter  den  Begriffen,  die  dazu  gedient  haben,  den  geo- 
metrischen Resultaten  grössere  Einheit  und  Einfachheit  sowie  all- 
gemeinere Gültigkeit  zu  geben  und  unnöthige  Classificationen  von 
Ausnahmsfällen  zu  vermeiden,  sind  besonders  die  Begriffe  der  un- 
ifidUch  fernen  und  der  imaginären  Elemente  hervorzuheben.  Der 
erste  geht  bis  auf  Desargues  zurück;  der  zweite  ist  eine  Folge 
der  Anwendung  der  Analysis  auf  die  Geometrie. 

Verschiedene  Autoren  haben  versucht,  den  letzteren  Begriff 
unabhängig  von  allen  analytischen  Begriffen  in  die  reine  Geo- 
metrie einzuführen.  Dazu  können  die  elliptischen  Involutionen 
dienen,  deren  Doppelpunkte,  wie  man  weiss,  imaginär  sind  und 
deren  Paare  von  reellen  Punkten  sich  mithin  zur  Definition  eines 
Paares  imaginärer  Punkte  benutzen  lassen.  Untersuchungen  dieser 
Art  hat  hauptsächlich  St  au  dt  angestellt;  die  modernen  Dar- 
stellimgen  der  projectiven  Geometrie  z.  B.  das  oben  citirte  Buch 
von  Sannia  entwickeln  diese  Begriffe  ins  Einzelne. 

Von  den  Werken  über  analytische  Geometrie  citiren  wir 
die  allgemein  bekannten  Bücher  von  Salmon,  die  verschiedene 
Ausgaben  und  Uebersetzungen  erlebt  haben  (siehe  Namenregister) ; 
Baltzer,  Analytische  Geometrie,  Dresden  1882;  Hesse,  Leipzig 
1866 — 76  (siehe  Namenregister)  und  D'Ovidio,  Geometria  ana- 
litica,  Torino  1896.  Vergl.  zu  dem  letzteren  die  Besprechung  im 
Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik y  Berlin  1896,  in 
welcher  die  Vorgeschichte  des  Buches  behandelt  wird,  das  aus 
zwei  verschiedenen  in  den  Jahren  1873  und  1885  erschienenen 
Büchern  zusammengeschmolzen  wurde. 

Zur  Einführung  in  die  analytische  Geometrie  ist  zu  empfehlen: 
F.  Schur,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie,  Leipzig  1898; 
Ganter  und  Budio,  Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des 
Baumes,  Leipzig  1897,  1899;  M.  Simon,  Analytische  Geometrie 
der  Ebene,  Leipzig  1897;  derselbe,  Analytische  Geometrie  des 
Baums,  Leipzig  1898. 


Kapitel  U. 
Die  Geometrie  der  unstetigen  Gebilde. 

§  1.    Allgemeines. 

Die  Gebilde,  die  wir  in  diesem  Kapitel  betrachten  werden, 
sind  Figuren,  die  ans  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  in  end- 
licher Anzahl  bestehen;  man  pflegt  sie  im  Gegensatz  zu  den  im 
vorigen  Kapitel  betrachteten  Figuren  unstetige  GehUde  zu  nennen, 
weil  man  offenbar  von  einem  ihrer  Elemente  zu  einem  anderen 
stetig  nicht  übergehen  kann,  wenn  dabei  immer  nur  in  dem 
Gebilde  enthaltene  Elemente  derselben  Art  durchlaufen  werden. 

Eine  Gruppe  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  einer 
Punktreihe  oder  einer  Ebene  oder  eines  Raums  oder  auch  eine 
Gruppe  einer  endlichen  Anzahl  von  Geraden  oder  Ebenen  eines 
Büschels  etc.  sind  unstetige  Gebilde.  Ausser  ihnen  gibt  es  noch  die 
folgenden: 

Ein  vollständiges  ebenes  n-Eck  ist  ein  System  von  n  Punk- 
ten  {Ecken)   einer  Ebene,    von   denen  keine    drei   in   derselben 

Geraden  liegen,  in  Verbindung  mit  den ~ — -  Geraden  (Seiten)^ 

welche  sie  zu  je  zweien  miteinander  verbinden. 

Der  Schnitt  zweier  Seiten,  welche  nicht  beide  durch  einen 
der  n  Punkte  gehen,  heisst  Diagonalecke. 

-n-      A       X7    r,.          -n  7       7  ^   ..  X   n(n  —  l)(n  —  2)(n — 3) 
Dw  Anzahl  diesa'  Ecken  beträgt  ~ -^  — - — -  • 

Ein  vollständiges  ebenes  n-Seit  ist  ein  System  von  n  Ge- 
raden (Seiten)  einer  Ebene,   von  denen  keine  drei  sich  in  deni- 

selben  Punkt  treffen,  in  Verbindung  mit  den  --- — -  Punkten 

(Ecken),  in  denen  sie  sich  zu  je  zweien  schneiden.  Jede  Gerade, 
welche  zwei  nicht  auf  derselben  Seite  liegende  Ecken  verbindet, 
heisst  Diagonale. 
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Die  Anzahl  dieser  Diagonalen  beträgt r~~ * 

Ein  einfaches  ebenes  n-Eck  oder  n-Seit  ist  ein  System  von  n 
in  einer  gegebenen  cjclisclien  Reihenfolge  betrachteten  Punkten 
einer  Ebene,  wenn  es  mit  dem  System  der  n  Geraden  zusammen- 
gefasst  wird,  welche  jeden  Punkt  mit  dem  folgenden  verbinden. 

Projicirt  man  das  vollständige  ebene  «-Eck  von  einem 
Punkt  ausserhalb  seiner  Ebene,  so  erhält  man  einen  voUständi- 
gen  n -kantigen  Winkel  (ein  vollständiges  n-Kant)  und  durch 
Protection  des  «-Seits  von  einem  Pimkt  ausserhalb  seiner  Ebene 
den  vollständigen  n- flachigen  Winkel  (das  vollständige  n-Seit  im 
Strahlenbündel). 

Ein  vollständiges  windschiefes  n-Eck  ist  ein  System  von 
n   Punkten,   von  denen  keine   vier    in    derselben  Ebene   liegen, 

in  Verbindung  mit  den  — -  Geraden,    welche  durch  je   zwei 

von  ihnen  gehen  und  mit  den 

n(n  — l)(n—  2) 

Ebenen  {Seitenflächen)^  welche  durch  je  drei  von  ihnen  gelegt  sind. 

Em  vollständiges  n- Flach  ist  die  der  vorigen  correlative 
Figur,  d.  h.  das  System  von  n  Ebenen,  von  denen  keine  vier 
durch  denselben  Punkt  gehen,  in  Yerbindimg  mit  allen  ihren 
Schnittgeraden  und  Schnittpunkten. 

Zwei  auf  einander  bezogene  vollständige  ebene  n-Ecke 
heissen  perspectiv^  wenn  die  Verbindungsgeraden  der  sich  ent- 
sprechenden Ecken  in  demselben  Punkt  zusammenlaufen,  sie 
heissen  homolog^  wenn  sich  die  entsprechenden  Seiten  in  Punkten 
derselben  Geraden  (der  Homölogieaxe)  schneiden. 

Zwei  aufeinander  bezogene  vollständige  ebene  n- Seite  nennt 
man  perspectiv,  wenn  sich  die  entsprechenden  Seiten  in  Punkten 
derselben  Geraden  treffen;  sie  heissen  homolog,  wenn  die  Yer- 
bindungsgeraden  der  entsprechenden  Ecken  durch  denselben  Punkt 
(das  Homologiecentrum)  gehen. 

Aehnliche  Definitionen  gelten  für  zwei  n- Seite  im  Strahlen- 
bündel und  für  zwei  n- Kante. 

Zwei  aufeinander  bezogene  windschiefe  vollständige  n-Ecke 
heissen  perspectiv,  wenn  die  Geraden,  welche  die  entsprechen- 
den Ecken  verbinden,  durch  denselben  Punkt  gehen,  imd  heissen 
homolog,  wenn  die  entsprechenden  Seitenflächen  sich  in  Geraden 
schneiden,    die  in  derselben  Ebene  (der  Homologieebene)  liegen. 
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Zwei  n-Ecke  sind  projrcfiv^  wenn  sieh  das  eine  aus  dem 
anderen  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Projectionen  und 
Schnitten  ableiten  lässt. 

Zwei  perspective  in  versdiiedenen  Ebenen  gelegene  n-JScke 
sind  nothwendiger  W^sc  audi  homolog.  Ein  ähnlicher  Satz  gilt 
tur  zwei  perspective  n- Flache  mit  verschiedenen  Oentren. 

Zwei  Breiecke,  ewei  Dreiseite,  zwei  Drdftache  oder  strri 
Dreikante  sind^  wenn  sie  perspectiv  sind,  auch  homolog. 

Zwei  ebene  Vierecke  sind  immer  projediv. 

Zwei  perspec^ve  vollständige  windschiefe  Vierecke  sind  audi 
homolog. 

Wenn  in  ewei  vollständigen  n- Ecken 

welche  aufeinander  bezogen  werden  und  entweder  in  .derselben 
oder  in  versdiiedenen  Ebenen  liegen,  eine  Seite  Ä^A^  des  ersten 
und  alle  übrigm  2n  —  4  Seiten,  welche  durch  A^  oder  A^  gehen, 
die  entsprechenden  Seifen  des  anderen  n-Ecks  in  ebensoviclen 
Punkten  einer  Geraden  s  schneiden,  so  sind  die  beiden  n-Ecke 
homolog;  bezeichnet  man  mit  S  das  Homologiecentrum,  so  li^en 
zwei  beliebige  sidi  entsprechende  Diagonalecken  P,  P'  der  beiden 
n-Ecke  mit  S  in  derselben  Geraden, 

Ein  ähnlicher  Satz  gilt  für  zwei  vollständige  ebene  n- Seite, 
zwei  vollständige  n- flachige  Winkel  und  zwei  vollständige  n^KafU^, 

Die  Definitionen  in  diesem  Paragraphen  rühren  zum  grossen 
Theil  von  Steiner  her,  ge^,  Werke^  herausg.  von  Weierstrass, 
2  Bde.,  Berlin  1882,  1,  p.  288—396. 

§  2.  FrojectiTe  Eigensohaften  der  Grappen  von  Punkten 
auf  einer  Geraden.    Polarität.   Harmonisolie  Mittelpunkte. 

Eine  Gruppe  von  n  Punkten  auf  einer  Geraden  kann  ana- 
lytisch durch  die  Wurzeln  einer  binären  Form  von  der  n*^*  Ord- 
nung dargestellt  werden.  Das  Studium  der  Invarianten  und 
Covarianten  dieser  Form  führt  zu  der  Ermittelung  specieller 
invarianter  oder,  geometrisch  ausgedrückt,  projectiver  Eigenschaf* 
ten  der  Gruppe  von  Punkten. 

Für  die  Werthe  n  =  2,  3,  4,  •  •  •  haben  wir  in  Bd.  1, 
Ka{>.  12  die  Resultate  angegeben,  die  man  vom  Standpunkt 
der  analytischen  Theorie  der  Formen  aus  erhält.  Wir  wollen 
im  nächsten  Paragraphen  die  geometrischen  Resultate  mittheüen, 
die  jenen  analytischen  entsprechen,  und  bitten  den  Leser,  sich  die 
damals  gefundenen  Ergebnisse,  Begriffe  und  Benennungen  gegen- 
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wärtig  zu  halten.  Hier  sollen  zunächst  die  Polarität  und  die 
harmonischen  Mittelpunkte  besprochen  werden. 

BolaHtät.     Wenn  eine  Form  a*  gegeben  ist,  so  können  wir 

die  Polaren  a*~^a  ,  o*"~*a*,  •  •  •  bilden  und  die  Wurzelpunkte 

dieser  gleich  Null  gesetzten  Formen  betrachten,  wenn  angenommen 
wird,  y  sei  ein  gegebener  Punkt.  Diese  Gruppen  von  Punkten 
heissen  bezüglich  die  1**,  2**,-  •  •  Bolargruppe  von  y.  Man 
nennt  sie  auch  harmonische  Gruppen  von  y  oder  harmonische 
Mittelpunkte  vom  n —  1*^,  n  —  2***,  •  •  •  Grad.  Jonquieres, 
Joum.  de  lAouvUle,  1851.  Die  letzte  Polargruppe  wird  durch 
einen  einzigen  Punkt  gebildet,  den  Poncelet,  Cr  eile  ^  3  das 
{Zentrum  der  harmonischen  Mittel  nannte. 

Wenn  der  Pol  ins  Unendliche  rückt,  so  wird  das  Centrum 
der  harmonischen  Mittel  das  Centrum  der  mittleren  Abstände, 
welches  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  algebraische  Summe 
seiner  Abstände  von  den  n  Purüden  NüU  ist. 

Wir  wollen  nun  einige  Grundeigenschaften  der  hamuh 
msihen  Mittelpunkte,  oder,  wie  man  auch  sagt,  der  Folarsysteme 
angeben. 

Ist  M  ein  harmonischer  Mittelpunkt  r**"*  Grades  eines  ge- 
gebenen Systems  von  n  Punkten  in  Bezug  den  Pol  0,  so  ist  um- 
qekehrt  0  ein  harmonischer  Mittelpunkt  («  —  r)*^  Grads  desselben 
Systems  in  Bezug  auf  den  Pol  M. 

Sind  M^,  M^,  - '  -,  M^  die  harmonischen  Mittelpunkte  r**° 
Grades  eines  Systems  von  n  Punkten  bez.  eines  Pols  0,  so  sind 
die  harmonischen  MiäelpuMe  vom  s*^  Grad  {s<ir)  des  Systems 
Jfj,  •  •  •,  M^  bez.  des  Pols  0  auch  die  harmonischen  Mittelpunkte 
votn  sf^  Grad  des  gegebenen  Systems  bez.  desselben  Pols  0. 

Wenn  M^,  •  •  •,  M^  die  harmonischen  Mittelpunkte  r**"*  Grudes 
bez.  eines  Pols  0^  und  N^,'",N^  diejenigen  ff^  Grads  bez. 
eines  Pols  0^  sind,  so  faUen  die  harmonischen  Mittelpunkte  vom 
(r-f-s  —  n)**°  Grad  des  Systems  M^,  •  •  •,  M^  bez.  des  Pols  0, 
mit  den  harmonischen  Centren  {r-^-s  —  n)^^  Grades  des  Systems 
Nj^,' '  ',  N^  bez.  des  Pols  0^  zusammen. 

Ist  A^  der  harmonische  Mittelpunkt  i**"  Grades  des  Systems 
A^,  A^,  "',  A^  bez.  eines  Pols  0,  so  ist  er  auch  der  harmonische 
Mittelpunkt  i*^  Grefes  des  Systems  A^,A^,A^,''',A^  bez.  des- 
selben Pols. 

Fällen  r  Punkte  des  Systems  A^,»--,  A^in  einen  einzigen  zu- 
saimmen,  so  fallen  auch  r — p  harmonische  Mittelpunkte  (n  — i>)***^ 
Grades  bez.  eines  beliebigen  Pols  mit  diesem  Punkt  zusammen», 

4' 
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Die  harmonischen  Mittelpunkte  r****  Grades  hez,  eines  s^nu 
Pol  gefimnmenen  s- fachen  Punkts  des  gegebenen  Systems  hesidtfu 
aus  diesem  s-mai  gerechneten  Punkt  und  den  harmonisdnu 
Mittelpunkten  (r  —  ä)**^  Grads  der  übrigen  n  —  s  Punkte  des  g(- 
gebenen  Systems  bez.  desselben  Punkts. 

Wenn  in  dem  gegebenen  System  s  Punkte  in  einen  zusam- 
menfallen^ so  sind  die  hurnidnisdiefi  Centren  r**"  Grads  (r  <C  sj 
bez.  dieses  Punkts  als  Pol  unbestimmt. 

Die  Eigenschaften  der  harmoniscficn  Mittelpunkte  sind projectir. 

Wenn  a"  symbolisch   die  binäre  Form  bezeichnet,    welche, 

gleich  Null  gesetzt,  die  Gruppe  von  n  Punkten  liefert,  so  stellt 
Jl  =  (a6)*o*~"*6"~*,  worin  a,  b  äquivalente  symbolische  Coef- 

ficienten  sind,  die  sogenannte  Hesse' sehe  Form  der  gegebenen 
Gruppe  dar.  Vergl.  Pepert.  I,  Kap.  12,  §  5.  Nun  gilt  der  Satz: 
Es  gibt  eine  Form  vom  (2n  —  4)***^  Grad,  die  so  be- 
schaffen ist,  dass  die  Gruppen  harmonisdier  Mittelpunkte  (n —  l)**' 
Ordnung  ihrer  Nullpunkte  (der  Steiner'sehen  Gruppe)  die  Ntsll- 
punkte  der  Hesse'sclien  Form  H  =  0  zu  Doppelpunkten  haben. 
Diese  Form  vom  Grad 

2n  —  4 

erhält  man  durcli  Elimination  von  z  aus 

a  a'^—^a,  ==  0 

X     z  1 

z   X  2 

Es  existiren  3n  —  6  Pole,  deren  Gruppen  harmonischer 
Centren  (n  —  1)*®'  Ordnung  bez.  der  gegebenen  Form  und 
(2w  —  2)**"  Ordnung  bez.  der  Hesse'süien  Form  einen  Punkt  ge- 
meinschafÜicJi'  haben.  —  Die  gemeinschaftlichen  Punkte  sind,  tvenn 
die  bei  da'  symbolischen  Bechnung  üblichen  Bezeichnungen  befiutzt 
ivcrden,  durch 

gegeben. 

Das  identische  VerscJiwinden  der  Hesse' sehen  Form  ist  die 
nothwendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  die  n  Punkte 
der  gegebenen  Gruppe  in  einen  einzigen  zusammenfallen. 

Man  beachte  femer: 

Wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Form  sämmtlich  ver- 
schieden von  eina/nder  und  reeHl  sind,  so  müssen  alle  Wurzeln 
der  Hesse' sehen  Form  imaginär  sein.  Gerbaldi  und  Schonte, 
Bend.  Palermo,  3,  1889. 
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§  3.    lineare    Systeme   von   Fanktgmppen.     Allgemeine 
Involutionen.    Geometrie  der  binären  Formen  ersten  bis 

vierten  Grads. 

Es  mögen  Je  -\-  1  linear  unabhängige*)  binäre  Formen  vom 
Orade  w,  (k^n) 

vorliegen    und    man    habe    mit   Ä  -[-  1    homogenen    Parametern 
die  Form 

hal  +  hK  +  Asf"  -| 

gebildet. 

Diese  Form  n**^  Grades,  gleich  Null  gesetzt,  stellt,  so  oft 
die  Werthe  für  die  Constanten  k  gegeben  sind,  eine  Gruppe 
von  n  Punkten  dar;  es  wird  mithin  durch  (iie  k  -\-  1  gegebenen 
Formen  ein  Ä:-fach  unendliches  lineares  System  oder  es  werden,  wie 
man  gewöhnlich  sagt,  c»*  Gruppen  von  n  Punkten  durch  diese 
Formen  bestimmt.  Dieses  System  heisst  eine  Involution  vom  n^^ 
Grad  und  der  k^°  Stufe.     Die  Gleichung 

wird  die  Gleichung  der  Involution  genannt. 

Für  n  =  2,  Ä  =  1  erhält  man  die  gewöhnliche  Involution, 
d.  h.  die  unendlich  vielen  Punktepaare,  die  sich  iil  diesem  Fall 
ergeben,  sind  die  Paare  conjugirter  Punkte  der  gewöhnlichen  In- 
volution, die  durch  die  beiden  Punktepaare  bestimmt  wird,  welche 
von  den  zwei  gegebenen  quadratischen  Formen  dargestellt  werden. 

-Bi'Wf  Involution  vom  Grade  n  und  der  Stufe  k  wird  durch 
k  -f-  1  Gruppen  von  n  Punkten  bestimmt,  die  keiner  Involution 
geringerer  Stufe  angehören. 

Wenn  r  Punkte  einer  Gruppe  einer  Involution  in  einen 
Punkt  zusammenfallen,  so  sagt  man,  dieser  Punkt  sei  für  die 
Involution  r-fach. 

Jede  Involution  vom  Gri'ode  n  und  der  Stufe  k  besitzt  eine  end- 
liche Anzahl  von  (Ä-j- 1)  fachen  Punkten  und  zwar  (ä?+  l)  {n  —  A;), 
Cremona,  Preliminari  etc.,  Bologna,  Acc.  Mem.  6,  7,  1866, 
1867,  deutsch  von  Curtze. 

♦^  Man  sagt,  die  gegebenen  Formen  seien  linear  unabhängig, 
wenn  keine  homogene  lineare  Relation  identisch  zwischen  ihnen  be- 
steht, d.  h.  wenn  sich  keine  constanten  Parameter  r^,  r^,  ...  derart  be- 
stimmen lassen,  dass  durch  bez.  Multiplication  der  gegebenen  Formen 
mit  ihnen  die  Summe  der  so  gebildeten  Producte  identisch  Null  ist. 
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Eine  Involution  vom  Grade  n  und  der  Stufe  k  enthäft 

2*  (n  ~  fc)  {«  —  fc  —  i)  •  •  •  (n  —  at  4-  1) 

it!  " 

Gruppen,  von  den€»i  jede  mit  k  Doppelpunkten  ausgestattet  ist. 

Besonderes  Interesse  bieten  die  Involutionen  n*^  Grads  und 
erster  Stufe.  In  ihnen  gibt  es  2n  —  2  Doppelpunkte^  weldif 
durch  die  Funkfionaldeterminante  {Repert.  I,  p.  280) 

(ah)al'~    6x~    =0 
bestimmt  werden. 

Die  Gesammtheit  dtr  ersten  Polaren  einer  Gruppe  von  « 
Punkten  bildet  eine  Involution  («  —  l)**"*  Grads  und  1.  Stufe. 

Die  Involutionen  kann  man  einander  projediv  zuordnen, 
wenn  man  büincare  Relationen  zwischen  den  Parametern  der 
einen  und  denen  einer  anderen  feststellt. 

Bei  zwei  Involutionen  1,  Stufe  und  von  den  Graden  m  und 
n,  die  superponirt  und  projediv  einander-  eugeordnd  sind,  kontmi 
es  f»  -f-  w  mal  vor,  dass  ein  Punkt  der  einen  mit  einem  der  ihm 
entsprechenden  in  der  ander cfi  zusammenfällt  Dieses  Theorem 
ist  ein  specieller  Fall  des  sogenannten  Correspondenzprincips  von 
Chasles;  vergl.  Kap.  1,  §  2. 


Quadratische  Formen,  Ermittelt  man  zu  einetn  gegebenen 
Punkt  den  Polpunkt  bez.  eifier  quadratisdien  Form  (das  har- 
monische Centrum  1.  Grads),  so  liegen  die  beiden  Elemente  dieser 
Form^  der  gegebene  und  der  Polpunkt  in  Harmonie, 

Das  Verschwinden  der  Invarianten  J/y  der  bdden  quadra- 
tischen Formen  f  und  q>  (vergl.  Bepert.  /,  p,  280)  zeigt  an^  dass 
die  NuUpmikte  der  ersten  Form  harmonisch  zu  den  IsuUpunkfen 
der  zweiten  liegen. 

Die  durch  die  Covariante  d  =  0  (die  Funktionäldctermifiante) 
dargestellten  Punkte  sind  Doppelpunkte  einer  Involution^  zwei 
Paare  von  conjugirten  Punkten  dieser  Involution  sind  die  Punkte 
von  /*  =  0  und  g)  =  0. 

Oder  anders  ausgedrückt:  Es  giebf  zwei  Punkte,  von  denen 
drr  eine  bez.  einer  jeden  zweier  gegebener  quadratischer  Formeti 
der  Pol  des  anderen  und  datier  harmonisch  mit  Uim  conjugirt  ist; 
solche  Punkte  sind  die  von  &  ==  0, 

Das  Verschwinden  der  Invariante  li  dreier  quadratischer 
Formen  zeigt  an^  dass  die  drei  Punktepaare  derselben  Inrohäion 
angehören. 
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Jede  queuiratische  Form  lässt  sieb  dwrch  lineare  Trans- 
formcUian  auf  die  canomsche  Form  Xy^  -|-  X^*  zurückfüJiren,  d.  A. 
auf  eine  sölcJie  Form,  welche  nur  die  Quadrate  der  Coordinaten 
enthält.  Dazu  reicht  es  aus:  1)  als  neue  Fundamentäljnmkte  der 
homogenen  Coordinaten  gwei  Funkte  zu  wählen,  die  einander  cofnr 
jugirt  harmonisch  hee,  der  quadratischen  Form  sind,  d.  h,  den 
beliebigen  Punkt  y  und  den  Punkt  x^  der  die  Wurzel  von  a^a^  =  0' 
ist,  und  überdies  2)  den  Einheitspunkt  auf  passende  Art  an- 
zunehmen. 

Wählt  man  als  Futidamentalpunkte  der  homogenen  Coordi- 
naten die  beiden  Wurzelpunkte  von  ^  ==  0,  so  reducirt  sich  jede 
der  beiden  quadratischen  Formen  auf  die  canonische  Form.  Diese 
Theoreme  sind  auch  deshalb  von  Interesse,  weil  fthnliche  Sätze 
in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  und  der  Flächen  2.  Grads  vor- 
kommen. Vergl.  darüber  C  leb  seh,  Theorie  der  binären  atge- 
braischen  Formen,  Leipzig  1871,  §§  33, 37.  Sie  sind  auch  specielle 
Fälle  der  Sätze,  die  wir  Bepert.  I,  p.  308,  304  bei  der  Apo- 
larität  erwähnt  haben.     Siehe  auch  Bepert.  I,  Kap.  12,  §  15. 


Oubisdie  Formen.  Die  Punkte  einer  cubischen  Form  f=0 
seien  a^b,  c.     Es  gilt  der  Satz: 

Von  den  beiden  Punkten,  aus  denen  die  Polargruppe  1.  Ord- 
nung eines  Punkts  a  der  cubischen  Form  besteht,  fäHU  der  eitie 
mit  a  zusammen,  während  der  andere  harmonisch  conjugirt  zu  a 
«n  Bezug  auf  das  Paar  &,  c  ist. 

Man  erhält  so  drei  andere  Punkte  a,  b',  c,  weichte  die  Wurzel- 
punkte der  Covariante  Q  =  0  sind. 

Der  Pdpunkt  eines  jeden  Elements  von  Q  (Gruppe  2.  Ord- 
nung) in  Bezug  auf  die  cubisdie  Form  fällt  mit  einem  Punkt 
dieser  gegebenen  cubischen  Form  f  zusammen. 

Die  Punkte  von  f  büden  in  Verbindung  mit  denen  von  Q 
drei  Punktepaare  einer  Involution,  deren  Doppelpunkte  die  Punkte 
der  Hesse'schen  Determinante  A  =  0  sind. 

Jeder  der  beiden  Punkte  von  A  =  0  hat  bez.  der  cubischm 
Form  eine  Polargruppe  1.  Ordnung^  welche  aus  zwei  comcidiren- 
den  Elementen  besteht,  mit  denen  audi  der  Polpunkt  2,  Ordnut^g 
des  betreffenden  Elements  von  A  =  0  bez.  der  cubischen  Form 
zusammenfällt. 

Wenn  man  in  Bezug  auf  eine  cubische  Form  und  ihre 
Funktionaldeterminante  di^  Paare  von  Pol^irelementen  1.  Ordnung 
eines  beliebigen  Elements  aufsucht^  so  sind  diese  Paare  harmonisch 
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conjugiert  zueinander  tmd  bilden  hei  der  Variation  des  beliebigst 
Clements  eine  Involution,  deren  Doppelpufücte  di^  Punkte  von 
A  =  0  sind. 

Wenn  die  beiden  Fölarelemente  1.  Ordnung  eines  Punkts 
in  Bezug  auf  die  cubische  Form  miteinander  zusammenfallen,  so 
bildet  dieser  Punkt  in  Verbindung  mit  den  drei  Elementen  der 
cubisdien  Form  ein  äquianhojrmoniscthes  Quadrupel  (siehe  Kap.  1^ 
§  2);  daher  bildet  jeder  Punkt  der  Hessen  sehen  Determinante 
mit  den  drei  Punkten  der  cuhischen  Form  ein  äquianharmonisches 
Quadrupel. 

Nimmt  man  die  Punkte  von  A  =  0  zu  Fundamentalpunkten 
homogener  Coordinaten,  so  reducirt  sich  die  cubisdie  Form  auf 
die  canonische  Form,  d,  h.  eine  solche,  welche  nur  die  Guben  der 
beiden  Variabelen  enthält;  derselbe  gut  alsdann  auch  für  Q.  Siehe 
Ef^^ert.  I,  Kap.  12,  §  8. 

Die  drei  Elemente  von  f  (wie  auch  die  von  Q)  stehen  zu- 
einander in  cyclischer  Prqjectivität,  dei'en  Doppelelemente  die  Ele- 
mente von  A  =  0  sind. 

In  zwei  zueinander  apolaren  Tripeln  von  Elementen  ahc^ 
aßy  sind  zwei  beliebige  Punkte  der  ersten  Gruppe^  z.  B.  a,b  mit 
der  ersten  Polargruppe  von  c  in  Bezug  auf  das  Tripel  {ccßy) 
harmonisch  conjugirt. 

Zwei  cubische  Formen  sind  apolar  zu  einander,  wenn  die 
Invariante  J  ==  (f,  g>y  Null  ist*). 

Nimmt  man  zu  jedem  Element  einer  cubischen  Form  das 
harmonisch  conjugirte  in  Bezug  auf  die  beiden  anderen,  so  erhält 
man  drei  Punkte;  die  Bedingung,  damit  diese  Punkte  zu  denen 
einer  anderen  cubischen  Form  apolar  seien,  besteht  darin ^  dass 
die  Invariante  Ajq  oder  -4^^  dritten  Grads  in  den  Coefficienten 
der  einen  cubischen  Form  und  1.  Grads  in  den  Coeffieienten  der 
afideren  Form  verschwinde. 

Ä  =  0  ist  die  Bedingung^  damit  die  ztvei  Punktetripel,  die 
man  auf  diese  eben  angegebene  Art  aus  jeder  der  beiden  cubischen 
Formen  erhält^  apolar  seien. 

Das  Verschwinden  von  Ajp^  zeigt  an,  dass  das  Paar  von 
Punkten,  von  denen  jeder  ein  äquianharmonisches  Quadrupel  mit 
den  Elementen  der  ersten  cubiscfien  Form  bildet,  harmonisch  zu 
dem  analogen  Paar  in  Bezug  auf  die  zweite  cubische  Farm  Hegt, 


*)  lieber  die  hier  gebrauchten  Bezeichnungen  siehe  Bepert.,  I, 
p.  284. 
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Biquadratische  Formen*).  Verschwindet  die  Invariante  j,  so 
liegen  die  vier  durch  eine  binäre  hiquadratische  Form  dargestellten 
Ihinkte  harmonisch;  ist  dagegen  i  gleich  NuU,  so  liegen  die  vier 
Punkte  äquianharmoniscfi ;  in  dem  letzteren  Fall  ist  f  apolar  zu 
sich  selbst. 

Die  Hesse'sche  Determinante  einer  biquadratischen  Form 
stellt  vier  Elemente  dar;  von  jedem  dieser  Elemente  fällt  die 
PcHargruppe  3.  Ordnung  bez,  der  Form  mit  der  aus  coincidiren- 
den  Elementen  bestehenden  Folargruppe  2^^  Ordnung  zusammen. 
Jeder  Punkt  von  H  bildet  mit  den  drei  Punkten  seiner  eigenen 
ersten  Pcüargruppe  ein  äquiemharmonisches  Quadrupel. 

Die  Form  T  =  0  stellt  sechs  Elemente  dar;  die  3^  Polar- 
gruppe  bez.  f  eines  jeden  dieser  Elemente  fällt  mit  einem  der  drei 
Punkte  der  ersten  Polargruppe  zusammen,  und  das  betreffende  Ele- 
ment bildet  mit  den  drei  Punkten  ein  harmonisdies  Quadrupel. 

Die  drei  durch  die  Elementepaare  der  biquädratischen  Form 
oder  ihrer  Hesse^ sehen  Determinante  bestimmten  Involutionen  haben 
die  Elemente  der  Covariante  T  zu  Doppelelementen  und  jedes 
dieser  drei  Paare  von  Doppelelementen  stellt  auch  die  Doppelr 
demente  der  durah  die  beiden  anderen  bestimmten  Involution  dar. 

Ist  j  =  0,  so  lässt  sich  f  auf  eine  catianische  Form  redudren, 
die  nur  die  vierten  Potenzen  zweier  linearer  Formen^  nämlich 
der  Formen  eines  der  Paare  ipon  T,  enthält.  In  diesem  Fall 
bilden  die  Elemente  von  f  eine  cydische  Projectivität^  deren  Doppel- 
demente  zwei  der  Elemente  von  T  sind.  Vergl.  Eepert.  1^ 
Kap.  12,  §  8. 

Diese  Betrachtungen  über  die  geometrische  Darstellung  der 
binären  Formen  finden  sich  ausser  bei  den  deutschen  Autoren 
und  injs  Besondere  in  dem  classischen  Werk  von  C  leb  seh,  Bin. 
Form.,  Leipzig  1871  auch  in  älteren  Abhandlungen  von  Batta- 
glini,  Äcc.  Napoli^   1864  u.  S. 


§  4.    ProJecUve   Eigensohaften    der   Dreiecke,    Vierecke» 

Sechsecke  etc. 

Wenn  in  zwei  vollständigen  ebenen  aufeinander  bezogenen 
Vierecken  fünf  Seiten  des  ersten  die  entsprechenden  Seiten  des 
zweiten  in  fü/nf  Funkten  einer  Geraden  schneiden,  so  treffen  sich 
auch  die  sechsten  Seiten  in  einem  Punkt  derselben  Geraden  und 


*)  Wir  geben  hier  die  bereits  in  Bd.  1  des  Repertoriums  mit- 
getheilten  Sätze  nicht  noch  einmal  an. 
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die  Verbindungslinien  der  sich  entsprechenden  Ecken  gehen  durch 
einen  einzigen  PufUct;  die  Diagonaldreiecke  femer  liegen  homolog. 

Daraus  folgt:  Wenn  ein  vollständiges  Viereck  derart  defor- 
mirt  toirdy  dass  fünf  seiner  Seiten  durch  feste  Funkte  einer  Geraden 
gellen,  so  rotlrt  auch  die  sechste  um  einen  festen  Punkt  derselben 
Geraden^  und  dieser  bildet  mit  den  fünf  ersten  eine  Involution 
von  secJis  Punkten. 

Die  drei  Paare  von  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vierecks 
werden  von  einer  beliebigen  Transversalen  in  drei  Paaren  involti- 
torisdi  conjugirter  Punkte  geschnitten. 

Daher:  Wenn  eine  Transversäle  die  drei  Paare  von  Gegen- 
seiten eines  vollständigen  Vierecks  in  Ä  und  Ä\  B  und  ^,  C 
und  C  trifft,  so  besteht  zwischen  den  Strecken  der  Transversedm 
die  Belation: 

AB" .  BC  .  CA'  +  A'B  .  B'C  •  CA  =  0. 

Selbstverständlich  lassen  sich  fttr  das  Vierseit  den  toi*^ 
stehenden  correlative  Sätze  aufstellen. 

Die  drei  Kreise,  welche  zu  Durchmessern  die  drei  Diago- 
nalen eines  vollständigen  Vierseits  hohen,  gelten  durch  dieselben 
Punkte, 

Die  drei  Mittelpunkte  der  drei  Diagonalen  eines  vollständigen 
Vierseits  liegen  in  einer  Geraden. 

In  einem  vollständigen  Viereck  werden  zwei  sich  in  einer 
Diagonalecke  schneidende  Seiten  harmonisch  durch  die  beiden 
anderen  getrennt. 

In  einem  vollständigen  Viersdt  wird  jede  Diagonale  har- 
monisdi  durch  die  beiden  anderen  getheilt. 

Bezeichnet  man  mit  i,  L';  M,  M';  N,  N'  di^  Punkte^  wdche 

in  Verbindufig  mit  einer  Transversalen  s  die  Seiten  AB,  CD,  AC, 

BD,  AD,  BC  eines  vollständigen  Vierecks  harmonisch  (heilen,  so 

gelten  die  Geraden  LL\  MM\  NN'  diirch   einen  Punkt,   der  in 

Verbindung  mit  s  die  Geraden  LL\  MM\  NN'  harmonisch  theüt. 

Wenn  eine  Transversale  die  Seiten  eines  Dreiecks  BSQ  in 
drei  Punkten  Ä,  B> ,  C  scf meidet,  die  bez.  paarweise  mit  drei 
anderen  Punkten  A,  B,  C  derselben  Transversalen  in  Involution 
liegen,  so  treffen  sich  die  Geraden  RA,  SB,  QC  in  einem  Punkt, 
dem  harmoniscfien  Pol  der  Transversalen  in  Bezug  auf  das 
Dreieck. 

Wenn  man  von  einem  Punkt  S  aus  die  Ecken  eines  Drei- 
seits  rsq  durch  drei  Strahlen  a,  b\  c  projicirt,  welche  paarweise 
mit  drei  anderen  von  S  ausgdienden  Strahlen  a,b,  c  in  Involution 
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sindy  so  liegen  die  Punkte  rajSh,  qc  in  einer  Geraden^  der  har- 
fnoniscken  Pdaren  von  S  in  Bezug  auf  das  Dreiseii 

Wenn  die  Seiien  eines  Dreiecks  von  einer  hdiehigen  Trans- 
versalen geschnitten  werden,  und  wenn  die  Ecken  von  einem  be- 
liebigen Punkt  aus  auf  die  gegenübediege^iden  Seiten  proßdrt 
werden,  so  ist  das  Product  der  anharmonischen  Verhältnisse  der 
Gruppen  von  vier  Punkten,  welche  man  auf  den  drH  Seiten  er- 
hält, die  negaHve  Einheit. 

Wenn  drei  van  einem  Punkt  a^us  gezogene  Gerade  durch 
die  Ecken  eines  Dreiecks  ABC  gehen  und  die  gegenüberliegenden 
Seiten  in  Ä',  P^,  Q'  treffen,  so  besieht  ztcischen  den  Segmenten  der 
Seiten  die  Belation 

AB" .  BC  .  CA'  +  AC  .  OB'  -  BÄ  =  0 
oder 

CW  '  Xr^  *  B~^  ^^  —  ^  (^*^  Ceva'sche  Theorem,  1678); 

und  umgekehrt:  wenn  für  drei  Punkte  A\  B',  G'  auf  den  Seiten 
eines  Dreiecks  die  vorstehende  Belation  besteht,  so  laufen  die  Ver- 
bindungslinien AA1,BB^,  CC  in  einen  Punkt  zmwmmen. 

Schneidet  eine  Transversäle  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC 
in  drei  Punkten  A\  B",  C\  so  gut  für  die  Segmente  der  Seiten 
die  Begiehtmg: 

AB" .  BC  .  CA'  —  AC    CB^BA'  ^0 
oder 

jr^  •  -TYT*  "  'w^  =  1  (Satz  von  Menelaus) 

und  umgekehrt. 

Wenn  man  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  in  den  Punkten 
A',  B',  C,  A\  B",  C  derart  harmmisch  theilt,  dass 

AB'    BC    CA  _  JJT    BC^    CJ^  _ 

OB  '  AC'  BÄ  ~  B"C'  C"A  '  A'B        ^     ^ ' 

so  gehen  die  Kreise  mit  den  Durchmessern  AA' ;  BB^ ;  CC  durch 
dieselben  beiden  Punkte  P,  P' ,  für  tcelche 

AP: BP:  CP  =  AP':BP':CP'     ist, 

und  die  Sehne  PP^  wird  harmoniscf^  und  senkrecht  von  dem  Kreis 
geschnitten,  der  durch  die  drei  Punkte  A,  B,  C  bestimmt  wird. 

Liegen  die  Eckpunkte  umgerader  Ordnung  eines  einfachen 
ebenen  Sechsecks  in  %iner  Geraden  und  diejenigen  gerader  Ordnung 
in  einer  anderen,  so  schneiden  sich  die  drei  Paare  von  Gegcfi- 
Seiten  in  Punkten,  die  ebenfalls  in  einer  Geraden  liegen. 
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Wenn  sich  in  einem  einfallen  ebenen  Sechsseit  dk  SdU-n 
ungerader  Ordnung  in  einem  Punkt  treffen  und  die  gerader 
Ordnung  in  einem  anderen,  so  gehen  auch  die  Verbindungslinien 
der  drei  Paare  von  Gegenecken  durch  einen  und  denselben  Punkt. 

Diese  beiden  Sätze  sind  specielle  Fälle  der  sogenannten 
PascaTscben  und  Brian cbon'scben  Theoreme  über  die  Kegel- 
schnitte (yergl.  weiter  unten  Kap.  3,  §  2)  und  lassen  sich  aus  dem 
allgemeinen  Fall  ableiten,  wenn  man  annimmt,  der  zu  Grunde 
liegende  Kegelschnitt  zerfalle  in  zwei  Gerade  oder  in  zwei  Punkte. 

§  5.   Die  metrisohe  Geometrie  des  ebenen  Dreiecks. 
Formeln  der  ebenen  Trigonometrie. 

Bezeichnet  man  mit  a,b,  c  die  drei  Seiten  und  mit  Ä,B,C 
die  gegenüberliegenden  Winkel  eines  geradlinigen  Dreiecks,  so 
bestehen  die  Belationen: 

a  b  c 

sin  A        sin  ^        sin  C'* 

a^  ==  l^  -^  c^  —  2bc  cos -4 

und  die  beiden  anderen,   die  man  aus  der  letzteren  durch   Ver- 
tauschen der  Buchstäben  a,b,  c,  Ä,  B,  G  erhält. 

Wenn  man  ferner  mit  s  die  halbe  Summe  der  Seiten  be- 
zeichnet, so  gelten  die  Formeln: 

^ b 

cos  C  -)-  sin  C  cotg  A  \ 
=  b  cos  C  -[-  5  sin  C  cotg  -B, 

=  b  cos  G  +  Yc^  —  6^sin2  C, 

=  b  cosG  -}-  c  cos  Bj 
2  s  sin  A 

Bin  A  -{-  sin  B  +  sin  C ' 
s  sin  ^  A 

cos^  J3  cos^Ö" 

_  Y2b*c*  +  2c'a*  +  2a*b*  ^  g*  ~  h*  —  c* 


26c 


,in|^  =  ]/- 


(s  —  b)  (8  —  c) 

.  o  sin  6^ 

^  b  —  a  cos  C ' 
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(«  -  6)  tgK^  +  ^)  =  (a  +  b)tg)f(A  -  B) 

(die  Napiersche  Analogie), 

{s  —  a)  tg  \A=^{s  —  b)  ig  ^^  =  (s  -  c)  tg  ^-C, 

s  =  (s  —  a)  cotg  ^-B  cotg  ^(7, 

c  sin  ( J.  —  5)  =  a  sin  J.  —  5  sin  -B, 


(das  Doppeltheorem 
von  Gauss), 


a  Qosi{B  —  C)  =  (6  +  c)  cos  ^(B  -f  C)' 

a  sm^{B  —  C)  =  {h  —  c)  sin  \{B  +  C) 

a«  sin(^  —  (7)  =  (&*  —  c")  sin(5  +  (7), 

sin  ^  -|-  sin  5  -[-  sin  (7  =  4  cos  \A  cos  ^5  cos  \  C, 

sin  2-4.  +  sin  2  5  -j-  sin  2  C  =  4  sin  -4  sin  J5  sin  C, 

cos -4  -|-  cos  ^  4"  cos  (7  =  4  sin  ^A  sin ^B  sin  ^C  +  1 , 

cos  2-4  -f-  cos  2^  +  cos  2 C  =  —  4  cos -4  cos 5  cos  C  —  1 , 

tg.4  +  tg-B  +  tgC  =  tgA  tgB  tgC, 

cotg-4-f-cotg-B +cotg(7=cotg-4  cotg-B  cotg  C+cosec-4  cosec-B  cosec  C, 

sin*  A  +  sin*  B  —  sin*  C  =2  sin  -4  sin  -B  cos  C, 

sin*  A  -f-  sin*  B  -f-  sin*  (7=1  —  2  cos  -4  cos  -B  cos  C. 

Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  lässf  sicfi  durch  die  folgenden 
Formeln  ausdrücken: 

^ -  c'  sin  -4.  sin  B 

=  ^  a  &  sin  0, 


=  y«  (5  —  a)  {s  —  6)  (s  —  c), 

§  6.    Die   metrisclie   Geometrie   des   Dreiflaohs   und   des 
sphärisohen  Dreiecks.     Formeln  der  sphärischen 

Trigonometrie. 

Wir  wollen  drei  Ebenen  betrachten,  die  nicht  durch  die- 
selbe Gerade  gehen,  also  einem  Bündel  und  nicht  einem  Büschel 
angehören.  Nimmt  man  an,  die  drei  Ebenen  seien  durch  die 
Geraden  begrenzt,  in  welchen  sie  sich  zu  je  zweien  schneiden, 
und  durch  den  gemeinschaftlichen  Schnittpunkt,  so  erhält  man 
ein  Dreiflach  (Trieder),  körperliches  Dreieck,  dreiseitige  Ecke; 
denkt  man  sich  dieses  Dreiflach  mit  einer  Kugel  vom  Badius  1 
geschnitten,  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Centrum  des  Bündels 
zusammenfällt,  so  ergibt  sich  auf  der  Kugel  ein  sphärisches 
Dreieck,  dessen  Seiten  Bogen  von  grössten  Kreisen  sind  imd 
durch  die  Winkel  am  Centrum  der  Kugel,  d.  h.  durch  die  in  den 
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Seitenflächen  des  Dreiflachs  liegenden  Winkel  gemessen  werden. 
Die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  femer  sind  die  WinkeL 
welche  die  in  den  Ecken  des  Dreiecks  an  die  Seiten  gezogenen 
Tangenten  mit  einander  machen;  sie  sind  also  die  Winkel  zwischen 
den  Seitenflächen  des  Dreiflachs,  d.  h.  die  Winkel  der  in  dem 
Dreiflach  enthaltenen  Zweiflache.  Die  metrische  Geometrie  des 
Dreiflachs,  die  sogenannte  Triedrometrie,  fällt  auf  diese  Art  mit 
der  des  sphärischen  Dreiecks,  der  sphärischen  Trigonometrie  zu- 
sammen. 

Man  unterscheidet  rechtwinklige,  doppelt  und  dreifach  recht- 
winklige sphärische  Dreiecke.  Die  letzteren  werden  durch  drei 
Bogen  grösster  Kreise  gebildet,  die  zu  je  zweien  senkrecht  auf- 
einander stehen;  aUe  Seiten  und  alle  Winkel  betragen  neutwig 
Grade. 

In  jedem  rechtwinkligen  ^arischen  Dreieck  ist  jede  der  drei 
Seiten  Meiner  als  90  Grade  oder  nur  eine  der  Seiten  ist  kleiner 
als  90  Grade. 

In  jedem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck  sind  ein  nidii 
rechter  Winkd  und  seine  gegenüberliegende  Seite  beide  grösser  oder 
beide  kleiner  als  90  Grade. 

Auch  wenn  in  einem  sphärischen  Dreieck  jede  Seite  und  jeder 
Winkel  kleiner  als  180^  ist,  so  beträgt  doch  die  Summe  der 
Winkel  immer  mehr  als  180^.  Die  Differenz  zwischen  dieser 
Summe  und  180^  heisst  der  sphärische  Excess. 

Das  sphärische  Dreieck  ist  in  diesem  Fall  einem  anderen 
doppelt-rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck  flächengleich,  dessen  dritter 
Winkel  der  sphärische  Excess  des  gegebenen  Dreiecks  ist.  Dieses 
Theorem  wurde  im  Jahr  1629  im  vollständig  von  Girard,  1632 
dann  auf  einfache  Art  von  Cavalieri  bewiesen. 

Nimmt  man  als  Einheit  zum  Messen  der  Flächeninhalte 
sphärischer  Dreiecke  das  doppelt-rechtwinklige  Dreieck,  dessen 
dritter  Winkel  die  Winkcleirüicit  ist,  so  ergibt  sich  der  Satz,  dass 
der  Flächeninhalt  eines  sphärischen  Dreiecks  seinem'  sphärischen 
Excess  gleich  ist. 

Ist  ein  grösster  Kreis  auf  der  Kugel  gegeben,  so  werden 
die  beiden  Endpunkte  des  auf  ihm  senkrechten  Durchmessers  die 
Pole  des  grössten  Kreises  genannt.  Denkt  man  sich  den  grossten 
Kreis  in  einem  gewissen  Sinn  (welcher  der  positive  heissen  mag) 
von  Jemand  durchwandert,  der  die  Füsse  auf  die  Kugel  setzt, 
so  heisst  im  engeren  Sinn  Pol  des  Kreises  derjenige  von  den 
beiden,  der  zur  Linken  des  Wanderers  bleibt;  wenn  daher  der 
Pol  eines  Kreises  gegeben  ist,   so  ist  die  positive  Richtung  des 
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Wegs   auf  ihm   bestimmt.     Die    Seite   der   Ebene    des   grössten 
Kreises,  welche  dem  Pol  zugekehrt  ist,  heisst  die  positive. 

Lässt  man  einen  grössten  Kreis  um  einen  seiner  Durch- 
messer roUren  und  dabei  einen  gewissen  Winkel  heschrdben,  so 
verschiebt  sich  der  Pol  um  denselben  Winkel. 

Es  sei  ein  sphärisches  Dreieck  ABC  gegeben;  wir  wollen 
die  Pole  bez.  der  Seiten  BC,  CA,  AB  suchen  und  annehmen, 
der  positive  Sinn  gehe  auf  diesen  Seiten  in  den  Richtungen 
BC,  CA,  AB. 

Diese  drei  Pole,  welche  wir  mit  A\  B',  C  bezeichnen,  bilden 
ein  zweites  sphärisches  Dreieck,  welches  das  zum  gegebenen  polare 
oder  redpröke  genannt  wird. 

Bas  Dreieck  Ä,  B^y  C  hat  seinerseits  zum  polaren  das  Drei- 
eck ABC. 

Die  Winkd  eines  Dreiecks  sind  die  Supplemente  der  Seiten 
des  Polardreiecks. 

Der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  und  der  Umfang  des  Polar- 
dreiecks ergeben  zusammen  die  Summe  von  36(fi. 

Wir  wollen  annehmen,  der  umfang  eines  sphärischen  Drei- 
ecks werde  in  einem  gewissen  Sinn  z.  B.  in  der  Bichtung  ABC 
durchlaufen,  und  dies  sei  der  positive  Sinn  auf  jedem  der 
grössten  Kreise  AB,  BC,  CA\  die  in  diesem  Sinn  durchlaufenen 
Seiten  mögen  die  Werthe  c,  a  bez.  b  haben. 

Unter  dem  Winkel  BAC  verstehen  wir  den  Winkel  zwischen 
den  beiden  Richtungen  AB,  AC,  von  denen  daher  die  eine 
positiv,  die  andere  negativ  ist;  dasselbe  gilt  für  die  Winkel 
ACB,  CBA.     Man  bezeichnet  diese  Winkel  mit  A,  C,  B. 

Versteht  man  unter  dem  Winkel  zweier  Ebenen  des  dem 
sphärischen  Dreieck  entsprechenden  Dreifladis  den  zwischen  den 
beiden  Seiten,  einer  positiven  und  einer  negativen,  der  zwei 
Ebenen  enthaltenen  Winkel,  so  gilt  der  Satz: 

Die  Winkd  des  spärischen  Dreiecks  sind  die  Supplemente 
der  Winkel,  welche  die  drei  Ebenen  des  dem  gegebenen  Dreieck 
entsprechenden  Dreiflachs  mit  einander  bilden. 

Nennt  man  dagegen  den  zwischen  den  beiden  positiven  Seiten 
enthaltenen  Winkel  den  Winkel  der  beiden  Ebenen  des  Dreiflachs, 
so  sind  die  Winkel  zwischen  den  drei  Seitenflächen  des  Drei- 
fiachs  bezüglich  den  mit  A,  B,  C  bezeichneten  gleich,  welche 
nidd  die  von  den  positiven  Richtungen  der  grössten  Kreise  gp- 
bildeten  Winkel  sind. 

Unter  der  Annahme,  es  sei  A  ==  90®,  lauten  die  wichtigsten 
Formeln  fiir  die  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke: 
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cosa  =  cosh  cosc, 

cos  &  =  sin  a  sin  J9, 

cos  c  =  sin  a  sin  C\ 

tgb  =  tg  a  cos  C  =  sin  c  tg  B, 

ig  c  =  ig a  cos B  =  smh  ig  C j 

cos  a  ==  cotg  B  cotg  C, 

cosB  =  cos  h  sin  C\ 

cos  C=  cos  c  sin  B, 

Die  Fnndamentalformeln  für  beliebige  sphärische  Dreiecke 

sind: 

sina  sin 6         sine 

sin  A        sin  JB        sin  C ' 
cos  a  ==  cos  6  cos  c  -|-  sin  6  sin  c  cos  Ä, 
cos  Ä  =  —  cos  -B  cos  (7  -j-  sin  ^  sin  C  cos  a 

und   diejenigen,   welche   man   aus   den   vorstehenden  durch  Ver- 
tauschen der  Buchstaben  erhält. 

Die  erste  dieser  Formeln  findet  man  schon  in  den  Werken 
der  alten  Geometer,  Menelaus,  Spherica,  3,  herausg.  von 
Halley,  Ozonia  (Oxford),  1707;  die  übrigen  heissen  die  Euler'- 
sehen  Formeln,  Mem.  de  Berlin,  1753.  Aus  ihnen  lassen  sich 
alle  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  ableiten;  es  geschah 
dies  zum  ersten  Mal  von  Lagrange,  Joum,  de  Vilcpölyt^  1799 
und  von  Gauss;  siehe  dessen  Zusätze  am  Ende  der  1810  in 
Altona  erschienenen  Schumacher'schen  Uebersetung  der  yfico- 
metrie  de  position  von  Carnot,  Paris  1803". 

Setzt  man  a  -{-  b  -\-  c  =  25,  Ä  -\-  B  -{-  C  =  25',  so  er- 
hält man  weiter: 

cotg  a  sin  &  =  cos  &  cos  C  -f-  sin  (7  cotg  Ä, 


.         2  l/sin  s  ain  (s  —  a)  sin  (s  —  6)  sm  (s  —  c) 

sm  A  =  —- ^ ;    ,     . ^^ ~. 

sm  0  sm  c  ' 


•     t    Ä         1  /siii  («  —  b)  sin  (s  —  c) 

sm^A  =  1/ : — i—. — ^^ , 

^  f  sin  0  sm  c  ' 

.    .         l/sinssin?«  —  a) 

COS  1-4  =   1/ --f-^. -, 

^  r         sin  ö  sm  c      ' 

.    -  1  / —  cos  S  cos  (ß  —  A) 

sm^a  =  1/  — 


sin  B  sin  C 


\a  =  Y- 


'cos (S  —  B)  cos {S—Cj 
cos-^a=  1/ — ^ — .    p    ■  -VT ? 

sin  H  sm  C 
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aus  welchen  sich  durch  Division  leicht  die  Formeln  für  tg^^A, 
cotg'^a  ergeben,  die  sich  besonders  zur  numerischen  Berechnung 
eines  Winkels  aus  den  drei  Seiten  oder  einer  Seite  aus  den 
drei  Winkeln  eignen. 

Wenn  alle  Winkel  und  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks 
kleiner  als  180^  sind,  so  gelten  die  sogenannten  Gauss'schen 
oder  Delambre'schen  Formeln: 

sin  -^-(-4  —  B)  sin  ^c  =  sin  ^(a  —  h)  cos  ^ C, 
cos  ^(Ä  —  B)  sin  -J-c  =  sin  ^ (a  +  6)  sin  ^  C, 
sin  ^ (-4  -|-  B)  cos  ^c  =  cos  ^(a  —  h)  cos ^ (7, 
cos^(-4.  -f-  B)  cos^c  =  cos  ^(a  -\-  b)  sin^C 

Sie  wurden  fast  gleichzeitig  von  Delambre,  Connaiss.  des 
temps,  1808  und  von  Mollweide,  r.  Zach,  Manaü,  Carres^.,  1808, 
Bd.  18  veröffentlicht  imd  finden  sich  auch  in  der  Thearia  motus, 
1809  von  Gauss,  durch  den  sie  allgemein  bekannt  wurden. 

Dividirt  man  diese  Formeln  unter  sich,  so  erhält  man  die 
Werthe  für 

tgi(«i  +  ^),     ig\{A^B), 

sie  heissen  die  Napier* sehen  Analogien,  weil  dieser  Autor  sie 
zuerst  im  Jahr  1614  bekannt  gemacht  hat. 

Andere  von  Gauss  benutzte  Fortnein  sind: 

(sin  A  —  sin  5)  sin  c  =  (sin  a  —  sin  6)  sin  C, 
(sin  A  -\-  sin  B)  sin  c  =  (sin  a  -f-  sin  6)  sin  C, 
(cos  A  -{-  co^B)  sin  c  =  sin  (a  +  &)  (l  —  cos  C), 
sin  (A  -|-  J?)  (1  -f-  cos  c)  =  (cos  a  -{-  cos  &)  sin  0. 

Wir  wollen  von  jedem  Eckpunkt  des  sphärischen  Dreiecks 
einen  grössten  Kreis  senkrecht  auf  die  gegenüberliegende  Seite 
ziehen;  er  zerlegt  den  Winkel  und  die  gegenüberliegende  Seite 
in  je  zwei  Theile  M,  N]  m,  »,  so  dass  M-\-N=  A^  m-{-n  =  a 
ist,  wenn  der  Kreis  von  der  Ecke  A  senkrecht  zur  Seite  a  ge- 
zogen wird.     Es  bestehen  dann  die  Relationen: 

Paflcal,  Repertorinm.  II.  5 
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tg i(»»  +  ♦»)  tg^(m  —  n)  =  tg^(b  +  c)  tg^(ö  —  c), 

|i{§^  =  tgi(5  +  c)tgH5-c), 

tgi(m_— n)  _  Bin (B  -  C) 
tg.i(m+n)""8in(5  +  C)' 

tg  3f tg  m 

tg  ^         tg  n  ' 

sin  {M  4-  N)        Bin  (m  +  *0 

sin  (3f  —  iV)         sin  (m  —  w) 

Die  oben,  S.  64,  mit  S  bezeichnete  Grösse  steht,  wie  wir 
schon  gesagt  haben  (S.  62),  in  Beziehung  zum  Flächeninhalt  des 
sphärischen    Dreiecks;    für    sie    gelten    die    folgenden    wichtigen 

Formeln : 

.     ^        COB  4a  cos  ^6  -|-  sin  \a  sin  \h  cos  C 
sm  o  = ; 

COB-^C 
1  +  COB  a   +  cos  &  +  COB  c 

4  COB -^a  cos  ^&  COB  ^c 

COB*^a  +  COB*-i&  +'C08*^C  —  1 

2  cosJ^a  C0B^6  coB^c  ' 

t    ^=        cotg-|a  cotg-^&  +  cobC 
^  sin  0  ' 

,     ^ sin  a  sin  6  sin  C 

°  1  +  cos  a  +  COB  &  -|-  cos  c ' 

tg*  W  -  90°)  =  tgi«  tg  K«  —  «)  tgi(«  —  «•)  tgi(s  —  c)  • 

Analog  sind  selbstyerständlich  die  Formeln,  aus  welchen 
sich  der  Umfang  2^  des  sphärischen  Dreiecks  berechnen  lässt; 
man  braucht  nur  statt  des  gegebenen  Dreiecks  sein  Polardreieck 
zu  substituiren  und  auf  dieses  die  vorstehenden  Formeln  anzu- 
wenden. 

Wenn  in  einem  sphärischen  Dreieck  ein  Winkel  und  das 
Product  der  Tangenten  der  Hälften  der  diesen  Winkel  einschliessen- 
den  Seiten'  constant  bleibt,  so  ändert  sich  der  Flächeninhalt  des 
Dreiecks  nicht. 

Bleibt  in  einem  sphärisdien  Dreieck  eine  Seite  und  das  Pro- 
duct der  Tangenten  der  halben,  dieser  Seite  anliegenden  Winkel 
constant,  so  bleibt  der  Umfang  des  Dreiecks  derselbe. 

Wenn  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  im  VerhMtniss 
zum  Radius  der  Kugel  klein  sind,  so  übertreffen  die  Winkel  des 
spärischen  Dreiecks   die  entsprechendefi   Winkel  des  ebenen  Drei- 
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ecks,  dessen  Seiten  der  Beute  nach  denen  des  sphärischen  Dreiecks 
gleich  sind,  annähernd  um  den  dritten  Hieil  des  sphärischen 
Excesses,  Das  Legendre'scbe  Theorem,  Mem.  de  VAc.  de 
Paris,  1787.  

Das  Studium  der  sphärischen  Trigonometrie,  welche  ihre 
Anwendung  hauptsächlich  in  der  Astronomie  findet,  geht  bis  auf 
die  alten  Griechen  zurück.  Von  den  neueren  Untersuchungen 
sind  die  von  Euler,  M6m,  de  Berlin^  1753  und  Nova  Ada 
Petrop.  1799  wichtig.  Diese  beiden  Abhandlungen  von  Euler, 
dem  eigentlichen  Schöpfer  der  modernen  Trigonometrie,  sind  auch 
in  Ostwald 's  Klassikern  der  ezacten  Wissenschaften,  mit  An- 
merkungen versehen,  von  Hammer  herausgegeben  worden.  Es 
folgen  Legendre,  Mem.  de  VAc,  de  Par.,  1787;  Lezell,  Nova 
Acta  Petrop.,  1782;  Lagrange,  Journ.  de  VEc,  pdyt.^  Hft.  6 
und  Gauss.  Femer  sind  zu  nennen  die  Arbeiten  von  Möbius, 
Andtyt,  Sphärik^  Abb.  bei  Begr.  der  Sachs.  Ges.  der  Wissensch., 
1846  u.  Gudermann,  Lehrbuch  der  nied.  Sphärik^  Münster  1836. 

Von  neueren  Werken  citiren  wir  ausser  dem  bekannten 
Buch  von  Serret,  Clements  de  Trigonometrie,  7.  Ausg.,  Paris 
1887  die  vortreffliche  gedrängte  Darstellung  in  Baltzer's  Ele- 
menten der  Mathematik,  2  Bde.,  7.  Aufl.,  Leipzig  1885,  die  von 
Cremona  ins  Italienische  übersetzt  wurden,  Genua  1881  und 
bereits  die  3.  Aufl.  erlebten;  Study,  Ahh,  der  Leipz,  Ges.  der 
Wiss,,  1893  und  Hammer,  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen 
Trigonometrie,  2.  Aufl.,  Stuttgart  1897. 

§  7.  Moderne  Geometrie  des  Dreiecks.  Lemoine*sohe  und 
Brooard*sohe  Pnnkte  und  Kreise.  Euler'sohe  Gerade.  Der 
Netinpunkte-  oder  Feuerbaoh'sche  Kreis.    Kreise  Taylor's, 

Tucker's.     Simpson*sohe  Gerade. 

Es  wird  dem  Leser  willkommen  sein,  in  diesem  Paragraphen 
die  Hauptresultate  der  sogenannten  Dreiecksgeometrie  zusammen- 
gestellt zu  finden. 

Ist  ein  Dreieck  ABC  gegeben,  so  heisst  eine  Gerade,  welche 
dieselbe  Neigung  gegen  die  Seiten  AB,  ^(7  hat,  wie  BC  gegen  die 
Seiten  AC,  AB,  eine  zn  BC  antiparallele  (gegenparallele)  Gerade. 

Die  Mittelpunkte  aller  zu  einer  Seite  eines  Dreiecks  Gegen- 
paraUden  liegen  in  einer  Geraden,  welche  durcfi  die  gegenüber- 
liegende Ecke  geüit;  diese  Gerade  wird  nach  dem  Vorschlag  von 
Maurice  d'Ocagne  von  den  Franzosen  Symmediane  genannt; 
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in    Deutschland    ist   auch    die  Bezeichnung   GegenmiUeilinie    ge- 
bräuchlich. 

Die  drei  GegenmiüelUtmn  gelien  durch  einen  Punkt,  der 
von  den  Franzosen  nach  Lemoine,  welcher  mehrere  wichtige 
Eigenschaften  desselben  fand,  als  Lemoine'scher  Punkt  bezeichnet 
wird;  jedoch  war  derselbe  schon  früher  von  Grebe,  das  grad- 
linige Dreieck  in  Beziehung  auf  die  Quadrate  der  Perpendikel, 
weldie  man  von  einem  Punkt  seiner  Ebene  auf  seine  Seiten  fällen 
kann,  Grunerfs  Archiv,  9,  1847  untersucht  worden;  daher  nennt 
man  ihn  in  Deutschland  auch  den  Grehe'schen  Punkt. 

Die  Abstände  des  Lemoine' sehen  Punkts  von  den  drei 
Seiten  sind  den  Seiten  selbst  proportional  und  die  Summe  der 
Quadrate  dieser  Abstände  ist  ein  Minimum. 

Zieht  man  von  dem  Lemoine'schen  Punkt  aus  Parallelen  zu 
den  drei  Seiten  des  Dreiecks,  so  bilden  die  sechs  Punkte,  in 
denen  diese  die  Seiten  treffen,  das  Lemaine'sche  Hexagon\  diese 
sechs  Punkte  liegen  auf  einetn  Kreis  (dem  ersten  Kreis  Lemoine's 
oder  wegen  der  hier  folgenden  Eigenschaft  dem  Kreis  des  drei- 
faclien  Verhältnisses). 

Nennt  man  nämlich  die  auf  einer  jeden  der  drei  Seiten  des 
Dreiecks  liegenden  Ecken  des  Lemoine 'sehen  Hexagons  bez.  D,D'x 
E,  ^';  F,  F\  so  verhalten  sicli  die  Strecken  DD\  EE\  FF' 
tvie  die  Guben  der  Seiten^  auf  denen  sie  liegefi. 

Das  Centrum  des  ersten  Lemoine' scJien  Kreises  ist  der  Mittel- 
punkt der  Strecke,  welche  den  Lemoine^ sehen  Punkt  mit  dem  Cen- 
trum des  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreises  verbindet. 

Wenn  durch  den  Lemoine 'sehen  Punkt  die  Antiparallelen 
zu  den  Seiten  des  Dreiecks  gezogen  werden,  so  liegen  die  sechs 
Punkte,  in  denen  sie  die  Seiten  schneiden,  zu  denen  sie  nicht 
antiparallel  sind,  auf  einem  Kreis,  welcher  der  zweite  Lemoine'- 
sehe  Kreis  oder  der  Cosinus-Kreis  genannt  wird. 

Die  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  durch  diesen  Kreis  ab- 
geschnittenen Strecken  sind  den  Cosinus  der  Winkel  des  Dreiecks 
proportional. 

Ist  ein  Dreieck  ABC  gegeben,  so  existirt  ein  Punkt  0  der 
Ebene,  für  den  die  Winkel  OAB,  OBC,OCA  gleich  sind,  und 
ein  Punkt  0',  für  den  die  Winkel  O'CB,  O'BA,  O'AC  gleich 
sind.  Der  erste  heisst  der  positive  Punkt  Brocard's,  der 
zweite  der  negative  Punkt  Brocard's.  Selbstverständlich 
haben  diese  Unterschiede  nur  dann  einen  bestimmten  Werth,  wenn 
man   die  gegenseitige  Lage  der  Ecken  des   Fundamen taldreiecks 
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festsetzt;  wir  nehmen  daher  an,  der  Weg  AB,  BC,  CA  habe 
die  zu  der  Richtung,  in  welcher  sich  der  Uhrzeiger  bewegt,'  ent- 
gegengesetzte Richtung. 

Der  Winkel  OAB  ist  dem  Winkel  O'BA  gleich  und  das- 
selbe gut  für  die  anderen;  der  gemeinschaftliche  Werth  dieser 
Winkel  heisst  der  Brocard^sche  Winkel;  er  kann  nicht  grösser 
als  der  dritte  Tkeü  eines  Rechten  sein. 

Er  ist  durch  die  Formel 

cotg  00  =  cotg  A  -{-  cotg  B  +  cotg  C 

gegeben,  wenn  o  den  Brocard* sehen  Winkel  und  A,  B,  C  die 
Dreieckswinkel  bedeuten. 

Der  dem  ersten  Lemoine 'sehen  Kreis  concentrische  Kreis, 
der  durch  den  Lemo  in  ersehen  Punkt  und  mithin  durch  das 
Centrum  des  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreises  geht,  heisst 
der  Brocard'sche  Kreis. 

Fällt  man  von  dem  Centrum  des  dem  Dreieck  umschrie- 
benen Kreises  Lothe  auf  die  Seiten  und  nennt  die  Punkte,  in 
welchen  diese  den  Brocard'schen  Kreis  treffen,  bez.  A',  B',  C, 
so  schneiden  «c/»  die  Geraden  BA',  CB\  AC'  in  dem  positiven 
Brocard' sehen  Funkt  und  die  Geraden  AB',  BC,  CA  in  dem 
negativen  Brocard^schen  Punkt 

Der  Brocard'sche  Kreis  geht  durcfi  die  beiden  Brocard'sdien 
Punkte. 

Nennt  man  L^yL^  die  Radien  der  beiden  Lemoine'schen 
Kreise,  B  den  Radius  des  Brocar duschen  und  B  den  Radius 
des  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreises,  so  bestehen  die  Re- 
lationen 

Der  Brocard'sche  Kreis  heisst  auch  Fünfpunktekreis 
oder  Siebenpunktekreis. 


Wenn  von  einem  Punkt  aus  Parallele  jlu  den  Seiten  eines 
Dreiecks  gesogen  werden,  so  Hegen  die  sechs  Punkte,  in  denen  sie 
die  Seiten  treffen,  auf  einem  Kegelschnitt  (dem  Sechspunkte- 
kegelschnitt); dieser  wird  ein  Kreis  (1*^^  Lemoine'scher  Kreis), 
icenn  der  Punkt,  von  dem  aus  die  Parallelen  gezogen  werden, 
der  Lemoine'sche  Punkt  ist. 

Der  Lemoine'sche  Punkt  und  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
lassen  sich  durch  die  in  Kap.  17  für  die  Desarguesische  Trans for- 
maücn  angegebene  Construction  auseinander  ableiten,  d.h.  von  diesen 
beiden  Punkten  ist  jeder  der  Desarguesische  transformirte  des  anderen. 
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Die  hddefi  BrocarcPschen  Punkte  stehen  in  analoger  Bt- 
zieliung  zu  einander. 

In  jedem  Breieck  liegen  der  gememschafUiche  ScJmittpunli 
H  der  drei  Höhen,  der  auch  das  OrQiocenh^m  genannt  wird^ 
der  ScimittpUfnkt  S  der  drei  Medianen  oder  Mittellinien,  der  auch 
Barycentrum  heisst  und  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ist,  und 
der  Schnittpunkt  M  der  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten  errichteten 
drei  Lothe  (das  Centrum  des  umschriebenen  Kreises)  in  einer  und 
derselben  Geraden,  der  sogenannten  Euler'sclien  Geraden, 
Novi  Comm.  Petrop.,  11,  1765,  p.  114. 

Die  Strecke  HM  mrd  durch  den  in  ihrem  Inneren  ge- 
legenen Punkt  S  in  dem   Verhältniss  HSiSM  =  2:1  getheüt. 


Der  Neunpunktekreis,  der  irriger  Weise  (siehe  den  unten 
citirten  Mackay)  von  einigen  Autoren  auch  der  Euler' sehe  Kreis 
genannt  wird,  ist  der  durch  die  drei  Mittelpunkte  der  Seiten 
des  Dreiecks  gehende  Kreis.  Er  gelit  audi  durch  die  Fuss- 
pu/nkte  der  drei  Höhen  und  durch  die  drei  Mittelpunkte  der  von 
den  Ecken  nach  dem  Orthoccntrum  (dem  Schnittpu/nkt  der  drei 
Höhen)  gezogenen  Strecken. 

Das  Centrum  N  des  Neunpunktekreises  hat  eine  solche  Lage 
auf  der  Euler' selten  Geraden,  dass  die  Strecke  MN  innerJialb 
durcli  S  und  ausserhalb  durch  H  in  dem  Verhältniss  2:1  ge- 
theüt wird. 

Der  Badius  des  Neunpunktekreises  ist  die  Hälfte  des  Halb- 
messers des  umschriebenen  Kreises. 

Der  Neunpunktekreis  berührt  in  vier  Punkten  die  vier  dem 
Dreieck   von   innen   und   von  aussen    eingeschriebenen  Kruse. 

Dieses  Theorem  ist  von  Feuerbach,  Eigensdiaften  einiger 
merkwürdiger  Punkte  des  geradlinigen  Dreiecks,  Nürnberg  1822; 
der  Neunpunktekreis  ist  deshalb  von  einigen  Autoren  auch  der 
Feuerbadi'sche  Kreis  genannt  worden. 

Der  Neunpunktekreis  berührt  audi  jeden  der  eivölf  von  innen 
und  von  aussen  eingesdiriebenen  Kreise  der  vier  Dreiecke,  deren 
Ecken  in  dem  Orthocentrum  und  je  zweien  der  drei  Eckpunkte 
des  Dreiecks  liegen.  Theorem  von  W.  Hamilton,  Nouv.  Ann., 
1862,  p.  183. 

Auf  dem  Neunpunktekreis  gibt  es  noch  andere  bemerkens- 
werthe  Punkte:  zwei  Schröter' sclie  Punkte,  Nouv.  Ann.,  1865, 
p.  178,  einen  Vinarie'schen  Punkt,  Mathesis,  1888,  einen  Lemoine'- 
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scken  Punkt,  Journ.  de  math.  ilem,  de  Longdiamps,  1889,  p.  93; 
1890,  p.  118,  zwei  Baubäls'sche  Punkte,  ib.,  1891,  p.  215. 

Der  Neunpunktekreis  ist  ein  specieller  Fall  des  Neunpunkte- 
kegdscfinitts,  d.  h.  des  Eegelschnitts,  der  durch  die  sechs  Mittel- 
punkte der  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks  und  die  drei 
Diagonalecken  geht. 

Wenn  eine  der  Ecken  des  Vierecks  das  Orthocentrum  für 
die  übrigen  drei  ist,  so  wird  aus  diesem  Kegelschnitt  ein  Kreis,  und 
tcenn  die  vier  Ecken  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  so 
tcird  der  Kegelschnitt  eine  gleidiseitige  Hgperhel. 

Der  Neunpunktekegdschniti  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  der 
Kegdschnitte  des  Büschels^  welches  zu  Basispunkten  die  vier  Ecken 
des  Vierecks  hat. 

Als  Literatur  über  den  Neunpunktekreis  und  -Kegelschnitt 
führen  wir  an:  Brianchon  und  Poncelet,  Ann.  de  Gerg.,  11, 
1820,  p.  215;  Steiner,  ib.,  19,  1828,  p.  86;  Die  geometr. 
Canstruct.  mittelst  der  geraden  Linien  und  eines  festen  Kreises, 
Berlin  1833,  p.  55;  Giornale  arcadico  di  Borna,  1844;  Hamil- 
ton, Hart,  Salmon,  Casey,  Q^art.  Journ.,  4,  1860;  Kücher, 
GrunerVs  Arcli.,  47;  Schröter,  CreUe,  68;  Math.  Ann.,  7;  Lappe, 
CreUe,  71;  Baur,  Scidömüch's  Zeitschr.,  12;  Schubert,  ib.,  16; 
Battaglini,  Bend,  Acc.  Napöli,  1862;  Trudi,  Criorn,  di  mat., 
1;  Beltrami,  Giom,  di  mat,  1;  Memorie  Acc,  Bologna,  (2),  2, 
1863;  (3),  5,  7,  1875,  1877.  lieber  die  Geschichte  des  Neun- 
punktekreises siehe  Mackay,  Proc.  of  the  B.  Soc.  of  Edinburgh, 
11,  1892,  1893.  

Der  Taylor'sche  Kreis  wird  durch  die  Eigenschaft  charak- 
terisirt,  dass  er  durch  die  sechs  Punkte  geht,  welche  die  recht- 
winkligen Projectionen  der  Fusspunkte  der  Höhen  auf  die  Seiten 
des  Grunddreiecks  sind.     Proc.  Lond.  Mctth,  Soc.,  20,  1889. 

Betrachtet  man  ein  beliebiges  zu  dem  Grunddreieck  homo- 
thetisches  (ähnliches  und  ähnlich  liegendes)  Dreieck  und  nimmt 
den  Lemoine'schen  Punkt  zum  Homothetiecentrum,  so  schneiden 
sich  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  in  sechs  auf  demselben  Kreis 
liegenden  Punkten;  solche  Kreise  heissen  T  ucker 'sehe. 

Der  umschriebene  Kreis ^  die  beiden  Lemoine* sehen  Kreise 
und  der  Taylor'sche  Kreis  sind  specielle  FäUe  der  Tucker^scfien; 
der  Ort  der  Mittdpunkte  aller  Tucker'schen  Kreise  ist  eine  Gerade 
(der  Durchmesser  des  Brocard'schen  Kreises). 

Die  Enveloppe  der  Tucker'schen  Kreise  ist  eine  sogenannte 
Brocard'sche  Ellipse,  die  zu  Brennpunkten   die  beiden  Brocard'- 
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sehen  Punkte  hat,  dem  Dreieck  eingeschrieben  ist  und  die  Seiten 
in  den  Fusspunkten  der  Sjnunedianen  berührt.  Brocard,  Ann.  de 
Toulouse,  1887;  Journ.  des  maÜi,  speciales,  1889;  Gatalan, 
Meni.  de  Belgique,  49,  1891. 


Ein  anderer  elementarer  aber  interessanter  Satz  aus  der 
Dreiecksgeometrie  ist  der  folgende: 

Wenn  vofi  einem  Funkt  der  einem  Dreieck  umschriebcfien 
Kreisperipherie  LoÜie  auf  die  drei  Seiten  gefällt  werden,  so  liegen 
die  Fusspunkte  dieser  Lo^e  in  einer  Geraden  {der  Simpson'schen 
oder  Wallace^schen  Geraden,  der  Fusspunktgeraden  des 
Dreiecks). 

Die  Enveloppe  der  Simpson'sdten  Geraden  ist  eine  drei- 
spit£ige  Hypocycloide  (Steiner);  vergl.  Kap.  17,  §  12. 

Das  Pedalentheorem  theilte  Servois,  Ann,  de  Gerg.,  4, 
1813,  1814,  p.  251  mit  und  schrieb  es  Simpson  zu;  Gergonne, 
ib.  gab  einen  analytischen  Beweis  des  Satzes  und  wollte  ihn  auf 
das  Tetraeder  ausdehnen,  machte  dabei  jedoch  Fehler,  die 
Durrande  erkannte,  ib.,  7.  Steiner,  ib.,  19  vervollständigte 
das  Theorem  durch  den  eben  erwähnten  Satz  über  die  Enveloppe. 
Mit  einer  Erweitenmg  beschäftigte  sich  Beltrami,  Mem,  Acc. 
Bologna,  (3),  5,  7,  1875,  1877. 

Siehe  auch:  Brocard,  Bull.  Soc.  maÜfi.,  1872,  1877  und 
Mackay,  Soc.  math.  Edinh.,  9,  1890;  Assoc.  Franq.,  1893. 
Weitere  literarische  Angaben  findet  man  in  dem  Interm.  des 
matfi.,  3,  p.  160;  4,  p.  7. 


Das  Studium  der  sogenannten  Dreiecksgeometrie  begann 
erst  in  neuerer  Zeit. 

Wir  sehen  von  anderen  vereinzelten  Arbeiten  ab,  die  älter 
sind  oder  bereits  oben  citirt  wurden  und  erwähnen  von  den  ersten 
wichtigen  Untersuchungen  in  Bezug  auf  die  Dreiecksgeometrie: 
Lemoine,  Nouv.  Ann.,  1873;  Ass.  Frang.,  1873,  1874;  Bro- 
card, Nouv.  Corr.  maiJi.  de  Catalan,  3,  1877,  1879,  1880; 
Neuberg,  ib.,  1879,  1880;  Ass.  Franq.,  1888;  Mdm.  de  Bel- 
gique, 1890;  Schonte,  Acad.  d'Amsterdam,  1886;  Cesaro, 
Nouv.  Ann.,  1SS7 ]  Mafhesis,  1890;  etc.  Siehe  auch  Lemoine, 
Bull.  Soc.  matk.,  12,  p.  72;  14,  p.  167. 

Den  grössten  Theil  der  Eesultate  findet  man  in  dem  eng- 
lischen Werk  von  Casey,  A  sequel  to  Euclid,  1888  zusammen- 
gestellt, von  welchem  auch  eine  französische  üebersetzung  existirt, 
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Geom,  eltm.  recente,  Paris,  1890;  ein  anderes  Werk  derselben 
Art  ist  von  Poulain,  Nouv.  g^am.  du  triangle,  Paris  1892, 
Croville-Morant,  editeur. 

Eine  sehr  kurz  gefasste  Uebersicht  über  einige  Resultate  ist  in 
dem  von  Lugli  redigirten  Periodico  di  mat,  6  erschienen. 

Ueber  den  geschichtlichen  Theil  siehe  Yigarie,  Esquisse 
historique  sur . .  .la  geom.  du  triangle,  Assoc.  Fran^.,  1889. 

Die  bis  jetzt  gemachten  Erweiterungen  der  oben  angefahrten 
Sätze  betreffen  ins  Besondere  das  Yierseit,  Hexagon,  etc.  und 
dann  das  Tetraeder. 

Die  ersteren  sind  von  Neuberg,  Mathesis,  1885;  Tucker, 
EduccU.  Times,  1885;  Casey,  Irish  Äcad.,  1886;  Mathesis, 
1890;  Neuberg  und  Tarry,  Ass.  Fran^.,  1886;  etc. 

Erweiterungen  auf  das  Tetraeder  sind  von  Piquet,  Assoc. 
Frang.,  1874;  Neuberg,  Mem.  de  VAcad.  de  Bdgique,  1884  und 
andere  von  Beltrami,  1.  c. 

Von  deutschen  Arbeiten  sind  die  werthvoUe  Zusammen- 
stellung von  Lieber,  Programm  der  StetHner  Friedricfi-Wühelm- 
sdiüle,  1886/87:  Ueher  die  GegenmitteUinie  und  den  Grebe'schen 
Punkt;  über  den  Brocard' sehen  Kreis  und  Emmerich,  die 
Brocard*schen  Gebilde  und  ihre  Beziehungen  zu  den  verwandten 
fnerhwiirdigen  Punkten  und  Kreisen  des  Dreiecks,  Berlin  1891 
hervorzuheben.  Selbststftndige  Untersuchungen  sind  aus  den  Kreisen 
der  deutschen  Gymnasiallehrer  im  Aufgabenrepertorium  der  Hoff- 
mann'schen  Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissenschaft- 
lichen Unterricht  sowie  in  Programmabhandlungen  veröffent- 
licht worden.  Wir  erwähnen  nur  die  Bromherger  Programm- 
äbhandkmgen  von  Eiehl  1881,  1888  und  die  Becklinghauser 
von  Artzt,  1884,  1886. 


Kapitel  IIL 
Die  Kegelschnitte. 

§  1.    Die   projeotive  Erzeugung   der   Kegelschnitte.      ITn- 
mittelbar  daraus  hervorgehende  Eigenschaften. 

Die  Theorie  der  Kegelschnitte  lässt  sich  auf  synthetische 
projective  Art  und  auf  analytische  Art  entwickeln. 

Nach  der  projectiven  Methode  können  die  Kegelschnitte 
folgendermassen  definirt  werden. 

Man  denke  sich  zwei  homologe  Ehenen  (vergl.  Kap.  l),  die 
entweder  conlocal  sind  oder  nicht,  und  welche  das  Homologie- 
centrum S  und  die  Homologieaxe  s  hahen.  Den  Punkten  eines 
in  der  einen  Ebene  gelegenen  Kreises  entsprechen  in  der  anderen 
die  Punkte  einer  Kurve,  welche  Kegelsdiniif  heisst  imd  die  beiden 
Fundamentaleigenschaften  besitzt: 

1)  da^s  jede  Gerade  Hirer  Ebene  sie  in  ztvei  Funkten  oder 
einem  einzigen  Punkt  oder  keinem  schneidet; 

2)  dass  sich  von  jedem  Funkt  der  Ebene  zwei  Tangentm 
oder  eine  Tangefite  oder  keine  an  sie  ziehen  lässt. 

Daraus  ergibt  sich  die  Definition,  welche  die  alten  Griechen 
der  ganzen  Theorie  zu  Grunde  gelegt  haben,  dass  der  Kegel- 
schnitt die  durch  den  Schnitt  eines  Kreiskegels  mit  einer  Ebene 
erzeugte  Curve  ist;  denn  auf  diese  Art  sind  der  Kreis  und  der 
Kegelschnitt  in  perspective  Lage  gebracht. 

Die  Tangenten  an  den  Kreis  entsprecJien  den  Tangenten  an 
den  Kegelschnitt. 

Wenn  in  der  erstefi  der  beiden  homologen  Ebenen  die  Orenz- 
gerade,  d.  h.  die  Gerade,  welche  der  unendlicti  fetJten  Geradefi 
der  zweiten  Ebene  entspricht,  den  Kreis  in  zwei  Funkten  sdmeidet, 
so  Mt  der  entsprechende  Kegelschnitt  zwei  reelle  unendlich  ferne 
Funkte  und  heisst  Hyperbel;  wenn  die  Ghenzgerade  den  Kreis 
beriihi,  so  '''»^  ^''♦*  Kegelscfmitt  nur  einen  unendlich  fernen  Punkt 
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und  wird  Parabel  genannt;  trifft  schliesslich  die  Grenzgerade 
den  Kreis  nicht,  so  hat  der  Kegelschnitt  überhaupt  keine  reellen 
unendlich  fernen  Punkte  und  heisst  Ellipse. 

Definirt  man  die  Kegelschnitte  als  die  Curven,  welche  durch 
die  Schnitte  eines  Kreiskegels  mit  einer  Ebene  entstehen,  d.  h. 
als  die  perspective  Figur  eines  Kreises,  so  entsprechen  die  drei 
yerschiedenen  Kegelschnitte  den  drei  verschiedenen  Lagen,  welche 
die  schneidende  Ebene  in  Bezug  auf  den  Kegel  annehmen  kann: 
sie  kann  aUe  Erzeugenden  schneiden  (Ellipse)  oder  einer  Er- 
zeugenden parallel  sein  {Parabel)  oder  zweien  parallel  sein 
{Hierbei). 

Eine  andere  projective  Definition  der  Kegelschnitte  ist  die 
folgende: 

Man  habe  in  einer  Ebene  zwei  projective  SträJdenbüsdiel  mit 
verschiedenen  Scheiteln  0,  (/.  Die  Sdinittpunkte  der  sich  ent- 
sprechenden Strahlen  bilden  einen  Kegelschnitt,  welcher  durch 
die  beiden  Scheitel  der  Büschel  geht  und  dessen  Tangenten  in  diescfi 
Punkten  die  der  VerbindungsUme  Off  entsprechenden  Geraden  sind. 

Und  correlativ: 

Man  habe  in  einer  Ebene  zwei  projective  Punktreihen  mit 
verscfnedenen  Trägern.  I>ie  Geraden,  welche  die  sicfi  entsprechefi- 
den  Punkte  verbinden,  sind  die  Tangenten  an  einen  Kegelscfmitt, 
der  die  beiden  zu  (rrund  liegenden  Geraden  in  den  Punkten  be- 
rührt, die  ihrem  Schnittpunkte  entsprechen. 

Eine  andere  Definition  der  Kegelschnitte  lässt  sich  auch  auf 
Grund  der  Betrachtimgen  in  Kap.  1,  §  3  geben: 

Der  KegelschniU  ist  der  Ort  der  Doppelpunkte  einer  invölu- 
tarischen  Dualität  oder  Polarität. 

Oder  auch: 

Der  Kegelschnitt  ist  die  EirüiüUende  der  Dappelgeraden  einer 
Polarität. 

Die  Parabel  wird  von  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
Ebene  berührt. 

Es  gibt  ztvei  Gerade  der  Ebene,  welcJie  sich  in  endlicfier 
Entfernung  scfmeiden  und  die  Hyperbel  in  Üiren  beiden  unendlich 
fernen  Punkten  berühren.  Diese  Geraden  heissen  die  Asymptoten 
der  Hyperbel. 

Wenn  der  Scheitel  ff  in  einer  gegebenen  Richtung  unendlich 
fem  liegt,  so  kann  der  Strahl  des  Büschels  (ff),  welcher  dem  der 
gegd>enen  Bichtung  paraUelen  Strähl  von  (0)  entspricht,  im  End- 
lidien  oder  Unendlichen  liegen;  in  dem  ersten  Fall  erhält  man 
eine  Hierbei,  in  dem  zweiten  eine  Parabel. 
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Wenn  die  beiden  Scheitel  0^  ff  in  zwei  verschiedenen  Ridt- 
tungen  im  Unendlichen  liegen,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  HyperbeL 

Die  Geraden,  welche  die  Paare  sich  entsprechender  Punkte 
in  zwei  ähnlichen  Punktreihen  verbinden,  hüUen  eir^  Parabel  ein. 

Aus  diesen  Definitionen  ergibt  sich  sofort: 

Bas  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Geraden,  weldie 
von  vier  Punkten  des  Kegelsdmitts  wocÄ  einem  variabelen  Punkt 
des  Kegelschnitts  gezogen  werden,  ist  constant  und  pflegt  das  an- 
harmonische  Verhältniss  der  vier  Punkte  des  Kegel- 
schnitts genannt  zu  werden. 

Das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Punkte,  in  denen 
irgend  vier  feste  Tangenten  eines  Kegelschnitts  von  einer  variabelen 
Tangente  geschnitten  werden,  bleibt  bei  dem  Variiren  dieser  5**" 
Tangente  constant  Es  heisst  das  anharmonische  Verhält- 
niss der  vier  Tangenten  des  Kegelschnitts. 

Das  anharmonische  Verhältniss  von  vier  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  ist  dem  der  vier  Berührungspunkte  gleich. 

Die  Tangenten  an  eine  Parabel  sihneiden  zwei  feste  Tan- 
genten an  die  Parabel  in  Punkten,  welche  zwei  ähnUche  Punkt- 
reihen bilden. 

Daraus  folgt:  Von  zwei  festen  Tangenten  an  eine  Parabel 
schnöden  alle  anderen  Tangenten  proportionale  Thetle  ab, 

Ond  umgekehrt:  Die  Geraden,  welche  die  sich  entsprechenden 
Punkte  zweier  in  einer  Ebene  liegender  ähiüicher  Punktreihen  ver- 
binden, hüllen  eine  Parabel  ein,  welche  die  beiden  Geraden,  die 
Träger  der  Punktreihen  sind,  berührt. 

Bei  einem  Kegelschnitt  ist  das  Product  der  Segmente  constant, 
welche  eine  variäbele  Tangente  auf  zwei  festen  para^len  Te^n- 
gent^n  bestimmt,  wenn  die  Segmente  von  den  Berührungspunkten 
der  Tangenten  aus  gerechnet  werden. 

§  2.  Die  projeotiven  FundamentaleigenBohAften  der  Kegel- 
schnitte.  Die  Theoreme  von  Fasoal,  Brianohony  Desargues. 

Wenn  ein  Sechseck  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  wird, 
so  schneiden  sich  die  drei  Paare  von  Gegenseiten  in  drei  Punkten 
einer  und  derselben  Geraden,     Das  PascaVsche  Theorem,  1640. 

Wird  ein  Sechseck  einem  Kegelschnitt  umschrieben,  so  treffefi 
»ich  die  Geraden,  welche  die  drei  Paare  von  Gegenecken  ver- 
binden, in  demselben  Punkt,   Das  Btiünchon'sche  Theorem,  1806. 

Sind  zwei  Dreiecke  homolog,  so  gehören  die  Punkte,  in  denen 
die  Seiten   '       '        die  nicht  entsprechenden  des  anderen  schneiden, 
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einem  Kegelscfmitt  an,  und  die  Geraden,  die  von  den  Ecken  des 
einen  nach  den  nicht  entsprechenden  Ecken  des  anderen  gehen, 
berühren  einen  zweUen  Kegelschnitt.     Das  Steiner'sche  Theorem, 

Wenn  ein  Dreieck  derart  4^formirt  wird,  dass  seine  Seiten 
um  feste  Punkte  rotiren,  während  zwei  Eckpunkte  sich  auf  zwei 
festen  Geraden  bewegen,  so  beschreibt  der  dritte  Eckpwnkt  einen 
Kegelschnitt.     Das  Maclaurin^ sehe  Theorem,  1721. 

Wird  ein  Dreieck  so  deformirt,  dass  seine  Eckpunkte  sidi 
auf  festen  Geraden  bewegen,  während  zwei  Seiten  um  feste  Punkte 
rotiren,  so  hiiUt  die  dritte  Seite  einen  Kegelschnitt  ein. 

Wenn  ein  Fünfeck  in  einen  Kegelschnitt  eingeschrieben  wird, 
so  liegen  der  Schnittpunkt  zweier  nicht  aufeinander  folgender  Seiten, 
der  Schnittpunkt  zweier  anderer  nicht  consecutiver  Seiten  und  der 
Punkt,  in  dem  die  fünfte  Seite  die  in  der  gegenüberliegenden  Ecke 
berührende  Tanger^  trifft,  in  einer  Geraden  und  correlativ. 

Wird  ein  Viereck  in  einen  Kegelschnitt  eingeschrieben,  so 
liegt  der  Punkt,  in  welchem  sich  die  in  zwei  Gegenecken  an  den 
Kegdsdinitt  gelegten  Tangenten  schneiden,  in  einer  Geraden  mit 
den  beiden  Schnittpunkten  der  Paare  von  Gegenseiten. 

Das  vollständige  von  vier  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt 
gebildete  Vierseit  und  das  vollständige  von  den  vier  Berührungs- 
punkten gebildete  Viereck  haben  dasselbe  Diagonaldreieck.  Vergl. 
Kap.  2. 

Wenn  ein  Vierseit  um  einen  Kegelschnitt  beschrieben  wird, 
so  gehen  die  Geraden,  wdche  die  Berührungspunkte  zweier  Gegen- 
seiten verbinden,  durch  den  Schnittpunkt  der  Diagonalen.  Durch 
diesen  Punkt  gehen  auch  die  Diagonalen  des  eingeschriebenen 
Vierseiis,  welches  zu  Ecken  die  vier  Beriüirungspunkte  der  vier 
Seiten  des  ersteren  hat,  und  die  vier  Diagonalen  bilden  eine  har- 
nionische Gruppe.  Femer  liegen  die  Schnittpunkte  der  Paare  v&n 
Gegenseiten  der  beiden  Vierseite  in  einer  Geraden  und  bilden 
ebenfalls  eine  harmonische  Gruppe. 

Beschreibt  man  ein  Dreieck  in  einen  Kegelschnitt,  so  treffen 
die  Tangenten  m  den  Eckpunkten  die  gegenüberliegenden  Seiten  in 
Punkten  einer  Geraden. 

Wenn  ein  Dreieck  um  einen  Kegelschnitt  beschrieben  wird, 
so  gehen  die  Geraden,  wdche  die  Eckpunkte  mit  den  Berührungs- 
punkten der  gegenüberliegenden  Seiten  verbinden,  durch  denselbcfi 
Punkt. 

Eine  Transversäle  schneidet  einen  Kegelschnitt  und  die  Gegen- 
seiten eines  eingeschriebenen  Vierecks  in  drei  Paaren  invölutorisch 
conjugirter  Punkte  (Desargues)  und  correlativ. 
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Wenn  ein  Viereck,  welches  beständig  in  einem  Kegdschniti 
eingeschrieben  bleibt,  so  defarmirt  ivird,  dass  drei  seiner  Seiten 
um  drei  feste  in  dner  Geraden  liegende  Punkte  roUren,  so  dreht 
sidi  auch  die  vierte  Seite  um  einen  anderen  festen  Funkt  derselben 
Geraden. 

In  einem  umschriebenen  Dreieck  tvird  jede  Seite  durch  ihren 
Berührungspunkt  und  durch  die  Gerade,  welche  die  Berührungs- 
pttnkte  der  beiden  anderen  Seiten  verbindet,  harmonisch  getheilt. 
Der  correlative  Satz  gilt  für  das  eingeschriebene  Drdeck. 

Wenn  die  Sehne,  welche  die  Berührungspunkte  zweier  Tan- 
genten verbindet  (d.  h,  die  Berührungssehne  zweier  Tangenten)^ 
durch  den  Schnittpunkt  zweier  anderer  Tangenten  gefä,  so  werden 
die  beiden  ersten  Tangenten  harmonisdi  durch  die  letzteren  getheüt 
und  umgekehrt. 

Wenn  zwei  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt  sicfi  in  einem 
Punkt  der  Berüiirungssehne  zweier  anderer  Tangenten  treffen,  so 
liegt  umgekehrt  auch  der  Schnittpunkt  der  letzteren  auf  der  Be- 
rührungssehne  der  ersteren. 

Der  Scbnittpunkt  S  zweier  Tangenten  und  die  Berührungs- 
sehne  s  beissen  Pol  bez.  Polare]  d.  b.  S  wird  der  Pol  von  s  und 
s  die  Polare  von  S  genannt. 

Der  Pol  und  die  Polare  bez.  eines  Kegelschnitts  fallen  mit 
dem  Pol  und  der  Polaren  in  einer  Polarität  zusammen,  für  welche 
der  Kegelschnitt  der  Ort  der  Doppelpunkte  ist. 

Die  Polare  s  eines  Punkts  S  kann  aucb  als  der  Ort  der 
Schnittpunkte  der  Paare  von  Gegenseiten  der  eingeschriebenen 
Vierecke,  deren  Diagonalen  durch  S  geben,  definirt  werden,  oder 
auch  als  der  Ort  eines  Punktes  P,  der  harmonisch  zu  Ä  in  Be- 
zug auf  die  Schnittpunkte  von  SP  mit  dem  Kegelschnitt  liegt. 

Die  Polare  eines  Punkts  des  KegelscJinitts  ist  die  Tangente 
in  diesem  Punkt. 

Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer  Geraden  bewegt,  so  rotirt 
seine  Polare  um  einen  Punkt. 

Zwei  Punkte,  von  denen  jeder  auf  der  Polaren  des  anderen 
liegt,  beissen  conjugirt  oder  reciprok  bez.  des  Kegelschnitts  und 
ebenso  werden  zwei  Gerade,  von  denen  jede  durch  den  Pol  der 
anderen  geht,  conjugirt  oder  reciprok  genannt. 

Sind  zwei  Punkte  reciprok,  so  sind  audi  ihre  Polaren  reciprok. 

Ein  Dreieck,  von  dem  jede  Ecke  der  Pol  der  gegenüber- 
liegenden Seite  ist,  heisst  ein  bez.  des  Kegelschnitts  sic/i  selbst  con- 
jugirtes  Dreieck  (Polardreieck). 
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Dk  J>iag(mdUck€n  des  durtJi  mer  Funkte  eines  Kegelsdiniits 
hestimmten  vollständigen  Vierecks  bilden  ein  Pölardreieck  und 
carrelativ  bilden  auch  die  Diagonalseiten  des  durch  vier  Tangenten 
an  einen  Kegelschnitt  bestimnUen  vollständigen  Vierseits  ein  Fölar' 
dreieck. 

Wenn  ein  Dreieck  in  einen  Kegelschnitt  eingeschrieben  wird, 
so  schneidet  die  einer  Seite  bez.  des  Kegelschnitts  reciproke  Gerade 
die  beiden  anderen  Seiten  in  zwei  recipröken  Punkten.     St  au  dt. 

Wenn  zwei  Paare  von  Gegenecken  eines  vollständigen  Vier- 
seits bez.  eines  reellen  oder  imaginären  Kegelschnitts  reciproke 
^Punkte  einer  Polarität  sind,  Kap.  1,  §  3,  so  müssen  auch  die  beiden 
übrigen  Gegenecken  in  derselben  Polarität  reciprok  sein.     Hesse. 

Wenn  von  zwei  Dreiecken  das  eine  in  einer  Polarität  dem 
anderen  pdar  ist,  so  sind  sie  homolog,  und  umgekehrt  sind  zwei 
homologe  Dreiecke  stets  in  einer  Polarität  polar  zu  einander. 

Bei  zwei  Dreiecken  hat  jede  der  folgenden  drei  Eigenschaften 
die  beiden  übrigen  zur  Folge: 

1.  dass  sie  in  derselben  Polarität  sich  selbst  canjugirt  sind; 

2.  dass  sie  bei  einem  Kegelschnitt  eingesdirieben  sind; 

3.  dass  sie  bei  einem  Kegelschnitt  umschrieben  sind. 


§  3.   Hauptformeln  der  aaalytiflohen  Geometrie  der 

KegelBOhnitte. 

Die  analytische  Definition  der  Kegelschnitte  lautet: 
Es  seien  x^,  x^,  x^  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes 
der  Ebene.    Der  KegclsdmUt  ist  dann  der  analytisch  durch  eine 
Beziehung  2**'^  Grads  zwischen  den  x  vom  Typus 

8 

f{x)  =  ^ttijXiXj  =  0,  (aij  =  aji) 
1 

dargestellte  geometrische  Ort;  darin  sind  ctn^a^,...  constante 
Coefficienten.     (Die  Gleichung  der  Kegelscfinifte.) 

Daher  pflegt  man  die  Kegelschnitte  auch  Kurven  ztceiter 
Ordnung  zu  nennen. 

Wenn  das  Fundamentaldreieck  der  Coordinaten  ein  sich 
sdbst  conjugiertes  Dreieck  ist,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  des 

Kegelsdmitts  auf  die  canoniscfie  Form  ^a^^x^  ==  0,  so  dass  also 

die  Coefficienten  aij,  bei  denen  i^j  ist,  Ntdl  werden. 

Nehmen  wir  dagegen  an,  u^,  u^,  u^  seien  die  homogenen 
Coordinaten   einer   Geraden   der  Ebene,    so    stellt  eine   ähnliche 
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Relation  2^^  Grades  zwischen  den  u  eine  Enveloppc  dar,  d.  h. 
eine  Gurre,  welche  alle  Gerade,  deren  Coordinaten  dieser  Re- 
lation genügen,  zu  Tangenten  hat,  siehe  Kap.  1,  S.  28.  Diese 
Curre  ist  ebenfalls  ein  Kegelschnitt.  Man  nennt  den  Kegelschnitt 
daher  auch  Kurve  2^^  Cliisse. 

Die  Gleichung  in  jPunAi^coordinaten  pflegt  man  Ihtnki- 
gleidiung,  die  in  Geradencoordinaten  Tangentialgleichung  zu  nennen. 

Aus  der  Gleichung  des  Kegelschnitts  geht  hervor,  dass  der 
Kegelschnitt  bestimmt  ist,  wenn  die  Werthe  der  Verhältnisse 
von  fünf  Goefficienten  der  Gleichung  zu  dem  letzten  Goefficienten 
festgesetzt  sind. 

Ein  Kegelschnitt  ist  auf  eine  endlidie  Anzahl  von  Arten 
bestimmt,  tcenn  r  Punkte  gegeben  sind,  durch  wdche  er  gehtn. 
und  s  Gerade,  welcHic  er  berühren  soU,  und  dabei  r  -|-  ^  =  ^  ist. 

Speciell  gilt: 

durcfi  5  Punkte  geht  nur  ein  Kegelschnitt; 

durdi  vier  Punkte  gehen  zwei  Kegelschnitte,  die  eine  gegebene 
Gerade  berühren ; 

durch  3  Punkte  vier  Kegelschnitt,  die  zwei  gegebene  Gerade. 

durch  2  Punkte  vier  Kegelschnitte,  die  drei  gegebene  Gerade. 

durch  einen  Punkt  zwei  Kegelschnitte,  die  vier  gegebef\e 
Gerade  berüJiren. 

Es  gibt  nur  einen  Kegelschnitt,  der  fünf  gegebene  Gerade 
berührt. 

Eine  reichhaltigere  Sammlung  von  Sätzen  dieser  Art  findet 
man  in  Kap.  15,  §  4. 

Wir  wollen  (die  Discriminante) 

I    «11      «12      «13 

A  =  I    ^21      «22      «ä8 

I    «31      «32      «83 

setzen  imd  die  algebraische  Adjungirte  des  Elements  a^j  dieser 
Determinante  (d.  h.  die  mit  ( —  1)*+'''  multiplicirte  Determi- 
nante, welche  durch  Streichen  der  ***"  Zeile  imd  f^  Columne 
aus  der  Determinante  A  hervorgeht)  mit  Aij  und  die  Adjungirte 
^33  dann  mit  B  bezeichnen. 

Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  Gartesischen  Goordinaten 
X,  y  erhält  man  aus  der  allgemeinen  Gleichung  auf  Seite  79, 
wenn  x^  =  1,  x^  =  x,  5Cg  ==  y  gesetzt  ^vird.  Es  sei  o  der 
Winkel  zwischen  den  beiden  schiefen  Gartesischen  Axen  und 
ausserdem 

C  =  «11  -j"  «22  —  2  a^g  cos  w. 


§  3.   Verschiedene  Arten  von  Kegelschnitten.  81 

Man  erhält  dann  das  folgende  wichtige  Besultat: 
Bei  jeder  beliebigen  Transformation  der  Carieslschen  Coordi- 
naten  bleiben  die  Ausdrücke 


sin'o)  '     sin'o}  '     sin'co 

unverändert  (sind  invariant),*) 

Daraus  folgt: 

Bei  jeder  beliebigen  Transformation  der  Cartesischen  Coor- 
dinaten  behalten  die  Ghrössen  A,  B,  C  immer  dasselbe   Vorzeichen. 

Bei  rechtwinkligen   Coordinaten   wird   die   Grösse  C  gleich 

^11  "I"  ^s5  mithin: 

Geht  man  von  rechtwinkligen  Axen  zu  anderen  ebenfalls 
rechtwinkligen  Axen  über,  so  bleibt  die  Grösse  a^^  -j-  a^  un- 
verändert. 

Je  nach  den  Werthen  der  Coef&cienten,  die  reeU  voraus- 
gesetzt werden,  hat  der  durch  die  Gleichung  2**^  Grads  dar- 
gestellte Ort  verschiedene  Gestalten.  Behält  man  die  eben  für 
die  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  gegebenen  Definitionen  bei  (siehe 
oben),  so  gelten  die  Sätze: 

Nimmt  man  an,  A  sei  von  Null  verschieden,  so  erhält  man 
für  B>0  eine  Ellipse,  für  B<0  eine  Hyperbel  und  für  B  =  0 
eine  Pardbel. 

Für  -B  >  0  besteht  die  EUipsc  nur  dann  aus  reellen  Punkten, 
wenn  -^a^^  <  0  und  iloga  <  ^  ^^'  wobei  die  eine  dieser  Un- 
gleichheiten für  B^  0  die  Folge  der  anderen  ist;  im  anderen 
FaU  erhält  man  eine  Ellipse,  deren  Punkte  imaginär  sind  (eine 
imaginäre  Ellipse).  Ist  femer  -B  <  0  oder  B  =  0,  so  ergibt 
sich  immer  eine  reelle  Hyperbel  oder  eine  reelle  Parahel,  wenn 
nur  A  von  Nidl  verschieden  ist. 

Wenn  seHdiesslich  -4  =  0  ist,  so  erhält  man  in  jedem  Fäll  ein 
Paar  Gerade  und  nicht,  wie  bisher,  einen  eigcntlidien  Kegelschnitt; 
dieses  Paar  besteht  aus  imeiginären  Geraden,  di^  sich  in  einem 
reellen  Punkt  in  endlicher  Entfernung  scfmeiden,  wenn  J9  >  0  ist. 


*)  Zwischen  diesem  Satz  und  der  Behauptung  Bepert.  1,  Eap.  12, 
§  16,  p.  334,  dasB  das  System  eines  einzigen  Kegelschnitts  keine  ab- 
soluten Invarianten  habe,  besteht  kein  Widerspruch.  Die  Invarianten, 
von.  denen  oben  die  Rede  ist,  hängen  nicht  nur  von  den  Coefficienten 
des  Kegfeischnitts,  sondern  auch  von  den  Coordinatenaxen  ab,  die 
immer  Cartesische  Axen  bleiben  müssen ;  mithin  sind  die ,  Transfor- 
mationen, von  denen  wir  hier  sprechen,  nicht  alle  möglichen,  wie 
Bepert.  1,  p.  334,  sondern  nur  diejenigen,  welche  die  unendlich  ferne 
Gerade  der  Ebene  unverändert  lassen. 

Pftscali  Bepertorlam.  IL  6 
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und  aus  reellen  Geraden,  die  sich  in  einem  reellen  Punkt  in  end- 
licher Entfernung  treffen,  wenn  J5  <  0  ist,  und  schliesslich  aus 
zwei  parallelen  reellen  oder  imaginären  Geraden,  oder  auch  aus 
zwei  in  eine  einzige  reelle  Gerade  zusammenfallenden  Geraden 
für  B  =  0. 

Wenn  der  Kegelschnitt  eine  reelle  Ellipse  ist,  so  kann  man 
seine  Gleichung  (in  nicht  homogenen  Coordinaten)  durch  geeignete 
Wahl  der  Coordinatenaxen  auf  die  Gestalt 

^  -I-  ^-  =  1 
a«  ^  6*         ^ 

hringefi,  und  wenn  die  Ellipse  imaginär  ist,  auf 


■    "  1 

a^  ^' 


Ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  so  lässt  sich  seiner 
GleicJiung  hei  passender  Wahl  der  Äxen  die  Gestalt 

?^*  _  ^  —  1 
a*        6*  ~  ^ 

gi^en, 

Ist  er  sddiesslidi  eine  Parabel,  so  lautet  die  einfachste  Form 

der  Gleichtmg: 

y^=px. 

Eine  allgemeine  Gleichung  ^^  Grads  von  dem  gewöhüicfien 
Typus,  deren  Terme  2^^  Grads  ein  vollständiges  Quadral  bilden, 
stellt  eine  Parabel  dar,  wenn  A  von  JSuU  versdiieden  ist. 

Jede  homogene  rationale  Gleichung  2^^  Grades  ztcischen  x 
und  y  mit  reellen  Coefficienten  stellt  ein  Paar  Gerade  dar,  die 
durch  den  Anfangspunkt  gelten. 

Soll  die  allgemeine  Gleichung  2^^  Grades  ein  Paar  Geralde 
darstellen,  so  ist  es  nöthig,  dass  sich  ihre  linke  Seite  in  zwei  ratio- 
nale Fadorm  i**^  Grads  in  x  und  y  zerlegen  lasse. 


Die  allgemeine  Gleichung  2^^  Grades  stellt  einen  Kreis  dar, 
wenn  A  von  Null  verschieden,  ct^i  =  ctn  und  a^^  ^=  a^^  cos  g> 
ist,  wobei  unter  co  der  Winkel  zwischen  den  Axen  verstanden 
wird.  Der  Kreis  ist  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  J-a^^  <  0 
oder  -laji  >  0  ist. 

Für 'rec^it winklige  Axen  muss  daher 

a^i  =  «22,  «12  =  0     sein. 


§  3.   Die  unendlichfemen  imaginären  Kreispimkte.  83 

Der  Gleichung  des  Kreises  kann  man  hei  rechtunnldigen 
Axen  die  Gestalt 

gehen,  worin  a  und  ß  die  heiden  MiUdpmiktscoordinaten  und  r 
den  Radhus  hezeicknen;  hei  schiefen  Axen  dagegen  lässt  sich  die 
Gleichung  auf  die  Form 

{x  —  a)*  +  {y  —  ßy  -\-  2{x  —  a)  {y  —  ß)  cos  w  =  r* 

reduciren,  wenn  (o  den  Augenwinkel  hedeutet. 
Ist  die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises 

öu(^*  +  a;y  cosc»  +  y^)  +  2a^^x  +  2a^^y  +  033  =  0 
gegehen,  so  sind  die  Miüelpunktscoordinaten: 

CC  =  : — S , 

Oji  Bin'  CO  ' 

ß  -_  «18  COS  a  —  q,g 

und  der  Radius  ist  durch 

Eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  rechtwinklig  aufeinander 
stehen,  beisst  gleichseitig. 

Für  die  gleichseitige  Hyperhel  muss 

^11  "I"  ^82  —  2  ^12  cosfo  =  0     sein. 

Alle  Kreise  der  Ehcne  werden  von  der  unendlich  fernen 
Geraden  in  denselht^  heiden  imaginären  Punkten  geschnitten, 
tcelche  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkte  der 
Ehene  genannt  werden. 

Jeder  Kegelschnitt,  der  durch  die  heiden  imaginären  Kreis- 
punkte  geht,  ist  ein  Kreis. 

Die  Tangentialglcichung  der  heiden  imaginären  Kreispunkte  ist 

w«  +  t»  =  0. 

Die  trigonometrischen  Tangenten  der  Winkel,  welche  die  in 
diesen  Punkten  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  mit  der  x-Axe 

hüden,  sind  tga  =  +  i  =  +  ^  —  1;  die  Tangenten  an  alle 
Kreise  in  den  imaginären  Kreispunkten  sind  daher  als  parallel 
anzusehen. 

Der  Winkel  a  miiss  als  unendlich  gross  hetrachtet  werden. 
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Die  GlcicJitmg  der  Tangente  an  den  KegelschniU  in  einem 
Funkt  mit  den  Coordinaten  x ,  y    lautet: 

(a^  X  +  a^^y  +  a^j)  x  +  {a^^x  +  «m^'  +  «m^^ 

+  («31^'  +  «««y'  +  «83)  =  ö- 
Die  Karmale,  d.  h.  das  Loth  auf  die  Tangente  in  dem  Be- 
rührungspunkt, hat  hei  orthogonalen  Äxen  die  Gleicfiung: 

X  —  x'  ^^  y  —  y 

«11  ^'  +  «if  y'  +  «18      "fi  •»'  +  «11  y  +  "»8 ' 

Bezeichnet  man  mit  f{x,y)  die  linke  Seite  der  Kegel- 
schnittsgleichimg,  so  sind  die  Tangenten,  welche  man  von  einem 
Punkt  X,  y'  an  den  Kegelsdinitt  ziehen  kann,  reeU  und  verschieden, 
reell  und  zusammenfallend  oder  imaginär,  je  nacfidem  das  Produci 

negativ,  NuU  oder  positiv  ist. 

Die  Bedingung,  damit  die  Gerade  mit  der  Gleichung 

ux  -\-  vy  -{-  1  =  0 

eine  Tangente  an  den  gegebenen  Kegelsdmitt  mit  dir  gewöhfüicheti 
Gleichung  sei,  ist 

Ai^^  +  2^ijt<r  +  ^22^'*  +  2-4.13«  +  2^3^  +  ^88  =  0, 
trorin   A^i,A^^,...    die    algehraiscficn    Adjumgirten    der    gletcfi- 
namigen  Elemente  in  der  Determinante  A  sind. 

Wenn  u,  v  als  Geradencoordinaten  interpretirt  werden,  so 
ist  die  vorstehende  Relation  die  Tangtntialgleicfiung  des  Kegel- 
sehnitts  oder  die  Gleichung  des  Kegelsdmiäs  in  Liniencoordinateji, 

Die  Gleichung 

(«11  aj'  +  flu/  +*ai8)^  +  («21^'  +  «22/  +  «as)^  + 

+  («31^'  +  «82^  +  «33)  =  Ö' 
worin  x',  y   nicht,  wie  bisher,  die  Coordinaten  eines  Punkts  der 
Curve,  sondern  allgemein  eines  beliebigen  Punkts  der  Ebene  sind, 
stellt   die   Polare   (siehe   §  2)    des   Pimkts   x ,  y    {des  Pols)    in 
Bezug  auf  die  Curve  dar. 

Damit  zwei  Punkte  (x,  y),  {x\  y')  conjugirt  seien  (§  2),  muss 

a^^xx'  +  a^^ixy"  +  x'y')  +  a^^i/y"  +  a^^{x  +  x") 

+  «23 (/  +  y')  +  «83  =  ö    «^*«- 

De»'  Pol  der  Geraden 

Ix  -{-  ^Ly  -{-  V  =  0 
hat  zu  Coordinaten: 
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Zu  jeder  Geraden  gehört  hez.  eines  Kegelschnitts  nur  ein  Fol; 
eine  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  der  Kegelschnitt  in  ein 
Geradenpaar  ausartet,  also  Ä  ^=s  0  ist.  In  diesem  FaU  haben 
alle  durch  den  Schniäpunkt  des  Geradenpaares  gehenden  Geraden 
unendlich  viele  Pole,  welche  ehenfaUs  eine  durch  den  Schnittpunkt 
gehende  Gerade  erfüllen;  die  Polare  des  Schnittpunkts  ist  in  diesem 
FaU  unbestimmt. 

Die  Bedingung,  unter  tvelcher  zwei  Gerade 

X"x  +  ^"y  +  v"  =  0 
conjugirt  sind,  lautet: 


=  0. 


0 

X' 

f 
V 

r 

«11 

«12 

«13 

«M 

«2S 

«23 

V 

«»1 

«32 

«38 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  eines  Systems  von  Sehnen,  welche 
derselben  Richtung  parallel  sind,  ist  eine  Gerade,  die  Durch- 
messer des  Kegelschnitts  genannt  wird. 

Der  Durchmesser  ist  die  Polare  des  in  der  Bichtung  der 
von  ihm  hälbirten  Sehnen  unendlich  fem  gelegenen  Punkts. 

ÄUe  Durchmesser  gehen  durch  einen  Punkt,  welcher  der 
Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  heisst.  Jede  durch  den  Mittel- 
punkt gehende  Gerade  ist  ein  Durchmesser. 

Der  Mittelpunkt  ist  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden 
der  Ebene. 

Die  Tangenten  in  den  Punkten,  in  welchen  ein  Durclimesser 
die  Curve  trifft,  sind  den  von  dem  Durchmesser  hälbirten  Setinen 
paraUel. 

Wenn  der  Coordinatenanfang  in  dem  Mittelpunkt  des  Kegel- 
sdmitts  liegt,  so  fehlen  in  der  Gleichung  des  Kegelschnitts  die 
Terme  ersten  Grads  in  den  Coordinaten. 

Die  Gleichung  des  Durchmessers,  welcJier  die  Sehnen  halbirt, 

die  paraUel  zur  Geraden  —  =  —  sind,  lautet: 

y        n         * 

(«11^  +  «12«)^  +  («21»»  +  «22'*)y  +  («31»*  +  «32»*)  =  ^' 

Speciell  gilt  für  die  Durchmesser,  welche  die  Sehnen  halbiren. 
die  den  Coordinatmaxen  paraUel  sind: 

«11^  +  «12i/  +  «18  =  ö, 
«21^  +  «22^  +  «23  =  ^- 
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Bei  der  Parabel  liegt  der  Mittelpunkt  unendlich  fem  und 
sind  daher  alle  Durchmesser  parallel. 

Die  Coardinaten  Xq,  y^  des  Mittelpunkts  eines  Kegelschnitts 
sind: 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  heissen  zwei  Durdtmesser 
cofijugirt,  wenn  der  eine  die  dem  anderen  parallelen  Sehnen 
halbirt. 

Die  unendlich  vielen  Paare  conjugirter  Durchmesser  bilden 
eine  Involution,  deren  Doppelsirahlen  die  (bei  der  Hypei'bel  reellen, 
bei  der  Ellipse  imaginären)  Asymptoten  sind. 

ZwiscJten  den  Winkelcoefficientcn*)  ,  ~  zweier  conjugirter 
Durchmesser  bestellt  die  Belation 

a^^mm'  -[-  a^^{mn'  +  wi'n)  -[-  o^j»»'  =  0. 
Der   Winkeleoefficient  der  Durclimesser  der  Parabel  ist 

_  ?u  oder  -  ^  • 

Die  Winkelcoefficienten  der  beiden  Asymptoten  der  Hyperbel 
sind  durch  die  Gleichung 

«11  w'  4"  2ai2m»  -j"  (^ii^^  =  Ö     gegeben. 

Die  vereinigte  Gleicümng  für  die  beiden  durch  den  Coordi- 
fiatcfianfang  parallel  zu  den  Asymptoten  gezogenen  Geraden  lautet: 

«11  a^*  +  2al3X^/  +  a^^y^  ==  0. 

Der  Flächeninhalt  des  aus  der  Tangente  und  den  beiden 
Asymptoten  gebildeten  Dreiecks  ist  bei  der  Hyperbel  consta^it. 

Bei  der  Mlipse  und  der  Hyperbel  gibt  es  unter  deti  unend- 
lich vielen  Paaren  conjugirter  Durchmesser  ein  Paar,  dessen 
Durcfimesser  senkrecht  aufeinander  stehen.  Diese  beiden  Durch- 
messer heissen  die  Axen  imd  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Curve 
die  Scheitel. 

♦)  Eigentlich  pflegt  man  Winkeleoefficient  einer  Geraden  das 
mit  umgekehrtem  Vorzeichen  genommene  Verhältniss  zwischen  den 
Coefficienten  von  x  und  y  in  der  auf  rechtwinklige  Cartesische  Coor- 
dinaten  bezogenen  Gleichung  der  Geraden  zu  nennen.  Wir  wollen 
diese  Benennung  aber  hier  auch  auf  schiefe  Coordinaten  ausdehnen. 
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Bei  der  Partibel  gibt  es  nur  einen  Durchmesser,  der  auf  den 
ran  ihm  halbirten  Sehnen  senkrecht  steht;  auch  er  wird  Äxe 
genannt. 

Die  Axen  sind  immer  reeU  und  sind  Symmetricaxen  der 
Curve. 

Bei  der  Hyperbel  halbiren  die  Axen  die  Winkel  emsdien 
den  Asymptoten.  Die  eine  von  Urnen  trifft  die  Curve  in  zwei 
reellen  Punkten  und  heisst  die  Hauptuxe  oder  die  reelle  oder 
focale  oder  auch  transversale  Axe,  die  andere  wird  die  imaginäre 
Axe  genannt. 

Die  vereinigte  Gleicüiuhg  für  die  Axen  des  Kegelsdmiits 
lautet 

(a^  cos  a>  —  ai2)  (^r  —  x^y  -f  (a^  —  u^)  {x  —  x^  (y  —y^)  — 

—  («22  COS  w  —  ttjg)  {y  —  y^y  =  0, 

worin  co  der  Winkel  zwischen  den  Coordinatenaxen  ist  und  Xq,  y^ 
die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  bedeuten. 

Die  Gleichung  für  die  Axe  der  Parabel  ist: 

^ii^-t-OwJ^-l-öisi  ä,,"+a„-2ai,  cos«  " ^• 

Wenn  die  Coordinatenaxen  zwei  conjugirte  Durchmesser  sind 
(specieU  mit  den  Axen  des  Kegelschnitts  zusammenfallen),  so  hat 
die  Gleichung  des  Kegelschnitts  di€  Gestalt 

eL  +  mL^i. 

die  Grössen  a^,  b^  heissen  die  Längen  der  conjugirten  Halb- 
messer, 

Wenn  die  Coordinatenaxen  die  Axen  des  Kegelschnitts  sind, 
so  werden  die  Grössen  a^,  b^  die  Halbaxen  genannt.  Sdmeidef 
die  Axe  den  Kegelschnitt,  so  sind  die  Halbaxen  die  Abstände  des 
Mittelpunkts  von  den  Schnittpunkten. 

Die  Längen  der  Halbaxen  erhält  man  aus  den  Formeln 


y  bq,'  y  bq,' 

tcorin  q^,  q^  die  beiden   Wurzeln  der  Gleichung 


=  0 


o^  —  q,  a^^  —  Q  cos  €0 

ajj  —  q  cos  00,  a^  —  q 

oder  der  Gleichung 

sin*  cö'^*  —  C  -  q  -{■■  B  =  0     bezeichnen  (siehe  oben,  S.  80). 
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Die  auf  die  Äympiokn  bezogene  Gleicfiung  der  Hyperbel  hat 
die  Form 

^y  +  i'  =  0. 

Die  Gleichung  der  EUipse  oder  Hyperbel  in  Bezog  auf 
einen  Durdimesser  als  x-Axe  und  die  Tangente  in  einem  seiner 
Endpunkte  als  y-Äxe  ist  von  dem  Typus 

a^x^  +  \y^  +  Cjic  s=  0. 
Die  Gleichung  der  Parabd  lautet  in  diesem  FaU 

y^=poc. 

Die  Zahl  p  heisst  der  dem  gewählten  Durchmesser  ent- 
sprechende Parameter'^  ist  der  Durchmesser  die  Axe^  so  wird  p 
der  Hauptparameter  genannt. 

Die  Folargldchung  der  Ellipse  oder  Hyperbel  ist  in  Bezug 
auf  das  Centrum  als  Pol: 


±  (1  —  c*  cos*  6)  ' 

icorin  das  positive  Zeichen  für  die  Ellipse,  das  negative  für  die 
Hyperbel  gilt  und  e  die  sogenannte  numerische  Excentricität 
ist  (§  5). 


§  4.    Die  hauptsäohlioliflten  metrisolien  Eigensohaften  der 

KegelBOhnitte. 

Wenn  ein  Kegelschnitt  die  Seiten  BC,  CA,  AB  eines  Drei- 
ecks in  den  Punkten  D,  D';  E,  E^;  F,  F'  schnädet,  so  besteht 
die  Relation: 

BD    BD'     CE'  CE     äF^äF'  _ 
CD  .  CD"  *  AE  •  AE  '  BF  •  BF  ~  ^' 

das  Car not* sehe  Tfieorem,  Geotn,  de  posit.,  p.  437;  und  um- 
gekehrt, wenn  die  Punkte  D,  D';  E,  E';  F,  F'  auf  den  Seiten 
eines  Dreiecks  dieser  Relation  genügen,  so  liegen  sie  auf  einem 
Kegelschnitt. 

Bei  der  Ellipse  ist  die  Summe  der  Quadrate  zweier  con- 
jugirter  Halbmesser  constant,  bei  der  Hyperbel  dagegen  die  Diffe- 
renz der  Quadrate  ziveier  conjugirtcr  Halhmessir. 

Bei  der  Ellipse  sowohl  wie  bei  der  Hyperbel  ist  der  Flächen- 
inhalt des  über  zwei  conjugirten  Halbmessern  consfruirten  Paräl- 
Idogramms  constant. 


§  4.   Die  metrischen  Eigenechaften  der  Kegelschnitte.         S9 

Das  Rechteck  aas  den  Segmenten,  welche  zwei  conjugirtc 
Durchmesser  auf  einer  festen  Tangente  vom  Berührtmgspwnkt 
aus  bestimmen,  ist  constant  dem  Quadrat  über  dem  der  festen 
Tangente  paraUelen  Halbmesser  gleich. 

Wenn  man  ein  ParaXklogramm  über  zwei  canjugirten  Halb- 
messern der  Hyperbel  consiruirt,  so  ist  eme  seiner  Diagonalen  eine 
Asymptote  und  die  andere  der  zweiten  Asymptote  paräUel. 

Das  Bedhteck  aus  den  Segmenten,  welche  eine  veränderliche 
Tangente  auf  zwei  festen  pardtlelen  Tangenten  von  ihren  Be- 
riüirungspunkten  aus  bestimmt,  ist  constant  dem  Quadrat  über  dem 
den  festen  Tangenten  parallelen  Halbmesser  gleich. 

Das  Rechteck  aus  den  Segmenten,  tcelche  zwei  veränderliche 
parallele  Tangenten  von  einer  festen  Tangente  abschneiden,  ist 
dem  Quadrat  Ober  dem  der  festen  Tangente  paraUelen  Halb- 
messer gleich. 

Das  Über  zwei  Halbmessern  construirte  Parallelogramm  hat 
den  gleichen  Inhalt,  wie  das  aus  den  beiden  zu  ihnen  conjugirten 
Hälbmessem  gebildete  Parallelogramm. 

Die  beiden  von  einem  Punkt  aus  an  den  Kegelschnitt  (Ellipse 
oder  Hyperbel)  gezogenen  Tangenten  sind  den  ihnen  paraUelen 
Halbmessern  proportional. 

Das  Product  aus  den  beiden  Segmenten  einer  durch  einen 
festen  Punkt  gehenden  Secante  ist  dem  Quadrat  des  ihr  parallelen 
Halbmessers  proportional. 

Die  Quadrate  eines  Systems  paralleler  Sehnen  sind  den  Pro- 
ducten  der  Segmente  proportional,  die  von  den  Seltnen  auf  dem 
ihrer  Richtung  conjugirten  Durchmesser  bestimmt  werden. 

Die  Producte  der  Segmente,  welche  eine  Gerade,  die  einer 
Asymptote  der  Hyperbel  parallel  ist,  oder  ein  Durdimesser  der 
Parabel  auf  einem  System  paralleler  Sehnen  bestimmt,  sind  den 
Segmenten  proportional,  welche  die  Sehnen  von  dieser  Geraden 
abschneiden. 

Das  Product  der  Segmente,  welche  von  einer  beliebigen  Tangente 
an  eine  Hyperbel  auf  den  beiden  Asymptoten,  von  iltrem  Schmitt- 
punkt  an  gerechnet,  bestimmt  werden,  hat  einen  constanten  Werth. 

Der  Flächeninhalt  des  von  einer  Tangente  an  die  Hyperbel 
und  von  den  Asymptoten  gebildeten  Dreiecks  ist  constant. 

Der  zwischen  den  Asymptoten  liegende  Theil  einer  Tangente  ^ 
an  die  Hyperbel  wird  von  dem  Berührungspunkt  halbirt. 

Die  beiden  Segmente,  welche  eine  Hyperbel  und  ihre  Asym- 
ptoten von  einer  Transversalen  abschneiden,  haben  denselben 
Mittelpunkt. 
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Wenn  ein  Viereck  in  einen  Kegelschnitt  eingeschrieben  trird, 
so  hat  das  Prodiict  der  Abstände  eines  hdiehigen  Pitnkis  der 
Curve  van  zwei  Gegenseiten  ein  constantes  YerhäUniss  zu  dem 
Product  der  Abstände  desselben  Punkts  von  den  beiden  anderen 
Gegenseiten.     Bas  Pappus'sdie  Theorem. 

Wird  ein  Vierseit  einem  Kegelschnitt  umschrieben,  so  hat  das 
Product  der  Abstände  einer  beliebigen  Tangente  von  zwm.  Gegen- 
ecken  ein  constantes  Vethältniss  zu  dem  Product  der  Abstände 
derselben  Tangente  von  den  beiden  anderen  Ecken. 

Wenn  man  um  zwei  feste  Punkte  einer  Hyperbel  swei 
Strählen  rotiren  lässt,  die  sich  beständig  auf  der  Curve  sdmeiden. 
so  hat  das  von  diesen  Strdfden  auf  einer  Asymptote  abgeschnittene 
Segment  immer  dieselbe  Länge. 

Eine  der  Diagonalen  des  Parallelogramms,  von  wddiem  zwei 
Gegenecken  auf  der  Hyperbel  liegen  und  dessen  Seiten  den  Asym- 
X)toten  parallel  sind,  geht  stets  durch  den  Mittelpunkt 

Bei  der  Parabel  ist  die  Subnormale,  d.  h.  der  Abstand  des 
Fusspunkts  des  von  einem  Punkt  der  Parabel  auf  die  Axe  gefätUen 
Lothes  von  dem  Durchschnittspunkt  der  Normalen  mit  der  Axe  (vergl. 
Kap.  16,  §  1),  constant  und  dem  halben  Hauptparameter  gleidt. 

Der  Flächeninhalt  des  von  drei  Tangenten  an  die  Parabel 
gebildeten  Dreiecks  ist  die  Hälfte  des  Inhalts  des  von  den  Be- 
rtütrungspunkten  der  Tangenten  gebildeten  Dreiecks. 

Der  Scimittpunkt  der  Höhen  eines  jeden  in  eine  gleichseitige 
Hyperbel  eingeschriebenen  Dreiecks  liegt  auf  der  Curve. 

Bei  jedem  in  eine  gUicJiseitige  Hifpcrbd  eingeschriebenen 
recüitmnkligen  Dreieck  steid  die  Tangente  in  dem  Scheitel  des 
rechten   Winkels  senkrecht  auf  der  Hypotenuse. 

Der  Kreis,  tvelcher  einem  in  Bezug  auf  eine  gleichseitige 
Hyperbel  conjugirten  Dreieck  eingesdmeben  ist,  geJd  durch  defi 
Mittelpunkt  der  Curve. 

§  5.    Fooale  EigenBOliaften  der  Kegelsohnitte. 

^5  gibt  im  Allgemeinen  vier  (reeUe  oder  imaginäre)  Punklc 
von  der  Beschaffenheit,  dass  alle  durdi  jeden  von  ilinen  gehende 
Paare  von  conjugirten  Geraden  Pcuire  von  aufeinander  senk- 
rechten Geraden  sind.  Diese  Punkte  werden  Brennpunkte  ge- 
nannt. 

Bei  der  Ellipse  und  der  Hyperbel  existiren  zwei  reelle 
Brennpunkte  in  endlirhfr  Entfernung,  die  auf  der  einen  Axe  sym- 
metrisch  zum  Mit^  «wd  sich  innerhalb  der  Curve 
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befinden,  so  äass  die  von  ihnen  nadi  der  Curve  gezogenen  Tan- 
genten imaginär  sind. 

Bei  der  Parabel  gibt  es  nur  einen  einzigen  reellen  in  endr 
lidier  Entfernung  auf  der  Äxe  und  innerhalb  der  Curve  gelegenen 
Brennpunkt. 

Die  Axe,  auf  welcher  die  reellen  Brennpunkte  liegen,  heisst 
die  Hauptaxe,  auch  Brennpunktsaxe. 

Bezeichnet  man  mit  a,  ß  die  Halbaxen  der  Ellipse  oder 
Hyperbel,  so  liegen  die  reellen  Brennpunkte  der  EHdpse  auf  ihrer 

grossen  Axe  in  dem  Abstand  +  }^a*  —  (3*   vom    Centrum    und 

die  der  Hyperbel  in  dem  Abstand  +  Yc^  -["  1^^  ^'^^*^  Centrum  auf 
derjenigen  der  beiden  Axen,  welche  die  Curve  in  reellen  Punkten  trifft. 

Directrix  heisst  die  Polare  eines  Brennpunkts. 

Bei  der  EUipse  und  Hyperbel  gibt  es  zwei  Directricen, 
die  reeU  sind,  und  senkrecht  auf  der  Brennpunktsaxe  stehen;  bei 
der  Paräbd  dagegen  nur  eine  reeUe,  die  ebenfalls  senkrecht  zur 
Hauptaxe  ist 

Die  Gleichung  der  Directrix  erhalt  man  durch  Substitution 
der  Coordinaten  eines  Brennpunkts  in  die  Gleichung  der  Polaren. 

Das  VerJiältniss  der  Abstände  eines  Curvenpunkts  vom  Brenn- 
punkt und  von  der  entsprechenden  Directrix  ist  constant.  Es 
heisst  die  numerische  Exceniricität  und  hat  für  die  Ellipse 
den   WerUh 

worin  a  und  ß,  wie  oben,  die  Halbaxen  der  beiden  Curven  sind. 

Für  die  Ellipse  ist  die  Exceniricität  kleiner,  für  die  Parabel 
gleich  und  für  die  Hyperbel  grösser  als  1.  Die  Punkte  der 
Parabel  liegen  also  gleich  weit  von  dem  Brennpunkt  und  der 
Directrix  entfernt. 

Bei  der  Ellipse  ist  die  Summe,  bei  der  Hyperbel  dagegen 
die  Differenz  der  StraJden  constant,  die  von  einem  Punkt  der 
Curve  nach  den  beiden  reellen  Brennpunkten  gezogen  werden. 

Das  Produd  der  Abstände  der  beiden  Brennpunkte  von  einer 
Tangente  an  die  Curve  ist  constant. 

Die  Tangente  und  die  Normale  in  einem  Punkt  der  Curve 
halbiren  die  Winkel  der  beiden  Brennsirahlen. 

Bei  der  Parabel  halbiren  die  Tangente  und  die  Normale  in 
einem  Punkt  die  Winkel  ztviscJien  dem  Brennstrahl  (Badius  vector) 
und  dem  durdi  den  betreffenden  Punkt  der  Curve  gehenden  Durch- 
messer. 
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Die  beiden  reellen  Brennpunkte  der  Ellipse»  liegen  auf  der 
grossen  Axe;  der  Abstand  eines  jeden  von  ihnen  vom  liiUeHpunkt 
ist  die  eine  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  andere 
Kathete  die  kleine  Halbaxe  und  dessen  Hypotenuse  die  prasse 
Halbaxe  ist. 

Bei  der  Hgperbd  ist  der  Abstand  eines  Brennpunkts  vofn 
Centrum  die  Hypotenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Katheten 
die  Hälbaxen  sind. 

Eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  die  durch  denselben  Punkt 
gehen  und  dieselben  Brennpunkte  haben,  schneiden  sich  rechttvinklig. 

Die  Normale  zum  Kegelschnitt  zerlegt  den  Abstand  zu>ischen 
den  Brennpunkten  in  Theile,  die  den  Brennstrahlen  proportio- 
nal sind. 

Der  zu  einer  Sehne  gehörige  Winkel,  dessen  Scheitel  im 
Brennpunkt  liegt,  wird  von  der  Geraden  halbirt,  welche  den 
Brennpunkt  mit  dem  Pol  der  Sehne  verbindet. 

Die  Verbindungsgerade  des  Brennpunkts  mit  dem  Fol  einer 
durch  diesen  Brennpunkt  gehenden  Sehne  steJit  senkrecfä  auf  der  Sehne. 

Der  Winkel,  welcher  dem  zwischen  zwei  festen  Tangenten 
enthaltenen  Theil  einer  veränderlichen  Tangente  am  Brennpunkt 
gegenüberliegt,  ist  constant 

Das  Bechteck  aus  den  Segmenten  einer  Brennpunktsse^me 
hat  stets  dasselbe  constante  Verhältniss  zur  ganzefi  Sehne, 

Die  Summe  zweier  Brennpunktssehnen,  welche  zwei  cemjugirten 
Durchmessern  parallel  sind,  ist  constant. 

Die  Summe  der  reciproken  Werihe  zweier  orthogonaler  Brenn- 
punktssehnen ist  constant 

Der  Abstand  eines  Punkts  der  Hyperbel  vom  Brennpunkt 
ist  der  von  diesem  Punkt  paraUel  zu  der  Asymptote  gezogenen 
und  von  der  Diredrix  begrenzten  Geraden  gleich.  , 

Bei  der  Parabel  haben  der  Seßinittpunkt  einer  Tangente  mit  \ 
der  Hauptaxe  und  der  Berührungspunkt  gleichen  Abstand  vom 
Brennpunkt. 

Der  Winkel  zwischen  zwei  Tangenten  ist  bei  der  Parabel 
dem  Jialben  Winkel  zmschen  den  beiden  nach  den  Berührungs- 
punkten gezogenen  Brennstrahlen  gleich. 

Bei  der  Parabel  geht  der  Kreis,  weldher  dem  aus  drei  Tan- 
genten gebildeten  Dreieck  umschrieben  wird,  durch  den  Brennpunkt 

Die  drei  Höhen  des  aus  drei  Tangenten  gebildeten  Dreiecks 
schneiden  sich  bei  der  Parabel  auf  der  Diredrix. 

Die  beiden  von  einem  Punkt  der  Diredrix  nach  der  Paralxl 
gezogenen  Tangenten  stehen  senlcrecht  aufeinander. 
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Bei  der  Parabel  ist  der  Parameter  eines  beliebigen  Dv^cJi- 
messers  (vergl.  §  3)  dem  vierfachen  Abstand  des  EndpunJcts  des 
Durchmessers  vom  Brennpunkt  gleich. 

Die  Polargleichung  der  EUipse  oder  Hyperbel  lautet,  icenn 
man  einen  der  Brennpunkte  als  Pol  tccffilt: 

^        a     1  +  c  COB  6  ' 

worin  a,  b  die  Halbaxen  und  e  die  numerische  Excentricität  (vergl. 
S.  91)  bedeuten. 

Die  Polargleidiung  der  Parabel  ist  für  den  Brennpunkt  als  Pdl 

^         1  —  cos  ö  ' 
worin  unter  p  der  Hauptparam^eter  der  Parabel  verstanden  wird. 
Wenn  -j  +  rj  =  1  ein  Kegelsdmitt  (Ellipse  oder  Hyperbel) 
ist,  so  stellt  die  Gleichung 

m  welcher  X  ein  beliebiger  Parameter  ist,  einen  zu  dem  gegebenen 
Kegelschnitt  confocälen  (homofoccHen)  Kegelschnitt  dar,  d.  h.  einen 
Kegelschnitt  mit  denselben  beiden  reellen  Brennpunkten, 


Die  Kegelschnitte,  als  Schnitte  eines  Eoreiskegels  mit  einer 
Ebene,  haben  schon  die  alten  Griechen,  Apollonius,  Pappus 
etc.  zum  Gregenstand  ihrer  Forschungen  gemacht  imd  fast  alle 
Haupteigenschaften  der  Brennpunkte,  Asymptoten,  conjugirten 
Durchmesser  etc.  aufgefunden. 

Weitere  Studien  über  die  Kegelschnitte  verdankt  man  Desar- 
gues,  B.  Pascal,  Delahire,  Newton,  Maclaurin  imd  anderen 
Mathematikern  des  17.  und  18.  Jahrhimderts;  von  Desargues 
und  Delahire  rührt  z.  B.  die  systematische  Einführung  der 
Theorie  der  Pole  imd  Polaren  her,  von  Blaise  Pascal  die 
Entdeckung  jenes  berühmten  Theorems  (siehe  §  2),  das  von  so 
grosser  Bedeutung  für  die  projective  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte geworden  ist. 

Durch  die  Coordinatenmethode,  die  Gartesius  in  seiner  Geo- 
metrie 1637  einführte,  wurde  man  in  den  Stand  gesetzt,  diese 
Gurren  von  einem  neuen  Gesichtspunkt  zu  studiren,  und  durch  ana- 
lytische Formeln  die  Eigenschaften  nachzuweisen,  die  man  bisher 
auf  synthetischem  Weg  bewiesen  hatte. 
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Wir  haben  schon  am  Ende  des  ersten  Kapitels  yerschiedene 
Lehrbücher  über  die  Kegelschnitte,  welche  der  einen  oder  der 
anderen  Methode  folgen,  citirt;  wir  fähren  hier  noch  an:  den 
ersten  Band  der  Vorlestmgen  über  Geometrie  von  C  leb  seh, 
herausgeg.  v.  Lindemann,  Leipzig,  1875  und  Steiner,  Vor- 
lesungen über  synthetische  Geometrie,  1.  Tbl.  bearb.  v.  Geiser, 
3.  Aufl.,  Leipzig,  1887,  2.  Tbl.  bearb.  v.  Schroeter,  3.  Aufl., 
ib.  1898.  Eingehende  historische  Nachweise  findet  man  in  dem 
Äpergu  histori^e  etc.  2.  ed.,  Paris  1875  von  Chasles. 

Gundelfinger,  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte^ 
1895  behandelt  die  Kegelschnitte  in  homogenen  Coordinaten. 

§  6.    KegelschnittbÜBOheL 

Zwei  Kegelschnitte  schneiden  sich  in  vier  (reellen  oder  ima- 
ginären) Punkten  und  haben  tner  Tangenten  gemeinschaßlic?t. 

Wenn  f=0,  f  =  0  die  Gleichungen  der  beiden  Kegel- 
schnitte in  Punkt-  oder  Geradencoordinaten  sind,  so  steUt  die 
Gleichung 

in  welcher  k  ein  beliebiger  constanter  Parameter  ist,  einen  Kegel- 
schnitt dar,  welcfier  durch  die  vier  Sdinittpunkte  der  beiden  ge- 
gebenen getit  oder  bez.  die  vier  den  beiden  gegebenen  Kegel- 
scJinitt-en  gemeinschaftlichen  Tangenten  berührt. 

Wir  wollen  alle  durch  die  Gleichung  f  -\-  If  =  0  dar- 
gestellten Kegelschnitte  ein  Büschel  nennen,  wenn  /"«^O,  /^  =  0 
Gleichungen  in  Punktcoordinaten,  imd  eine  Schar,  wenn  /"  =  0, 
f  =  0  Gleichimgen  in  Tangentencoordinaten  sind. 

Die  vier  Schnittpunkte  der  beiden  Kegelschnitte  kann  man 
Basispunkte  des  Büschels  nennen. 

Unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  gibt  es  drei,  welche 
in  zwei  Gerade  zerfallen,  unter  den  Kegelschnitten  der  Schar  da- 
gegen drei,  die  sich  auf  ein  PuMepaar  reduciren, 

Bas  Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vierecks,  welches  zu 
Eck^i  die  vier  BasispumMe  des  Büschels  hat,  ist  ein  sich  selbst 
in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  conjugifies  Dreieck, 

Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht  ein  Kegelschnitt  des 
Büschels  und  jede  Gerade  der  Ebene  wird  von  einem  Kegelschnitt 
der  Schar  berührt. 

Jede  Gerade  der  Ebene  wird  von  zwei  Kegelschnitten  des 
Büschels  berührt  und  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  zwei 
Kegelschnitte  der  Schar. 


«n 

-Xh,,, 

«12 

^2^12^ 

«18           ^^13 

«21 

A&ji, 

«22 

Xh^, 

«23           ^^8 

«81 

Xh^u 

«88 

^^82^ 

«88           ^^88 
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Die  SdiniUfmnkte  der  Kegelsdmitte  eines  Büsdtels  mit  einer 
Geraden  bilden  auf  dieser  eine  Involution,  deren  Doppelpttnkte 
die  Berühru/ngspunkte  derjenigen  beiden  Kegelsdmitte  des  Büschels 
sind,  welche  die  Gerade  berühren.  Der  carrelative  Satz  gut  für 
die  Sdiar, 

Der  Ort  der  Centren  der  Kegelschnitte  des  Büschels  ist  ein 
Kegelschnitt,  der  durdi  die  6  Mittelpunkte  der  Seiten  des  aus 
den  4  Basispunkten  des  Büschels  gebildeten  Vierecks  und  durch 
die  drei  Diagonalecken  geht  (der  Neunpunktekegelschnitt,  vergl. 
S.  70,  71).  Liegen  die  4  Basisptmkte  auf  einem  Kreis,  so  ist 
der  NeunpunktekegelschniM  eine  gleicIiseiUge  Hyperbel, 

Wenn 

f=2(^ik^i^k>   {^ik  =  ^ki)^ 

ist,  SO  hat  die  Discriminante  (vergl.  §  3)  eines  Kegdschnitts  des 
Büschels  f—Xf  =  0  die  Gestalt: 


A(A)  = 


Hat  die  Gleichung  3^^  Grads  A(A)  =  0  eine  Doppel- 
irurzel,  so  fallen  zwei  der  Basispunkte  des  Büschels  zusammen; 
das  Büsclid  besteht  demnach  aus  KegelscJmitten,  die  sich  in  einem 
Punkt  berühren. 

Wenn  A(A)  =  0  eine  Doppelwurzel  hat  und  alle  Minoren 
^'  Ordnung  der  Determinante  A  für  diesen  Werth  von  X  ver- 
schivinden,  so  berühren  sich  alle  Kegelschnitte  des  Büscfiels  und 
mithin  auch  die  beiden  gegebenen  in  zwei  Punkten;  die  Ver- 
bindungsgerade dieser  beiden  Punkte  heisst  die  Doppelgeraäe  des 
Büschels. 

In  diesem  Fall  gibt  es  unendlich  viele  sich  selbst  in  Bezug 
auf  ääe  Kegelschnitte  des  Büscfiels  conjugirte  Dreiecke;  alle  diese 
Dreiecke  haben  eine  Seite,  nämlich  die  Dqppelgerade ,  gemein- 
schafÜi(^i. 

Wenn  die  sämmUichen  drei  Wurzeln  von  A(X)  =  0  ein- 
ander gleich  sind,  ohne  dass  für  diese  Wurzel  die  ünterdeter- 
minanten  Sf^  Ordnung  von  A  verschwinden,  so  haben  alle  Kegel- 
schnitte des  Büschels  in  einem  Punkt  eine  Berührung  2^^  Ord- 
nung (d.  h,  eine  dreipunktige  Berührung)  und  ausserdem  noch 
einen  anderen  Punkt  gemeinschaftlich.   In  diesem  Fall  gibt  es  nicht 


96  Kapitel  lU.   Die  Kegelschnitte. 

mehr  ein  gemeinsames  sidi   selbst  canjugirtes  Dreieck  im  eigent- 
lichen Sinn. 

Sind  sMiesslich  alle  Wursdn  van  A(>L)  =  0  einander  gleich 
und  verschwinden  gleidizeitig  für  diesen  Werfh  von  k  die  Unter- 
dcterminanten  2^^  Ordnung  von  A,  so  findet  zwischen  den  beideft 
Kegelschnitten  und  mithin  auch  zwisdien  den  Kegdschmtten  des 
Büschels  in  einem  Punkt  eine  Beriifirung  5**'  Ordnung  statt,  d.  h. 
die  vier  Schnittpunkte  vereinigen  sich  in  einen  einzigen. 

In  Bezug  auf  das  System  zweier  Eegelschnitte  sind  die 
sogenannten  Poncele tischen  Theoreme  über  die  dem  einen 
Kegelschnitt  eingeschriebenen  und  dem  anderen  umschriebenen 
Polygone  von  Interesse: 

Man  ziehe  yon  einem  Punkt  A  des  ersten  Kegelsclmitts 
aus  eine  Tangente  an  den  zweiten  Kegelschnitt  und  verlängere 
sie,  bis  sie  den  ersten  Kegelschnitt  zimi  zweiten  Mal  in  dem 
Punkt  B  trifft;  von  B  aus  lege  man  wieder  eine  Tangente  an 
den  zweiten  Kegelschnitt  bis  zu  ihrem  Schnitt  C  mit  dem 
ersten  imd  fahre  so  fort.  Wenn  man  nach  n  solchen  Opera- 
tionen wieder  zu  dem  Ausgangspunkt  A  zurückkehrt,  so  ist 
offenbar  ein  geschlossenes  Polygon  von  n  Seiten  entstanden, 
welches  dem  ersten  Kegelschnitt  eingeschrieben  und  dem  zweiten 
umschrieben  ist. 

Kun  besteht  der  bemerkenswerthe   Satz   (von  Poncelet): 
Wenn    man,    von    einem    Funkt   A    ausgehend,     ein    ge- 
schlossenes Polygon  hUden  kann,  so  lässt  sich  immer  von  jedem 
heliehigen   anderen  Punkt   des   ersten   Kegelschnitts   aus   ein  ge- 
scJiiossenes  Polygon  herstellen. 

Wenn  n  eine  gerade  Zahl  und  A  einer  der  Basispunkte 
des  Büscfiels  der  beiden  Kegelschnitte  ist,  so  trifft  man  hei  Aus- 
führung der  beschriebenen  Operation  nofhivendiger  Weise  noch 
einen  anderen  Basispunkt;  ist  dagegen  n  ungerade,  so  trifft  man, 
von  dem  Basispunkt  A  des  Büschels  ausgehend,  auf  dem  ersten 
Kegelschnitt  den  Berührungspunkt  einer  der  beiden  Kegelschnitten 
gemeinsamen  Tangenten. 

Daraus  folgt  dann  speciell: 

Damit  ein  dem  ersten  Kegelschnitt  eingeschriebenes  und  dem 
zweiten  umschriebenes  Dreieck  eoi^istire,  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  die  in  einem  Basispunkt  des  Büschels  an  den 
zweiten  Kegelschnitt  gelegte  Tangente  und  eine  der  beiden  Kegel- 
schnitten gemeinsamen  Tangenten  sich  auf  dem  ersten  KegelscJmitt 
treffen. 
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SoU  ein  dem  erskn  KegdschnUt  eingeschriebenes  und  dem 
zireiten  umschriebenes  Vierseit  exisUren,  so  ist  nöUtig  und  aus- 
reichend, dass  die  in  einem  Basispunkt  des  Büsdids  an  den 
ztceiten  Kegdschmtt  gdegte  Tangente  und  eine  andere  ehen  sölcfte 
Tangente  sich  in  einem  Punkt  des  ersten  KegdschniUs  schneiden. 

Die  Theorie  der  sogenannten  Ftmcelet'schen  Folggane  wurde 
Ton  Poncelet,  Propr,  prcject,  des  figures,  1822  eingeführt; 
später  machte  Jacohi,  Creüe  3,  eine  sehr  elegante  und  werth> 
Tolle  Anwendung  der  Lehre  von  den  eUiptisdien  Funkiionen  auf  sie: 
in  diesem  Sinn  beschäftigten  sich  mit  ihr  auch  Bichelot,  Crellc^  5 
und  38,  Bosanes  und  Pasch,  CreUe,  64  etc.;  siehe  auch 
Halphen,  Fonct,  ellipt^  Bd.  2,  p.  367,  Paris  1888. 


§   7.    Die    geometrlBOhe    Intorpretatioii    der    invarianten 
Bildungen  des  Systems   einer  oder  zweier  quadratischer 

temärer  Formen. 

Das  volle  System  einer  quadratischen  temären  Form  und 
das  zweier  solcher  Formen  ist  in  Bd.  1,  Kap.  12,  §  16  mit- 
getheilt  worden. 

Hier  wollen  wir  die  geometrischen  Interpretationen  dieser 
Invarianten  imd  Covarianten  angeben  und  benutzen  dabei  die 
dort  gebrauchten  Bezeichnungen. 

Das  System  eines  einzigen  Kegelschnitts  hat  keine  absoluten 
Invarianten*)  und  dieser  Satz  bedeutet  geometrisch,  dass  jeder 
Kegdscfmitt  durcfi  Transformation  sich  in  jeden  anderen  ver- 
icanddn  lässt. 

Wetm  f,  f  die  beiden  Kegetsdinitte  sind,  so  ist  das  Product 
der  vier  Schnittpunkte  von  f  imd  f  durch 

FF'—Fti  =  0 

gegeben  und  correlativ  das  Product  der  vier  den  beiden  Kegel- 
sdinittcn  gemeinscfiafUichen  Tangenten  durch 

Die  GleicJiung  0^^  =s  o  stellt  den  Ort  der  Punkte  dar,  durcfi 
die  zwei  Paare  von  Tangenten  an  f  und  f  gehen,  weldtc  ein 
harmonisdies  System  bilden;  dual  ist  F^^  =  0  die  Envelqppc  der 


*)  Zwischen  dieser  Behauptung  und  derjenigen  in  §  3  besteht 
kein  Widerspruch;  siehe  die  Fussnote  zu  §  3,  S.  81. 

Pascal,  Bepertorium.  TL  7 


98  Kapitel  m.   Die  KegeUchniite. 

Geraden,  welche  die  beiden  KegdschniUe  in  vier  harmonischen 
Punkten  schneiden. 

Wenn  A^^^  =  0  ist,  so  gibt  es  eine  einfach  unendliche  AnzaJiil 
(sich  selbst  conjugirter)  Polardreiecke  in  Bezug  auf  f,  tcdche  dem 
Kegelschnitt  f  umschrieben,  und  unendlich  viele  Polardreiecke  in 
Bejsug  auf  f,  die  f  eingeschrieben  sind.  Die  analoge  Eigenschaft 
besteht  für  Ä^^^  =  0.  lieber  Dreiecke  dieser  Art  siehe:  Smith, 
Proc.  Lond,  maOi,  Soc,  2,  p.  94;  Rosanes,  Math.  Ann.,  6; 
Darboux,  Buli,  des  scicnces  maih,,  1,  p.  348. 

Die  Gleichung  N  =  0  stellt,  auf  die  Coordinatefi  u  bezogen, 
den  Schnittpunkt  der  Polaren  des  Punktes  (x)  in  Bezug  auf  die 
beiden  Kegelsdmitte  dar. 

B^  =  0  ist,  auf  die  Coordinaten  x  bezogen,  die  Gleichung 
riner  Geraden,  auf  welcher  aUe  Punkte  liegen,  deren  Polaren  bez. 
des  Kegelschnitts  f  der  Geraden  u  in  Bezug  auf  den  Kegd- 
schnitt  f  harmonisdi  conjugirt  sind. 

Die  Gleichung  D  =  0  steUt  die  drei  Seiten  des  f  und  f 
gemeinsdiaftUdien  Polardreiecks  dar  und  A  =  0  die  drei  Ecken 
dieses  Dreiecks. 

AUe  covarianten  Kegelschnitte  von  f  und  f  {z.  B.  ä>ij  ==  0) 
haben  dasselbe  Polardreieck  D  =  0  oder  A  =  0  gememsdiafUidt. 

Wenn  die  Invarianten  A^^^  und  A^^^  gleichzeitig  verscJncinden, 
so  ist  das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Sdinittputikte  der 
beiden  Kegelschnitte  auf  jedem  der  beiden  äquiaviharmotiisch. 

Die  Bedingung,  unter  welcher  zwisdien  den  beiden  Kegel- 
sdinitten  eine  einfacfie  Berültrung  stattfindet,  ist 

4  {AiiiAii2  —^11»)  (-^112-^222  —-^122)  —  (-^111^222  —-^112^122)*  =  0. 

Soll  zunscJiCfi  den  zwei  Kegelschnitten  in  einem  Putikt  eine 
Berührung  2^^  Ordnung  stattfinden,  sollen  also  drei  Schnittpunkte 
dort  vereinigt  sein,  so  muss 

4^  =  4^  =  4^     sein. 

-^118  -^Itl  -^M 

Das  System  sicder  Kegelsüinitte  hat  zwei  absolute  Invarianten. 
Zu   solchen   kann   man   als  die  einfaefisten ,  wie  schon  in 
Bd.  1,  p.  335  gesagt  wnrde, 

4 ^fi2 

^2  =  -T^%—    Wählen. 
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Wichtig  ist  das  folgende  Theorem: 

Dcw  anharmonisdie  Verhältniss  a  der  Geraden,  welche  einen 
Fimlct  von  f  mii  den  vier  Schnit^nkten  v&n  f  und  f  verbinden, 
ist  durch  die  Formel 

(1  -  «  +  «*)' {Ä,  -lyA.Ä^^ 

(1  +  af  (2  —  «)«  (1  -  2a)«         {^A^A^  —  2^,«^  —  1)» 

gegeben  und  das  anharmoniscfte  Verhältniss  der  vier  Strahlen, 
n'dche  einen  Punkt  von  f  mit  den  vier  Scfmittpunkten  verbinden, 
durch  eine  analoge  Formel. 

Literaturangaben  in  Bezug  auf  das  System  zweier  oder 
mehrerer  Kegelschnitte  findet  man  in  Bd.  1,  Kap.  12,  §  16. 
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Kapitel  IV. 
Die  Fischen  2^'  Ordning. 

§  1.   Die  projeotive  Eneugung  der  Fl&ohen  2^'  Ordnung. 

Polarität. 

Denken  wir  uns  zwei  Bündel,  welche  yerschiedene  Träger 
S,S'  haben,  und  correlativ  sind  (vergl.  Kap.  1,  §  3);  jedem 
Strahl  des  einen  entspricht  eine  Ebene  des  zweiten  und  um- 
gekehrt, und  wenn  sich  der  erste  Strahl  in  einer  Ebene  bewegt, 
so  dreht  sich  die  entsprechende  Ebene  um  eine  Gerade.  Die 
Schnittpunkte  der  Strahlen  eines  jeden  Bündels  mit  den  ent- 
sprechenden Ebenen  des  anderen  bilden  denselben  Ort  und  dieser 
Ort  ist  eine  sogenannte  Fläche  ^*®'  Ordnung. 

Es  seien  zwei  ebene  correlative,  nicht  conlocale  Systeme 
gegeben.  Die  Ebenen,  welche  die  Punkte  des  einen  mit  den 
entsprechenden  Geraden  des  andern  verbinden,  hüllefi  dieselbe 
Fläcfie  ein  und  diese  ist  wieder  eine  Fläche  /?**'  Ordnung, 

Diese  projective  Erzeugung  der  Flächen  2**'  Ordnung  wird 
von  Seydewitz,  Grunerfs  ArcJt.,  9,  1847  und  Steiner,  Wer7c<:, 
1,  p.  325  behandelt.  Siehe  auch  Salmon- Fiedler,  Anal. 
Geom.  d.  Baum.,  1,  p.  333. 

Eine  andere  Definition  ist  die  folgende: 

Die  Fläche  2*®'  Ordnimg  ist  der  Ort  der  Doppelpunkte  einer 
involutorischen  Raumdualität,  d.  h.  einer  Haumpolarität. 

Oder  auch: 

Die  Fläche  2*®'  Ordnimg  ist  die  Enveloppe  der  Doppel- 
ebenen einer  Raumpolarität. 

Zwei  beliebige  Punkte  der  Fläche  2^^  Ordnung  sind  die 
MiUelpufiJde  zweier  reciprokcr  Bündel,  durdi  tcdche  sicüi  die 
FläcJie  erzeugen  lässt,  und  zwei  beliebige  Berührungsebenen  an 
die  Flädie  2^^  Ordnung  sind  die  Träger  zweier  reciprokcr  ebener 
Systeme,  die  zur  Erzeugung  der  Fläcfie  dienen  können. 
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Eine  iviUkürliche  Gerade  des  Baums,  wddie  nicht  voUständig 
in  der  Fläche  2^'  Ordnung  Uegt,  trifft  sie  in  höchstens  zicei 
Punkten,  und  durch  eine  Gerade  des  Baums  ^  die  nidit  in  der 
Fläche  gelegen  ist,  gehen  hödistens  ztcei  BerOhrungsebenen  an  die 
Flädte.  Daher  sagt  mm,  die  Fläche  sei  ^'  Ordnung  und  ^' 
Classe. 

Wenn  durch  einen  Funkt  der  Fläche  zwei  verschiedene  oder 
zusammenfallende  Gerade  der  Fläche  gdien  oder  auch  Iceine,  so 
giU  dassdhe  audi  für  jeden  anderen  Punkt  der  FläcJie. 

Wenn  es  in  einer  Berührungsehene  an  die  Fläche  ^'  Ord- 
nung zwei  Gerade  oder  eine  Geradp  oder  keine  gibt,  die  der  Flächte 
sdbst  ongehM,  so  gilt  dasselbe  audi  für  jede  andere  Berührungs- 
ebene. 

Jede  Ebene  scfineidet  die  Fläche  längs  eines  Kegelschnitts. 
Eine  Ebene,  tvetche  die  Fläcfte  berührt,  schneidet  sie  entweder 
in  zwei  reellen  Geraden,  die  verschieden  sind,  oder  zusammen- 
faUen,  oder  in  zwei  imaginären  Geraden. 

Je  nachdem  durch  jeden  Punkt  der  Flache  2**'  Ordnung 
zwei  reelle  der  Fläche  angehörige  Gerade  oder  eine  einzige  reelle 
Gerade  oder  zwei  imaginäre  Gerade  gehen,  heisst  sie  eine 
Segelfläche  ^^  Ordnung,  auch  windschiefe  oder  Fläche  ^'  Ord- 
nung mit  hyperbolischen  Punkten  genannt,  ein  Kegel  ff^  Ordnung, 
der  auch  Fläche  J2^  Ordnwng  mit  parabolischen  Punkten  heisst, 
oder  eine  Fläche  ^^  Ordnung  mit  elliptischen  Punkten. 

Wenn  die  Begelfläche  2**'  Ordnung  von  der  unendlich  fernen 
Ebene  in  dem  System  zweier  Geraden  geschnitten  (von  der  un- 
endlich fernen  Ebene  berührt)  wird,  so  ist  sie  ein  hyperböLiscIies 
Paräböloid;  wird  sie  in  einem  eigentlichen  Kegelschnitt  von  ihr 
geschnitten,  so  ist  sie  ein  einfaches  oder  einsc^äliges  Hyperboloid 
(mit  einer  Mantelfläche). 

Die  Begdftächen  ^*®'  Ordnung  entlicdten  zwei  Systeme  redler 
Geraden;  die  Geraden  des  einen  Systems  werden  vofi  denen  des 
anderen  in  prcgectiven  Punktreihen  geschnitten.  Daraus  ergibt  sich 
die  Erzeugung  dieser  Flächen  2^^^  Ordnung  mittelst  zweier  nicht 
in  derselben  Ebene  liegender  projectiver  Punktreihen. 

Das  kyperhoUsehe  Paraholoid  ist  der  Ort  der  Geraden, 
wdche  die  Paare  sith  entsprechender  ^nkte  m  zwei  ahrdichen, 
nidit  in  derselben  Ebene  liegenden  Ptmktreihen  verbinden. 

Das  hyperbolische  Paraboloid  ist  auf  zwei  verschiedene 
Arten  der  Ort  emcr  Geraden,  wddhe  sieh  so  bewegt,  dass  sie 
auf  zwei  festen  nicAt  in  derselben  Ebene  gelegenen  Geraden  gleitet 


102  Kapitel  IV.   Die  FlÄchen  2.  0. 

and  einer  festen  Ebene  paraUel  bleibt,  welche  die  Directrix  (die 
Leitebenc)  der  Fläche  genannt  tvird. 

Es  gibt  zwei  solche  Leitebenen. 

Das  cinschalige  Hyperboloid  ist  der  Ort  einer  Gerctden,  die 
sich  so  bewegt,  dass  sie  auf  drei  festen  sich  nuM  schneid^tdcn 
Geraden  gleitet,  die  nicht  derselben  Ebene  paraUd  sind, 

Aehnlich  imterscheiden  sich  die  Flächen  2^'  Ordnung 
mit  elliptischen  Punkten  nach  der  Art,  wie  sie  yon  der  unend- 
lich fernen  Ebene  des  Baums  geschnitten  werden.  Sie  können 
von  dieser  Ebene  in  einem  reellen  Kegelschnitt  geschnitten  werden, 
alsdann  ergibt  sich  das  eweififche  oder  zweischcHige  Hyperboloid 
(mit  zwei  Mantelflächen),  oder  in  einem  imaginären  Kegelschnitt 
in  diesem  Fall  erhält  man  das  EUipsoid;  werden  sie  schliesslich 
von  der  unendlich  fernen  Ebene  berührt,  d.  h.  in  einem  in  zwei 
Gerade  degenerirten  Kegelschnitt  getroffen,  so  hat  man  das 
elliptische  Parabölöid. 

Die  Geraden  eines  Kegels  2*®'  Ordnung  heissen  Erzeugende: 
sie  gehen  sämmtlich  durch  denselben  Punkt,  der  Mittelpunkt  oder 
Spitze  genannt  wird.  Mit  Ausnahme  dieses  Pimkts,  in  welchem 
sich  also  unendlich  viele  Gerade  der  Fläche  schneiden,  geht 
durch  jeden  der  übrigen  Punkte  der  Fläche  immer  nur  eine 
Gerade  dieser  Fläche.  Wenn  die  Spitze  imendlich  fem  liegt,  so 
ist  die  Fläche  ein  Cylindei';  der  Schnitt  des  Cylinders  mit  einer  zu 
den  Erzeugenden  senkrechten  Ebene  heisst  die  Basis  des  Cylinders. 

Die  von  einem  Punkt  P  aus  an  eine  Flädie  2^  Ch'dnung 
gelegten  BeriUirungsebepien  sind  die  Tangefitialebefien  eines  Kegels 
^*®'  Ordnung,  dessen  Spitze  in  P  liegt  und  dessen  Erzeugende 
die  Geraden  sind,  weldie  P  mit  defi  BerUhrufigspunkteti  der 
Tangentialebenen  verbinden.  Dieser  Kegel  heisst  der  Tangenten- 
oder Berührungskegel  der  Fläche  2^^  Ordnung;  er  berührt  die 
Fläche  längs  einei*  ebenen  Curve,  weldie  mithin  ein  Kegelschnitt 
ist.  Die  Ebene  dieses  Kegelschnitts  heisst  die  Polarebene  von  P 
und  P  seinerseits  der  Pol  dieser  Ebene. 

Die  Zuordnung  zuiscfien  Polen  und  Polarebenen  bez,  der 
Flädie  zweiter  Oränrntg  ist  eine  involutorische  Dualität.  Vergl. 
Kap.  1,  §  4. 

Die  Polar  ebene  enüiält  die  Polargeraden  von  P  in  Bezug 
auf  alle  Kegelschnitte,  in  weldien  die  durch  P  gelegten  Ebenen 
die  Flädie  ^*®'  Ordnung  schneiden. 

Jede  durch  P  gezogene  Gerade  sdmeidet  die  Flädie  2^^ 
Ordnung  in  zwei  Punkten  Q,  Q'  und  die  Polarebene  vn  einem  Punkt 
P'  derart,  dass  die  Gi^uppe  PP'QQ'  harmmisdi  ist. 
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Wenn  sicJi  P  auf  einer  Geraden  hewegt,  so  rotkt  die  Folar- 
ebene  um  eine  andere  Gerade,  und  wenn  F  sich  in  einer  Ebene 
bewegt,  so  dreht  sich  die  Fotarebene  um  einen  Punkt,  weldier  der 
Pol  dieser  Ebene  ist 

Zwei  Gebilde  heissen  reciprok  polar,  wenn  die  Polarebenen 
aller  Punkte  der  einen  durch  die  andere  gehen. 

Wenn  zwei  reciprok  polare  Gerade  sicfi  schneiden,  so  geüiört 
ilir  Schnittpunkt  der  Fläche  an  und  ihre  Ebene  berührt  die 
Fläche. 

Die  Paare  von  reciprok  polaren  Geraden,  welche  in  einer 
BeriiJirungsebene  liegen,  sind  in  einer  Involution  canjugirt,  deren 
Doppelgeraden  die  Geraden  sind,  längs  welchen  die  Berührungs- 
ebene  die  Fläche  schneidet. 

Wenn  zwei  Gerade  sich  sdineiden,  so  treffen  su^  aucJi  Hire 
redproken  Polaren. 

Conjugirt  heissen: 

zwei  Punkte,  wenn  der  eine  in  der  Polarebene  des  anderen 
liegt; 

ein  Punkt  und  eine  Gerade^  wenn  die  Gerade  in  der  Polar- 
ebene des  Punkts  liegt; 

eine  Ebene  und  eine  Gerade,  wenn  die  Gerade  durch  den 
Pol  der  Ebene  geht; 

zwei  Gerade,  wenn  die  eine  in  der  Polarebene  eines  Punkts 
der  anderen  liegt; 

zwei  Ebenen,  wenn  die  eine  durch  den  Pol  der  anderen  geht. 

Conjugirt  in  Bezug  auf  eine  Fläche  2**'  Ordnung  ist  ein 
Dreieck,  Ton  welchem  jede  Ecke  die  beiden  anderen  zu  con- 
jugirten  Punkten  und  mithin  die  gegenüberliegende  Seite  zur  con- 
jugirten  Geraden  hkt. 

Ein  Tetraeder  ist  Polartetraeder  (oder  auch  stcÄ  selbst  con- 
jugirt, reciprok)  in  Bezug  auf  die  Fläche  2**'  Ordnung,  wenn 
jede  seiner  Ecken  die  übrigen  drei  zu  conjugirten  Punkten  und 
mithin  die  gegenüberliegende  Seitenfläche  zur  Polarebene  hat. 

Jedes  Dreieck  eines  Polarteiraeders  ist  ein  canjugirtes  Dreieck, 

Je  zwei  Gegenkanten  eines  Polartetraeders  sind  reciprok  polar 
in  Bezug  auf  die  Fläche  ^'  Ordnung, 

Wenn  zwei  Gerade  conjugirt  sind,  so  schneidet  die  reciproke 
Polare  der  einen  die  andere  und  umgekehrt, 

Ist  eine  Gerade  zwei  anderen,  die  sich  schneiden,  con- 
jugirt, so  ist  sie  auch  der  Ebene  und  dem  Schnit^unkt  dieser 
Geraden  canjugirt. 

Der  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene  heisst  der  Mittelpunkt 
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der  Fläche  2^'  Ordnung,  jede  durch  das  Gentrum  gehende  Ge- 
rade Durchmesser  und  jede  Ebene  durch  dieses  Centruin  Dia* 
metralehene. 

Der  MiUdpuM  liegt  in  endlkher  Entfernung,  wenn  die  un- 
endlidi  ferne  Ebene  die  Fläche  Sf**  Ordnung  nicht  berührt,  also 
bei  dem  einscfialigen  und  eweischaligen  HyperbdUnd,  dem  EU^soid 
und  dem  Kegel  ^^  Ordnung;  diese  Flächen  heissen  daher 
Mittelpunktsflächen  (centrale  Flächen)  Sf^  Ordnung. 

Das  hyperbolisclie  und  dliptisdie  ParaboUnd  sind  Flächen  Sf^ 
Ordnung  ohne  Mittelpunkt  im  Endlichen  (nicht  centrale  Flächen). 

Jede  Diametralebene  schneidet  die  Fläche  in  einem  Kegdr 
schnitt,  dessen  Centrum  miU  dem  der  Fläche  zusammenfättt. 

Die  Durchmesser  werden  durdi  dcts  Centrum  halbirt. 

Wenn  sicfi  drei  Sehnen  in  einem  Punkt  haXbiren  und  nicht 
in  derselben  Ebene  liegen,  so  ist  dieser  Punkt  das  Centrum  der 
Flädie  ^**'  Ordnung. 

Jede  Diameträlebene  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  edler  (paral- 
lelen) mit  Uir  canjugirten  Sehnen. 

Die  Betiihrungspunkte  der  van  dem  Centrum  an  die  Flächte 
^*®'  Ordnung  gelegten  Tangentialebenen  liegen  unendlich  fem 
(und  sind  recU  oder  imaginär);  der  Berührungskegel,  der  das 
Centrum  zu  Spitze  hat,  heisst  daher  Äsymptotetikegcl. 

Es  gibt  drei  Durdtmesser,  die  zu  je  zweien  senkrecht  auf- 
einander  steJicn,  und  so  beschaffen  sind,  dass  die  durch  ztvei  von 
ihnen  gehende  Ebene  die  dem  dritten  Durchmesser  paraüden  und 
mithin  auf  dieser  Ebene  senkrechten  Sehnen  zu  conjugirten  Geraden 
hat  Sie  heissen  Äxen  oder  HauptdurcJimesser  und  ihre  Ebenen 
Hauptebenen. 

Die  Hauptebenen  sind  für  die  Flädte  2^^^  Ordnung  Sgm- 
metrieebenen. 

Bei  dem  Ellipsoid  schneidet  jede  Diametralebene  die  Fläche 
in  einer  EUipse;  bei  dem  einschdligen  Hyperboloid  sdmeiden  zwei 
Haupiebetien  die  Flädie  in  zwei  Hyperbeln,  welche  die  intaginäre 
Äxe  gemeinschaftlich  haben,  und  die  dritte  Hauptebene  schneidet 
die  Flädte  längs  einer  EU^se;  bei  dem  zweisdialigm  Hyperboloid 
sdmeiden  zwei  Hauptebenen  die  Flädte  in  zwei  Hyperbeln,  welche 
die  redUe  Axe  gemeinschaftlidi  haben  und  die  dritte  Ebene  schneidet 
sie  in  einer  imaginären  EUipse. 

Bei  einem  Paraboloid  heisst  jede  Glerade,  die  durch  den 
Berührungspunkt  der  Fliehe  mit  der  unendlich  fernen  Ebene 
geht,  Durchmesser. 

Alle  Durdimesser  t^e.^  Paraboloids  sind  einander  parallel 
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Unter  den  Durdimeaaem  eines  Färaboloids  gibt  es  einen, 
auf  welchem  die  BerÜhnmgsebene  in  seinem  SctmiUjpunkt  mU  der 
Flädie  senkrecht  steht  Dieser  Durchmesser  heisst  Ace  und  der 
Punkt,  in  welchem  er  die  Fläche  trifft,  SdieHd, 

IHe  Schnitte  des  (elliptischen  oder  hyperbdiscfien)  Fiaräböloids 
mit  Ebenen,  die  der  Axe  paräUd  laufen,  sind  Parabeln, 

Die  Sihnitte  des  Paraibölaids  mit  Ebenen,  die  senkrecht  auf 
der  Axe  stehen,  sind  bei  dem  hyperboUscfien  Faräböhid  Hyperbeln 
und  bei  dem  ell^tiscfien  Ellipsen, 

Die  Kugel  ist  ein  EUipsoid,  bei  welchem  jede  Diametral- 
ebene senkrecht  auf  dem  Durchmesser  steht,  der  durch  den  Pol 
dieser  Ebene  geht. 

Die  Kugeln  des  Baums  haben  einen  imaginären  unendlich 
fernen  Kreis  gemeinschaftlich.  Dieser  Kreis  heisst  der  unendlich 
ferne  imaginäre  Kugelkreis  oder  der  absolute  oder  Grenzkreis  des 
Baums.  Er  enthält  aUe  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte 
jeder  Ebene  des  Baums,     Vergl.  Kap.  3,  §  3. 


Chasles  und  P.  Serret  haben  versucht,  die  Theoreme 
Pascars  und  Brianchon's  auf  die  Flächen  2**'  Ordnung  aus- 
zudehnen; man  vergleiche  darüber  Salmon-Fiedler,  Anal.  Geom, 
d,  Baumes,  1,  Art.  144;  Klein,  Mat^i.  Ann.  22,  1883,  p.  246. 

§  2.  Die  wichtigsten  Formeln  der  analytischen  Geometrie 

der  Flächen  2^'  Ordnxmg. 

Die  Fläche  ^'  0.  ist  der  Ort  der  Punkte,  för  die  eine  ganze 
rationale  Fimktion  2**"*  Grads  zwischen  den  drei  Cartesischen 
Coordinaten  eines  Punkts  des  Raimis  verschwindet.  Die  all- 
gemeine Gleichung  einer  solchen  Fläche  enthält  10  Coefficienten, 
nämlich  die  drei  Coefficienten  der  Quadrat«  der  drei  Coordinaten, 
die  drei,  welche  zu  den  Producten  von  je  zweien  der  drei  Co- 
ordinaten gehören,  die  drei  der  Glieder  1***^  Grads  imd  schliesslich 
das  von  den  Coordinaten  unabhängige  Glied.  Der  Ort  hängt  nur 
von  den  neun  Verhältnissen  von  neun  dieser  CoefQcienten  zimi 
letzten  ab;  man  sagt  daher,  der  Ort  2*^  Grads  werde  von  nur 
neun  nicht  homogenen  Coefßcienten  bestimmt. 

Wenn  wir  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punkts  des 
Raums  x^,  x^,  X^,  x^  nennen,  so  erhält  die  Gleichung  der 
Fläche  2*"'  Ordnung  die  Gestalt: 

f{x)  =  2(^ii  Xi  ^/  =  0 ,     (a/;  =  aj ,) , 
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worin  sich  die  Summinmg  über  alle  möglichen  Gombinationen 
i,  j  s=  1,  2,  3,  4  mit  der  Bedingung  0,7  =»  O/,-  erstreckt.  Setzt 
man  0^4=  1,  so  kommt  man  auf  die  Gleichung  der  Fläche 
2*®'  Ordnung  in  nicht  homogenen  Coordinaien  zurück. 

Wenn  das  Fundamentaltetraeder  der  Coordinat-en  sich  selbst 
in  Bezug  auf  die  Fläche  2*®'  Ordnung  conjugirt  ist  (vergl.  §  1). 
so  reducirt  sich  die  Gleichung  auf  die  canonische  Form 

4 

1 
Es  sei  Ä  die  Determinante 


^11 5    •  •  •  7    ^u 

^21 1      •  •  •  1      ^24 


^41 »    •  •  • »    ^44 


(die  Discriminante) 


und  Äij  die  algebraische  Adjungirte  von  aij  in  Ä. 

Bezeichnet  man  femer  die  homogenen  Goordinaten  einer 
Ebene  mit  w^,  Wj,  tij,  u^,  d.  h.  gibt  man  der  Gleichung  der 
Ebene  die  Form 

so    lautet    die  Gleichung    der    Fläche  2*®'  Ordnimg  in    Ebenen- 
coordinaten,  falls  Ä  von  Null  verschieden  ist: 

1  ...4 

^(«i>  «21  «37  W4)  =  ^Ä^jU.Uj  =  0,  (^,7  =  Ä^;) . 

Diese  Gleichimg  stellt  mithin  die  Fläche  2**'  Ordnung  nicht 
als  Ort  von  Punkten,  sondern  als  Enveloppe  von  Berührungs- 
ebenen dar.  Man  kann  sie  auch  als  Bedingungsgleichung  an- 
sehen, der  die  Coefßcienten  der  Gleichimg  einer  Ebene  genügen 
müssen,  wenn  diese  Ebene  die  durch  die  ursprüngliche  Gleichung 
gegebene  Fläche  2**'  Ordnung  berühren  soll. 

Eine  FläcJic  ^*®'  Ordnung  ist  bestimmt,  wenn  9  Pttnkte  ge- 
geben sind,  durch  die  sie  gehen,  oder  9  Ebenen,  die  sie  be- 
rühren soll. 

In  dem  vorigen  Paragraphen  haben  wir  die  geometrischen 
Eigenschaften  der  verschiedenen  Arten  von  Flächen  2**"  Ordnung 
zusammengestellt;  wir  wollen  jetzt  zusehen,  wie  sich  aus  der 
allgemeinen  Gleichung  (deren  Coefßcienten  als  reell  vorausgesetzt 
werden)  die  Unterschiede  zwischen  den  verschiedenen  Flächen 
ableiten  lassen. 


§  2.   Transformation  der  Coordinaten. 
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Wir  setzen 


B  = 


^11» 


*«i » 


a 


19  9 


a 


»f 


"18 
«>8 


Ä  = 


»•81  »       *»8»  »       »*88 

und  nennen  Bij  die  algebraischen  Adjungirten  der  Elemente 
Qij  in  der  Determinante  B,  die  also  identisch  mit  Ä^  ist. 

TTe««  -B  «icÄ*  NuU  ist,  so  sind  die  Flächen  ^'  Ordmmff 
central,  ist  B  ^^^sz  0,  so  sind  sie  ParahöUnde. 

Für  ^  =  0  und  nur  für  diesen  FaU,  erhält  man  die 
Kegel;  ist  gleidizeiHg  A=^  0  tmd  ^  =  0,  die  Cylinder, 

Wir  wollen  mit  (12),  (13),  . .  .  die  Winkel  zwischen  den 
Coordinatenaxen  x^^  x^\  x^^  x^\  .  .  ,  bezeichnen,  und  es  sei 

1  ,     cos  (12),     cos  (13) 

cos  (12),       1  ,     cos  (23) 

cos  (13) ,     cos  (23) ,      1  i 

(eine  positive  zwischen  0  und  1  liegende  Grösse).  Es  seien 
femer  52^^ ,  Sl^^ , .  .  .  die  algebraischen  Adjungirten  der  Elemente 
von  Ä. 

Setzt  man  dann 

C  =  ^,1  +  ^„  +  ^M  +  2  A,  cos  (12)  +  2^1,  cos  (13)  + 
+  2-B,5Cos(23), 

•    ^  =  «11 -^ii  +  öj2'^2  +  «ss-^ss  +  2ai,Äi2  +  2ai8Äi3  + 

+  2a„Ä,3  , 

so  gelten  die  Sfttze: 

Ä     H    C     D 

Die  VerJiäUnisse  oi  n »  ö»  ^  ändern  sich  hei  einer  Trans- 
formation der  Cartesischen  Coordinaten  nicht  (sind  invariant). 

Das  Vorzeichen  der  Grössen  Ä,  B,  C,  D  ist  von  dem 
System  der  Cartesischen  Coordinaten,  das  man  gewählt  hat,  un- 
abhängig. 

Bei  rechtwinkligen  Axen  werden  die  Grössen  C,  D: 

^^=-^11+  -^22  +  -^88  » 
^  =  Ö^ii  +  «22  +  «88  » 

und  Sl  wird  1.     Man  hat  daher: 

Die  Grössen  a^j  +  «22  H"  ^ts  >  -^11  "i"  -^2«  "i"  -^88  ^^<^^'* 
ihrem  WerQi  nach  unverändert,  wenn  man  von  rechtwinkligen  Co- 

ordinaten  zu  anderen  ebenfalls  rechtwinkligen  übergeftt. 
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AUe  Wurzeln  der  Gleichung 

A  {(,)  =  Ä^»  4-  D^«  +  C^  +  ^  =  0 

sind  reell  und  im  Allgemeinen  verschieden. 

Die  vorstehende  Gleichung  Id'sst  sich  auch  schreiben 

<hi+Qy  «ij  +  9Cos(l2),  ai,  +  ^cos(13) 

^io)^  o»i  +  9C08(l2);  ün+Q,  0,8  +  ^008(23)  =0. 

«8i  +  ^co8(l3),  a„+pco8(23),  a^  +  Q 

Die  Classification  der  Flächen  2^  Ordnung  hängt  von  dem 
Vorzeichen  der  Grössen  Ay  B^  C^  D  ab. 

I.   B  ist  von  NuU  verschieden.    Man  erhält  die  MiUelpunlts- 
flächen: 

1.  Bas  reeUe  ElUpsoid  für  C>0,  BB>0,  A<0^ 

2.  das  imaginäre  EUipsoid  für       C>0,  BB>0,  A>Oy 

3.  den  imaginären  Kegel  für  C>0,  BD>0,  -4=0, 

C^O,  BD<OA 

4.  den  redkn  Kegel  für  <  ]  A>0, 


C<0,  BD>Oy 

C^O,  BB<OA 

5.  das  einschalige  Hyperboloid  für      '^ 

C<0,  BB^OJ 

C^O,  BB<0,] 

6.  das  dqppelsdidUgcHyperholoid  für     ^ 

C<0,  BB^OJ 


A>0, 


A<0. 


n.  B  ist  gleich  Null    Man  erhält  die  PcwäböUnde,  CyUnder 
oder  Ebenenpa^are: 

7.  Bas  cllipüsdie  Paraholoid  für 

C>0,  7)^0,  A  <0, 

8.  das  hyperholisdie  Paraholoid  für 

(7<0,  D^O,  A>0, 

9.  den  Cglvnder  mit  elliptischer  Bctsis  für 

C>0,  D^O,  ^  =  0, 

10.  den  Cylinder  mit  hyperbolischer  Basis  für 

C<0,  B^O,  A  =  0, 

11.  den  CyUnder  mit  parabolischer  Basis  fib' 

C—0,  D^O,  A  =  0. 
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12.  zwei  imaginäre  Ebenen  mü  einer  reeUen  Graden  in  endlicher 
Entfernung  für 

C>0,  D^O,  Ä^O,  ^«  =  0,  (t=l,2,  3), 

13.  zwei  redle  Ebenen,  die  sich  in  einer  Geraden  in  endlicher 
Entfernung  schneiden  für 

C  <  0,  D  ^  0,  -A  —  0,  An  =  Oy 

14.  zwei  parallele  Ebenen,  die  entweder  redl  und  verschieden 
oder  imaginär  sind  oder  zusammenfallen,  für 

C— 0,  2)^0,  Ä  =  Oy  An^O. 

Durch  Transformation  der  Cartesischen  Coordinaten  lassen 
sich  die  Gleichungen  der  verschiedenen  Arten  von  Flächen  Sh^ 
Ordnung  auf  die  folgenden  redudrten  Fotmen  (in  nicht  homogenen 
Coordinaten)  bringen: 

J?'  1/^  z^ 

1.  Das  reelle  EUipsoid  auf:  -y  +  r«  *f"  ~t  =  ^  ? 

2.  das  imaginäre  EU^S(nd:  -T"f"|i+-«  =  —  1> 

üj'  ti'  jb' 

3.  der  imaginäre  Kegel:  ~i  +  1?  "h    »  *=  ^  > 

a         0  c 

cc^         t/'        z^ 

4.  der  redle  Kegel:  t  "I"  fi »  =  0 , 

X*  1/*  z^ 

5.  das  einschalige  Hyperboloid:   -t  +  1« «  =  ^  i 

6.  das  zweischaldge  Hyperboloid:  -y  +  ?t »  =*  —  ^  » 

11*        ;;* 

7.  da«  elliptische  Paraböloid:        ?f  "f"  ~«  —  a;  =  0 , 

8.  «kw  hyperbolische  Püräboloid:  ?,  —    ,  —  x  =  0 , 

9.  der  elUptiscJie  CyUnder:  -i  +  f»^  =  1 1 

10.  der  hyperbolische  Cylinder:       -^  —  ^^  »=  1 , 

11.  der  parabolische  Cylinder:       t/*  +  2jpfl:  =  0, 

12.  ÄfM'ei  imaginäre  Ebenen:  ,  "h  |i  ==  ö? 

13.  zwei  reelle  Ebenen:  -,-  —  J-  =  0 , 
14   zwei  parallele  Ebenen:  -,-(-1=0. 
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In  der  Gleidiung  eines  jeden  Farabdlaids  hüden  die  Glieder 
^  Grads  in  x^,  x^^x^  (oder  x^y^z)  das  Product  etceier  linearer 
Factoren;  diese  Eigenschaft  ist  für  das  Färabolaid  charakterisUs(^, 

In  der  Gleichung  des  parabolischen  Cylinders  bUden  die  Glieder 
J2^  Grads  in  x^^^x^^x^  (oder  x^y^z)  ein  vollständiges  Quadrat. 

Bezeichnet  man  mit  (x^ ,  rr, ,  or, ,  a; J ,  (y^  ,^2,^3,^4)  die  Co- 
ordinaten  zweier  Punkte  des  Baums,  so  ist  die  Bedingung,  damit 
die  Gerade,  welche  sie  verbindet,  die  Flädte  ^'  Ordnung  /'=0 
berühre, 

(1)  f(^)ny)-rQ  =  ^^  ^^^'^ 

./x\        1  (df        .    df        ,    cf        i    df     \     ' 

=  «11^1^1  +  (hi^^yi  +  «M^%  +  ÖU«4y4  + 

+  «12(«iy2  +  ^2i'l)  +  «13(^iy8  +  ^83^l)  +  «14(«iy4+^4yi)  + 

+«2S(^2%  +  ^8^«)  +  «,4 (^2^4  +  ^4^2)  +  «94(^^4  -t  ^4^8^ 

gesetzt  wird. 

Denkt  man  sich,  y  [sei  ein  fester  Funkt  und  die  x  seien 
laufende  Coordinaten,  so  stellt  die  Gleichung  (l)  den  der  Fläche 
ä^^  Ordnung  umschriebenen  Kegel  dar,  dessen  Spitze  der  Funkt  y  ist. 

Wenn  F(u)  =  0  die  Gleichung  der  Fläche  ^**'  Ordnung 
in  Ebenencoordinaten  ist,  so  bestellt  die  Bedingung,  damit  die 
Gerade,  in  welcher  sich  die  Ebenen  (wj,  u^,  Wg,  m^),  (vj,  v^^v^^  v^ 
schneiden,  die  Fläche  berühre,  darin,  dass 

F(u)  F(v)  -  F«  Q  =  0   sei. 

Diese  Bedingung  ist  äquivalent  mit 


fi^ll» 

^12  1 

«211 

«22  1 

%» 

«82  1 

«411 

«42  1 

«1    1 

^2    1 

^'1    1 

^%    1 

«18 

a 


a 


14  1 


28  1 


a 


24  1 


a 


881 


a 


84  1 


a 


431 


a 


441 


w 


8    1 


u 


V 


8    1 


4   1 


'4    1 


«1. 

V 

«2. 

V, 

«S. 

V 

«4. 

V 

0, 

0 

0, 

0 

=  0. 


Vertauscht  man  in  dieser  Gleichwng  die  a  mit  A  und  die 
u,  V  mit  X,  y,  so  ergiebt  sich  eine  andere  Form  für  die  Bedingung, 
unter  welcher  die  Gerade  {x)(y)  die  Fläche  berührt. 

Die  Polarebene  eines  Punktes  (y)  hat  die  Gleichung 


§  2.   Conjngirte  Punkte,  Gerade  und  Ebenen. 
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und  die  Coordinaten  des  Pols  einer  Ebene 

«i^i+Wjfl^jH =  0 


sind: 


Ax^ 


2 


=  ^l«l  +  ^^t  +  ^2S«8  +  ^4«*4  > 
^a?8  Z=2  A^^U^  +  ^82««»  +  ^38^8  +  ^84 «*4» 
^a?4  =  -^41«!  +  ^42  Wj  +  ^48 «^8  +  ^44«4  ' 

Zu  jeder  Ebene  gebort  bez.  einer  Fläcbe  2^"'  Ordnung  ein 
einyiger  Pol;  eine  Ausnabme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  A  =  0 
ist,  also  eine  Eegelfläcbe  oder  deren  Ausartungen  vorliegen. 

Wenn  der  Furikt  (y)  der  Fläche  2^^  Ordnung  angehört^  so 
steHU  die  Gleichung 

die  Berührungsebene  dar. 

Die  Bedingung,  unter  welcher  zwei  Funkte   (x),  (y)   con- 

jugirt  sind,   ist  selbstverständlich  ebenfalls   fi  j  =0,   und  die 

Bedingung,  unter  welcher  zwei  Ebenen  (m),  (v)  conjugirt  sind,  ist 

Diese  beiden  Bedingungen  lassen  sich  auch  ausdrücken: 


=  0, 


-^11? 

•       •       •    « 

-^14» 

•^41  t 

■        •        •   « 

-^44» 

^4 

1 

yi  7 

•        •        •    A 

3^4      » 

0 

«11» 

•      • 

•        •        •      • 

•                       • 

«14» 

•              • 

«1 

• 

"tyi 

•        •        ■      « 

«44. 

«4 

»1  > 

•        #        •      • 

»4    . 

0 

=  0. 


Sollen  zwei  Gerade  (w,  t?),  (u',  v')  conjugiti  sein,  so  bestellen 
dafür  die  vier  Bedingungen: 

^0-'>-  <■)-»•  ''O-o.  <■)-»• 

Die  Gleichung,  welche  die  beiden  Beriihrungsebenen  darstellt, 
die  durch  eine  Gerade  (u^v)  an  eine  Fläche  2^'  Ordnung  gelegt 
werden  können,  lautet: 

F(u){viXi'\-v^x^'\ y  — 
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Vefiauscht  man  F  mit  f  und  x  mit  u,  sowie  y  mit  v,  so 
ergiebt  sich  corrdativ  die  Gleichung  (in  Ebenencoardinaten)  der 
beiden  Schnittpunkte  der  Geraden  (a?,  y)  mit  der  Fläche  2^^ 
Ordnung. 

Die  Coordinaten  dieser  Schnittpunkte  der  Geraden  (Xj  y)  mit 
der  Fläche  2^^  Ordnung  haben  die  Form 

mx.  +  ny. 

m  +  ♦«      ' 
worin  -   den  Werth  einer  jeden  der  beiden  Wurzeln  der  Glei^ung 

f('^)(^y+^fQn-^f(9)-0    annimmt 

Die  Gleichung  einer  bdidngen  Diametralebene  hat  die  Gestalt 

worin  a^,  or,,  Oj  drei  willkürliche  Consta^nte  sind.  Jede  Gerade, 
welche  duräi  den  unendlich  fernen  Punkt  mit  den  Coordinaten 
(cTj,  (n^,  a^,  0)  geht,  bestimmt  die  Richtung,  die  der  vorstehendefi 
Diametrcäebene  conjugiii  ist. 

Die  den  Bichtungen  einer  jeden  der  drei  Coordinatenaxen 
x^y  iTj ,  x^  conjugirten  Diametralebenen  sind  durch  die  Gleichungen 

dx,     "' 

P  f-  =  0    gegeben. 


'8 


Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Fläclie  ^*®'  Ordnung  sind 

-^14  f^t4  ;^a4 

B  '      B  '      B  ' 
Die  Gleichung  des  Asymptotenkegels  lautet 

fix)  -  ^  or,»  =  0 , 

welciie  man  aus  f{x)  =  0  einfach  dadurcfi  erhält,  dass  man  a^^ 
in  a^  —  ^  umändert. 

Die  Hauptebenen  sind  Diametralebenen,  die  senkrecht  auf 
der  zu  ihnen  conjugirten  Richtung  stehen;  die  Geraden,  in 
welchen  sie  sich     '      **  "^   sind  die  Hauptdur ctmiess er  oder  Axen. 
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Um  die  drei  Hauptebenen  zu  erhalten,  hat  man  nur  in  der 

Gleichung 

df    ,         df    ,         df        ^ 

■ 

an  die  Stelle  von  a^,  a^,  or,  Werthe  eu  setzen,  die  den  Quadrat- 
wurzeln aus  den  drei  Hauptminoren  der  Determinante  /l(fi)  (siehe 
oben)  proportional  sind,  wenn  man  für  q  eine  jede  der  drei 
(redien)  Wurzeln  der  Gleichung  jd{(f)  =  0  einsetzt. 

Die  Formeln  gestalten  sich  natürlich  viel  einfacher,  wenn 
die  Coordinatenaxen  senkrecht  aufeinander  stehen. 

Ist  eine  Axe  der  Fläche  derart,  dass  alle  durch  sie  gehenden 
Ebenen  Hauptebenen  sind,  so  ist  die  Fläche  eine  Rotationsfläche 
2^^  Ordnung.  Die  Kugel  ist  eine  Fläche  2**'  Ordnungi  bei 
welcher  jede  Diametralebene  eine  Hauptebene  ist. 

Die  nothwendige  und  ausreidiende  Bedingung,  damii  eine 
Fläche  2^^  Ordnung  eine  Rotationsfläche  sei,  besteht  darin,  dass 
^f  (^)  =  0  zwei  gleiche  Wurzeln  habe.  Dabei  dürfen  diese  Wurzeln 
nicM  beide  NuU  sein,  ireU  sonst  die  Fläche  ein  parabolischer 
Cylinder  ist. 

Soll  eine  Fläche  2^  Ordnung  eine  Kugel  sein,  so  ist  es 
no&iwendig  und  ausreichend,  dass  J{q)  =  0  eine  dreifache 
Wurzd  habe. 

In  orthogonalen  Coordinaten  werden  die  Bedingungen,  unter 
denen  die  Fläche  eine  Rotationsfläche  ist,  durch  zwei  der  Re- 
lationen 

«18  «81  «H  «tt   —  «88  «88    —  «11  «11    —  «1« 

angegeben. 

Die  Bedingungen  für  die  Kugel  sitid  in  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten 

Bei  dem  Paraboloid  gibt  es  nur  zwei  Hauptebenen  in  end- 
licher Entfernung,  welche  die  Fläche  in  zwei  Parabeln  schneiden. 

In  orthogonalen  Coordinaten  sind  die  Qleiclmngen  der  Axe 
des  Päraboloids  (der  Schnittlinie  der  beiden  Hauptebenen): 

dfjpc)       df{^        dfip^l 
r^i    __   cx^    __   pJTg 

vK     Vb7,     Vb~' 

Paical,  R«pertoriain.  IX  8 
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Die  Gleichung  einer  MiUelpunkisfläcke  2^^  Ordntmg  hat,  auf 
den  Mittelpunkt  bezogen^  in  nicht  homogenen  Coordinaien  x,  y,  z 
den  Typus: 

anx^  +  aiip^  +  ai^z*  +  ^(^n^y  +  2aizxe  +  2aizyz  +  5  =  0. 

Die  Gleichung  einer  Mittelpunkts  fläche,  auf  ein  Tripel  con- 
jugirter  Durchmesser  bezogen,  isi: 

Wenn  diese  conjugirten  Burclimesser  die  drei  Axen  sind, 
so  heissen  die  Grössen 


V         7in:\   '        V  Jini'.  '       V 


n 


Bau        '         Bau        '         Baz^ 

die  Längen  der  Hälbaxen  der  Fläche  ä^'  Ordnung. 
Man  erhält  sie,  wenn  an  die  SteUe  von 

n                          II  $1 
öll  »      «22  j      Ö8S 

die  drei  (reellen)  Wurzeln  von  ^(^)  =  0  gesetzt  werden;  siehe  oben. 

Bei  dem  redten  EUipsoid  schneiden  die  drei  Axen  die  Flädie 
in  reellen  Funkten  und  die  Abstände  des  Mittelpunkts  von  diesen 
Schnittpunkten  sind  die  HaHbaxen  des  Eüipsoids.  Bei  einem  be- 
liebigen EU^soid  sind  die  drei  Hälbaxen  u/ngldch,  bei  dem 
Botationsellipsoid  sind  zwei  von  ihnen,  bei  der  Kugd  alle  drei  gleich. 

Bei  dem  einschaligen  Hyperboloid  schneiden  nur  zwei  der 
Axen  die  Fläche  in  reellen  Punkten  u/nd  die  Abstände  des  Cen- 
trums  von  den  Schnittpunkten  fallen  mit  den  Längen  zweier  Hälb- 
axen zusammen. 

Bei  dem  zweischäligen  Hyperboloid  trifft  nur  eine  der  Axen 
die  Fläche  in  reellen  Bu/nkten  u/nd  der  Abstand  des  Centrums  von 
einem  der  Schnittpunkte  fäUt  mit  der  Länge  einer  Hälbaxe  zusammen. 

Die  Axen,  welche  die  Hyperboloide  in  reellen  Punkten 
schneiden,  heissen  transversal. 

Die  Ebene 

U^X^  +  U^X^  +  WgiTj  +  U^X^  =  0 

schneidet  die  Fläche  ^  Ordntmg  in  einer  Ellipse,  Hyperbel  oder 
Parabel,  je  nacfidem  die  Grösse 


G  = 


«111 

«12» 

«18» 

Wl 

«21» 

«22» 

«28» 

Wj 

«81  J 

«82» 

«83» 

«8 

^1    1 

«*2    » 

W3   » 

0 

negativ,  positiv  oder  NvUP 
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Zwei  paraUele  Ebenen  schnöden  die  Fläcfie  in  Kegäsc^niUen 
derselben  Art. 

Durch  jede  Äxe  der  Fläche  ^'  Ordnung  gefien  zwei  (reeUe 
oder  imaginäre)  Ebenen  von  der  Beschaffenheit,  dass  sie  selbst 
und  die  zu  ihnen  parallelen  Ebenen  Hie  Fläche  in  Kreisen  schnei- 
den; diese  Ebenen  heissen  Kreisschnittebenen;  sie  liefern  die  so- 
genannten Kreisschnitte  der  Fläche  2^'  Ordnung. 

Die  beiden  Kreisschnittebenen  durch  eine  jede  Äxe  Uegen 
symmetrisch  in  Bezug  auf  jede  Hauptebene. 

Von  den  sechs  Systemen  von  Kreisschnittebenen  sind  nur 
zwei  reell. 

In  jedem  System  von  Ereisschnittebenen  gibt  es  immer 
zwei  Tangentialebenen,  deren  Berührungspunkte  mit  der  Fläche 
Kreis-  oder  Nahelpurüde  oder  Umbüicus  der  Fläche  genannt 
werden.     Salmon-Fiedler,  3.  Aufl.,  1,  S.  122. 

Von  den  zwölf  Näbelpunkten  sind  höchstens  vier  reeü. 
Die  zwölf  Nabelpunkte  liegen  zu  je  dreien  auf  acht  imaginären 
Geraden  der  Fläche  Sf^^  Ordnung. 

Die  zwölf  Nabetpunkte  einer  Mittelpunktsfläche  (centralen 
Fläche)  liegen  zu  je  vieren  in  den  drei  Hauptebenen. 

Zwei  Kreissdinitte,  die  zu  jedem  der  beiden  Systeme  von 
Kreisschnittebenen  gehören,  die  derselben  Äxe  der  Flädte  ent- 
sprechen, liegen  immer  auf  einer  und  dersdben  Kugel. 

Bei  den  Umdrehungsflächen  reduciren  sich  die  beiden  Systeme 
reeUer  Kreisschnittebenen  auf  das  System  der  Parallelkreise. 

Die-  analytische  Bedingung,  damit  eine  Ebene  die  Kreissdinitt- 
ebene  einer  Fläche  2^^  Ordnung  sei,  ist  durch  zwei  der  Gleichungen 

-Hu        -H,,        -Hjj        -H,3        figj         Sj, 

gegeben,  worin  die  Gij  die  algebraischen  Adjungirten  der  Elemente 
der  Determinante  G  und  die  Hij  die  analogen  algeibraischen  Ad- 
jungirten der  Elemente  der  Determinante 


-ff  = 


1 ,  cos  (12) ,  cos  (13) ,  Wi 

cos  (21),    1,  cos  (23),  Uj 

cos  (31) ,  cos  (32) ,  1 ,  «3 

tii,      tij,  U3,  0 


sind  und  unter  cos  (12),  cos  (13),  .  . .  die  Cosinus  der  Winkel 
verstanden  werden,  welche  die  Coordinatenaxen  miteinander  machen. 

8* 
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Bei  einem  reellen  EU^soid  mii  drei  ungleichen  Axen 

S+^F  +  ^l-l,     (.a>l>c) 

gehen  die  reellen  KreisschnOtebenen  durdh  die  Axe  von  mitüerer 
Länge  (b). 

Die  Coordinaten  der  vier  reellen  Näbelpunläe  sind 


Bei  dem  einschaligen  Hyperboloid  sind  die  beiden  Systeme 
reeller  Kreisschnittebenen  der  grösseren  der  beiden  Transversal' 
axen  parallel,  u/nd  die  Näbdpunkte  sind  sämmtlich  imaginär. 

Bei  dem  eweischaligen  Hyperboloid  sind  die  beiden  Systeme 
reeller  Kreisschnittebenen  der  längsten  nicht  transversalen  Axe 
parallel,  und  die  vier  Näbdpunkte  sind  redt, 

aC'  1l'  Z^ 

Ist    -^  —  ?Y  —   1  =  1    äie    Gleichung    des    zweischäligen 

Hyperboloids  und  b>c,  so  sind  die  Coordinaten  der  vier  reellen 
Nabelpunkte 

Der  Kegel  hat  zwei  Systeme  reeller  Kreissdmäebenen,  die 
identisch  mit  denen  der  einschaligen  oder  zweischäligen  Hyper- 
boloide sind,  deren  AsymptotenkegeL  er  ist. 

Ein  elliptisches  Paräbohid  hat  zwei  Systeme  redler  Kreis- 
schnittehenen;  sie  sind  den  grösseren  Axen  der  zur  Axe  senk- 
rechten Schnitte  paralld;  zwei  Näbdpunkte  sind  reeü  und  durdt 


^(b»_c»),    0,    ±ifc>(6»  — c») 
bestimmt,  wenn 

|^  +  r*-*  =  0,     (b>c) 

die  Gleichung  des  Paraholoids  ist     Die  reellen  KreisschniUebenen 
sind  den  beiden  Ebenen 

paräHd. 

In  einem  hyperbolischen  Paräbohid  sind  die  beiden  Systeme 
redler  Kreisschnittebenen  den  beiden  Ebenen,  die  wir  in  %  ^ 
Directricen  genannt  haben,  parallel;  die  Kreise  degeneriren  in  eine 
im  Endlichen  und  eine  im  Unendlidien  liegende  Gerade. 
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Wenn  j-^ ,  —  a;  =  0  die  Gleichung  des  hi^erholisdten 

Faräbölaids  ist,  so  sind  die  beiden  Systeme  von  Kreisschnittebenen 
den  beiden  Ebenen 

o         c  ^      b     ^     c 

paraUeL 

§  3.   Fooale  Eigensohaften  der  Flächen  2^'  Ordnung. 

Der  Ort  der  Punkte,  icelche  so  beschaffen  sind,  dass  die  von 
ihnen  einer  centralen  Fläche  Sf^^  Ordnung  umschriebenen  Kegel 
BotaHonsJcegel  sind,  best^t  aus  drei  in  den  drei  Hauptebenen  der 
Fläche  Sf^  Ordnung  liegenden  Kegelschnitten;  jeder  Kegeilschnitt 
hat  dieselben  Brennptmkte,  wie  der  Schnitt  der  Haupt^ene  mit 
der  Fläche.  Diese  Kegelschnitte  heissen  focäl,  ihre  Punkte  sind 
die  JBrennpunJcte  (Focus,  Focälptmkte)  der  centralen  Fläche 
2**'  Ordnung. 

Die  Focalkegelschnitte  gehen  durcJi  die  vier  in  ihrer  Ebene 
liegenden  Näbelpunkte. 

Ein  EUipsoid  oder  Hyperboloid  lässt  im  Allgemeinen  eine 
(reelle)  focale  Eüipse  und  eine  focale  Hyperbel  zu,  welche  in  den 
beiden  Hauptebenen  liegen,  die  durch  die  längste  Transversalaxe  gehen. 

Die  beiden  Brennpunkte  eines  FocalkegelschniUs  sind  die 
Scheitel  eines  anderen  FocalkegelschniUs. 

Die  FocaVkegelschmite  der  Keget  S^  Grads  reduciren  sidi 
auf  drei  Paare  von  Geraden;  nur  zwei  von  diesen  Geraden  sind  reell. 

Für  jeden  Kegd  2^^  Grads  existiren  zwei  reelle  Gerade 
(Focallinien)  derart,  dass  durch  jede  von  ihnen  unendlich  viele 
Paare  cor^ugirter  auf  einander  senkrechter  Ebenen  gehen,  Ist  er 
ein  BotaUonskegel ,  so  fällen  die  beiden  Focalgeraden  mit  der 
Botationsaxe  zusammen. 

Jeder  Schnitt  des  Kegels  mit  einer  auf  einer  Focalgeraden 
senkrechten  Ebene  hat  den  Schnittpunkt  der  Geraden  mit  der  Ebene 
zum  Brennpunkt, 

Die  Focalgeraden  des  Asymptotenkegels  einer  Mittelpunkts- 
fläche  sind  die  Asymptoten  der  FocaUcegelsdinitte  dieser  Fläcfte. 

Bei  einem  Paräböloid  besteht  der  Ort  aller  Punkte,  die  so 
beschaffen  sind,  dass  der  von  ihnen  der  Fläche  umsdiriebene  Kecjel 
ein  Botatumskegel  ist,  aus  zwei  Focalparabel/n,  welche  in  den 
zwei  Hauptebenen  liegen,  dieselbe  Axe,  wie  das  Paräbohid,  haben, 
ihre    Oeffnungen   nach   entgegengesetzten   Bichtungen   kehren   und 
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die  nämlichen  BrennpunMe  besitzen,  wie  die  heideti  durcli  die 
zwei  Hauptebenen  in  dem  Paraboloid  erzeugen  Parabeln, 

Die  Focalparäbeln  liegen  bei  dem  Paraboloid  derart,  dass 
der  Brennpunkt  der  einen  der  ScheUd  der  anderen  ist. 

Die  Parameter  der  beiden  Focalparäbeln  sind  einander 
und  der  Differenz  der  Parameter  der  beiden  durch  die  Haupt- 
ebenen  erzeugten  Parabeln  gldch. 

1.  Für  das  reeUe  Ellipsoid 

mit  den  HdLhaxen  a>b>  c  sind  die  drei  Focalkegdschnitie: 
ic  ==  0,  -F_— .1  +  ~3~i".x  =  —  1  (^^^  imaginäre  Ellipse), 
y  =  0,  ^_^t  —  i^_  et  ^  ^  ^^^^  Hgperbel), 
^  =  0,  ^^^i  +  i;rzr^  =  1  (^^  ^^^^^  Ellipse). 

2.  Für  das  imaginäre  Ellipsoid 

j+i;-+s=-i,(«>6>o 

sind  die  Focalkegelschnitte: 

yi  gi 

a-  =  0,  ^^-^i  +  ä^ZT^  =  1  ^^*^^  ^^^^^^  Ellipse), 

y  =  0,  2,,4r?  —  ^  ZTii  =  1  ^^'«^  Hyperbel), 

z  =  0,  -,^^-—8  4-  hi^—iÄ  =  —  1  ^^'wc  imaginäre  Ellipse). 

3.  Für  das  einscfialige  Hyperboloid 

sind  die  Focalkegelsdtnitie: 

X  =  0,  --,-^-p  +  -rir"!!'  =  —  1  (^^^^  imaginäre  Ellipse), 

^  =  ^'  ~a*^  b^  ~  6*4^  ""  ^  ^^''^^  Hyperbel), 
jp  =  0,     ,  ■     ,  -|-  7,—.  —.=  1  (eine  reelle  Ellipse). 
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4.  Für  das  eweischaXige  Hyperboloid  • 


^'      y'      ^'       ^    /i.  ^   \ 


smd  sie: 

a:  =  0 ,     ^^^  ,,  -( — ^   ■     ,  =  —  1  (eine  imagimre  EUipse), 


X*         ,  z* 


y=^^>  q«^5«  +  ftTZT?  =  1  ('^♦'^  ''^^^  Eaip8e)r 
^  =  ö'  at  +  c«  —  ft'^I?  =  ^  ^'^^^^  Hyperbel). 

5.  Fär  Jen  redien  Kegel 

^ndf  (ft€  beide9i  reellen  FocaXgeraden: 

^  =  ^'    a»  —  i>«  ~  6«  +  c»  "^  ^' 

6.  Für  ein  (elliptisches  oder  hyperbolisdies)  Paraboloid,  dessen 
Gleichung 

Py^  +  qz^  —  x  =  0,  (p^  q) 

ist,  in  welcher  p,  q  bei  dem  eUipHschen  Paraboloid  dasselbe  und 
bei  dem  hyperbölisdien  verschiedene  Vorzeidien  haben,  sind  die 
beiden  FocaUparäbeln 

_o,«=-(i-l)(.-.L), 
'-''■»'-{i-l){'-h)- 


y 


Die  Botationsaxen  der,  von  den  Brennpunkten  aus,  der  Fläche 
Sf^^  Ordnung  umschriebenen  Kegel  berühren  die  FocaXkegelschniUe, 

Die  Tangenten  an  die  Focalkegdschnitte  sind  Gerade,  durdi 
welche  unendlicft  viele  Paare  von  Ebenen  gehen,  die  in  Bezug 
auf  die  Fläche  2^^  Ordnung  conjugirt  sind  und  aufeinander 
senkrecht  stellen. 

Die  in  dem  Berührungspunkt  auf  einer  Tangente  an  einen 
Focdikegdschnitt  senkrecht  stehende  Ebene  schneidet  die  Fläche 
^*®'  Ordnung  in  einem  Kegelschnitt,  der  den  Berührungspurüd 
zum  Brennpunkt  und  eine  auf  der  Ebene  des  Focalkegdschnitts 
senkrechte  Gerade  zur  Directrix  hat. 

Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkt  aus  das  Loth  auf 
die  Polarebene  dieses  Punkts  in  Bezug  auf  die  Fläche  2^^  Ord- 
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nimg  fällt ,  so  sind  die  ScfiniUe  des  Loihs  und  der  Ebene  mit 
einer  Hauptebene  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  den  in  dieser 
Hauptebene  liegenden  FocaiUcegelschnitt. 

Die  Schnitte  ein^r  Berührungsebene  an  die  Fläche  ^*®'  Ord- 
nung und  der  Normalen  mit  einer  Hauptebene  sind  Polare  und 
Pol  in  Bezug  auf  den  Focälkegelschniä. 

Bas  Produd  der  Abstände  einer  Beruhrungsebene  an  die 
Fläche  2^  Ordnung  von  den  beiden  Punkten  eines  Focaücegelr 
Schnitts,  in  welchen  die  Tangenten  der  Ebene  parallel  sind,  bleibt 
constant. 

Wenn  da^s  Ellipsoid 

S  +  |^  +  S  =  l,(«>«'>c) 
gegeben  ist,  so  stellt  die  Gleichung 

^'   j-   y*   +   ^*    =1 

in  icelcher  k  ein  beliebiger  Parameter  ist,  eine  dem  gegebenen 
Ellipsoid  confocale  Flädie  ^  Ordnung  dar,  d.  h.  eine  solche, 
welche  dieselben  Focalkegelschnitte  hat. 

Da  man  k  auf  unendlich  viele  Arten  varüren  kann,  so  gibt 
es  eine  einfach  unendliche  Menge  von  Flächen  2^'  Ordnung,  die 
der  gegebenen  confocal  sind. 

Durch  jeden  Punkt  des  Baums  gehen  drei  solche  Flächen 
2^^  Ordnung,  nämlich  ein  Eüipsoid,  ein  einschaliges  und  ein  ztcei- 
schaUges  Hyperboloid,  welche  sidi  in  dem  gemeinschaftUdien  Punki 
rechtmnklig  schneiden. 

Die  drei  Werthe  von  X,  welche  den  drei  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  gehenden  confocalen  Flächen  2*®'  Ordnung  ent- 
sprechen, kann  man  zu  Coordinaten  des  Punkts  wählen;  sie 
heissen  elliptische  Coordinaten. 

§  4.   Die  metrisohen  Eigenschaften  der  Flächen  2^'  Ord- 
nung.    Gleichseitige  Flächen  2^'  Ordnung. 

Bei  dem  Ellipsoid  ist  das  Product  des  Normälensegments, 
welches  zwischen  dem  ElUpsoid  und  einer  Hauptebene  enihaiUen 
ist,  mit  dem  Äbsta}%d  des  Centrums  von  der  Berührungsebene 
constant;  dieses  Product  ist  dem  Quadrat  des  auf  der  Beruhrungs- 
ebene Sehkrediten  Halbmessers  gleich. 

In  jedem  Ellipsoid  ist  die  Summe  der  Quadrate  dreier  con- 
jugifier  Halbmesser  constant. 
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Das  Volumen  des  über  drei  conjugirten  Halbmessern  con- 
struirten  Parallelepipedons  bleibt  canstant. 

Ebenso  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Frojectioneti  dreier 
eonjugirter  Halbmesser  auf  eine  Gerade  oder  Ebene  canstant. 

In  einem  elliptischen  Färaboloid  bleibt  die  Summe  der  Haupt- 
Parameter  zweier  beliebiger  eonjugirter  Diametralschnitte  canstant 
Bei  dem  hyperbolischen  Paraboloid  dagegen  ist  die  Differenz  dieser 
Parameter  canstant. 

Bei  einem  elliptischen  Paraboloid  ist  der  Ort  der  Spitzen  der 
umschriebenen  dreifach  rechtwinkligen  Dreiflache  eine  zur  Axe 
senkrechte  Ebene,  die  vom  Scheitel  um  die  Grösse 

6«  +  c« 
4 

absteht^  wenn 

icie  gcicöhnUch,  die  Gleichu/ng  des  Paraböhids  darstellt. 

Für  das  Eüipsoid  ist  derselbe  Ort  eine  mit  dem  Eüipsoid 
concentrische  Kugel,  deren  Badius 

Ya^  +  &»  +  c« 

ist,  wenn  a,b,  c  die  Halbaxen  des  Eüipsoids  bezddinen»  Für 
jede  andere  Mittelpv/nktsfläche  ist  dieser  Ort  stets  eine  Kugel 
(Monge), 

Wenn  in  einem  einschaligen  Hyperboloid  eine  auf  einer 
Geraden  des  Hyperboloids  senkrechte  Ebene  die  Fläche  in  einer 
gleichseitigen  (rectangulären)  Hyperbel  schneidet,  so  treffen  auch 
aUe  andere  solche  Ebenen  die  Fläche  in  gleichseitigen  Hypt^beln* 

Dieses  Hyperboloid  heisst  gleichseitig;  Vogt,  Crelle,  86. 

Wenn  in  einem  einschaligen  Hyperboloid  einer  ihm  an- 
gehörigen  Geraden  zwei  andere  aufeinander  und  auf  der  ersteren 
senkrechte,  und  ebenfalls  der  Fläche  angehörigc  Gerade  desselben 
Systems  entsprecfien,  so  gilt  dasselbe  für  aUe  Gerade  und  das 
Hyperboloid  ist  gleichseitig. 

Ein  einsclialiges  Hyperboloid  ist  gleidiseitig,  wenn  D  =  0  ist 
Vergl,  §  2. 

Lautet  jfiaher  seine  Gleicliung,  wie  geicöhnlicJi, 

^    ,   y^ z*  . 
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so  ist  die  Bedhigung,  damit  es  gleicfiseit/i{f  sei, 

-ö  =  A  +  iV  —  ^  =  0. 

Wenn  ein  durcüi  einen  Kegd  2^^  Grads  senkrecht  zu  den 
Erzeugenden  geführter  Schnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  so 
gut  dassdbe  für  alle  senkrecht  zu  den  Erzeugenden  geführten 
Schnitte;  der  Kegd  heisst  alsdann  gleichseUig. 

Bei  einem  gleichseitigen  Kegd  erUspreclien  jeder  Erzeugenden 
zwei  andere,  die  auf  einander  und  auf  der  ersteren  senkrecht 
stehen. 

Ein  Kegd  ist  gleichseitig,  wenn  D  =»  0  ist. 

Wenn  in  einem  zweischoHigm  Hyperboloid  ein  auf  einer 
Asymptote  (einer  Erzeugenden  des  Asymptotenkegds)  senkrechter 
Schnitt  eine  gleicJiseüige  Hyperbd  ist,  so  gilt  dassdbe  für  alle  ahn- 
lidien  Schnitte. 

Das  Hyperboloid  heisst  dann  glekHiseitig. 

In  jedem  gldchseitigen  zweischaligen  Hyperboloid  entsprechen 
jeder  Asymptote  zwei  omdere,  die  aufeinander  und  auf  der  ersten 
senkrecht  stehen. 

Das  zweisdiälige  Hyperboloid  ist  gleichseitig,  wenn  D  =  0  ist. 

Für  ein  dlipHsches  Paräboloid  kann  D  niclit  NvXi  sein. 

Ein  hyperbolisches  Paräboloid  ist  gleichseitig,  wenn  die 
beiden  Directhx-Ebenen  senkrecht  aufeinander  stehen. 

Soll  ein  hyperbolisches  Paräboloid  gleichseiäg  sein,  so  muss 
2>  =  0  sein. 

Bei  einem  gleichseitigen  hyperbolischen  Paräboloid  ist  jeder 
senkrecftt  zur  Axe  geführte  Schmitt  eine  gleicliseitige  Hyperbel. 

lieber  eine  andere  einfache  Gattung  von  Flächen  2*®'  Ord- 
nung, näitilich  die  sogenannten  orthogonalen  Hyperboloide,  vergl. 
Schröter,  Crdle,  85. 


§  5.   Fläohenbüsohel  und  Fl&chennetze  2^^'  Ordnung. 

Sind  zwei  Flächen  2*«'  Ordnung  (2*«'  Klasse)  f  =  0,f  =  Om 
Punktcoordinaten  (Ebenencoordinaten)  gegeben,  so  heisst  das  durch 

dargestellte  System  von  Flächen  ein  FläcJienbüschel  2^^  Ordnung 
(eine  Flächenschar  2^  Klasse). 

AUe  Flächen  des  Büschels  schneiden  sicJi  in  ^iner  Baum- 
curve  4*®'  Ordnung  (Grundcurve,  Durchdringtmgs-,  Durchschnitts- 
curve). 
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AUe  Flächen  eines  Büschels  Jf^^  Ordnung  werden  von  einer 
Ebene  in  einem  Büschel  von  Kegdschnitten  und  von  einer  Geraden 
in  einem  Büsdid  von  Gruppen  zweier  Punkte  d.  h.  in  Paaren  von 
invoUUoris(^  conjugirten  Punkten  geschnitten. 

Durch  einen  Punkt  des  Baums  geht  im  Allgemeinen  nur 
eine  Fläche  des  Büschels;  es  gibt  ewei  Flächen  2^^  Ordnung 
des  Büschels,  welche  eine  gegebene  Gerade,  und  drei  Flächen  des 
Büschels,  die  eine  gegebene  Ebene  berühren.  Näheres  findet  man 
in  der  Tabelle  in  Kap.  15,  §  4. 

Die  Polarebenen  eines  Punkts  P  in  Bezug  auf  aUe  Flächen 
2^  Ordnung  des  Büschels  gehen  durch  eine  feste  Gerade  p  und 
bilden  mithin  ein  Ebenenbüschel,  Die  Gerade  p  heisst  zu  P  con- 
jugirt  in  Bezug  auf  das  Flächenbüschel, 

Die  Büsdhel  der  Polarebenen  zweier  Punkte  P,  P^  sind  pro- 
jectiv  zueinander. 

Die  redproken  Geraden  einer  Geraden  in  Bezug  auf  alle 
Fläthen  ^'  Ordnung  eines  Büschels  sind  die  Erzeugenden  eines 
Hyperboloids,  dessen  zweites  System  von  Erzeugenden  aus  den 
allen  Punkten  der  gegebenen  Geraden  conjugirten  Geraden  besteht. 

Die  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  aUe  Flächen  J2^^  Ord- 
nung eines  Büsdiels  liegen  auf  einer  cubischen  Baumcurve. 

Daraus  folgt: 

Die  Mittelpunkte  aUer  Flächen  ^^'  Ordnung  eines  Büschels 
liegen  auf  einer  cubischen  Baumcurve;^  in  jedem  Büschel  gibt  es 
im  Allgemeinen  drei  Pardböloide,  von  welchen  wenigstens  eines 
redl  ist. 

In  einem  Flächenbüschel  ^*°'  Ordnung  existiren  im  All- 
gemeinen vier  Kegd. 

AUe  Flächen  ä^^  Ordnung  eines  Büschels  haben  ein  Polar- 
tetraeder  gemeinschaftlich,  dessen  Ecken  die  Spitzen  der  vier  dem 
Büsdid  ungehörigen  Kegd  sind. 

Eine  eingehende  Untersuchung  betreffs  der  in  dem  Flächen- 
büschel enthaltenen  Kegel  erfordert  Betrachtungen  aus  der  Weier- 
strass'schen  Theorie  der  Elementartheiler,  Reperi,  1,  S.  328; 
vergl.  Clebsch -Lindemann,  Anal.  Geom.  des  Raumes,  Bd.  2. 


Sind   drei  Flächen   2*^'  Ordnung  /•— 0,   ^=0,   ^=0 
gegeben,  welche  keinem  Büschel  angehören,  so  bilden  alle  durch 

dargestellten  Flächen  ein  sogenanntes  Fläckennetz  oder  Fläämi- 
bündd  ^^  Ordnung-,   Salmon-Fiedler,  3.  Aufl.,  1,  S.  165 
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ÄUe  Flädien  ^  Ordnung  eines  Netzes  haben  adit  Punkte 
gememschafüich  (die  Qnmdpunkte  oder  Basi^puhhie  des  Netzes)^ 

Jede  Ehene  wird  von  unendlich  vielen  Flächen  ^**'  Ordnu/ng 
eines  Netzes  berührt;  die  Berührungspunkte  Uegen  auf  einer  aU- 
gemeinen  Cu/rve  5**'  Ordnung, 

ÄUe  durch  sieben  Punkte  des  Baums  gehende  Flädien  2^^ 
Ordnung  gehen   auch  durch  einen  und  denseüben  achten  Punkt, 

Die  acht  Ortmdpuhkte  eines  Flädiennetzes  ^'  Ordnung  be- 
sitzen die  Eigenschaft,  dass  die  durch  sechs  von  Omen  bestimmte 
cubische  Baumcurve  die  Verbindungsgerade  der  beiden  anderen  zur 
Secante  hat 

Die  Pölarebenen  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
^*®'  Ordnung  eines  Netzes  gehen  durch  denselben  Punkt  (den  in 
Bezug  auf  das  Netz  zu  P  conjugirten  Punkt). 

Der  Ort  des  Pols  einer  Ebene  in  Bezug  auf  aUe  Flächen 
J3^^  Ordnung  eines  Netzes  ist  eine  allgemeine  Flädie  5**'  Ordnung, 
auf  welcher  auch  die  in  Bezug  auf  das  Netz  conjugirten  Punkte 
aUer  Punkte  der  Ebene  liegen. 

Unter  den  Flächen  des  Netzes  gibt  es  unendlich  viele,  die 
sich  auf  Kegd  reduoiren;  der  Ort  ihrer  Spitzen  ist  eine  Curve 
6^'  Ordnung;  auf  dieser  Curve  liegen  auch  Me  unendlich  viden 
Punkte,  deren  Pölarebenen  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Netzes 
sämmüich  durch  eine  Gerade  gehen. 


Die  alten  Geometer  hatten  die  verschiedenen  Flächen  2**'  Ord- 
nung nicht  systematisch  in  Classen  geordnet;  die  erste  Classi- 
fication verdajikt  man  Euler,  Introductio  in  anal,  mfin.,  1748. 
Die  Lehre  von  diesen  Flächen  machte  in  der  ersten  Hälfte  des 
19.  Jahrhunderts  in  Folge  der  Leistungen  der  Mathematiker  der 
französischen  Schule,  Monge,  Hachette,  Lacroix,  Binet, 
Leroy,  Poncelet,  Chasles  grosse  Fortschritte.  Die  Focal- 
kegelschnitte  hat  Dupin,  Corr.  ilc.  pcÜAft,  2  gefunden  imd  dann 
haben  sie  Steiner,  Grelle,  1  und  Chasles,  Äperguhist.,  Note  31 
studirt. 

Von  dem  Standpunkt  der  projectiven  Geometrie  waren  für 
die  Theorie  der  Flächen  2*®'  Ordnung  die  Monographien  von 
Hesse,  CreUe,  18,  20,  26,  etc.;  Seidewitz,  Grunerfs  ArcJi. 
7,  8,  9,  10;  Sturm,  Crelle,  70,  99,  etc.  grundlegend,  zu  welchen 
noch  die  Werke  von  Staudt,  siehe  oben;  Reye,  Geom.  der 
Lage  und  von  Anderen  hinzukommen. 

Ein    umfangreiches    Verzeichniss    von    Arbeiten    über    die 


§  5«  Literaturnachweise.  125 

Flächen  2***  Ordnung  findet  man  in  dem  Buch  Loria's,  übers. 
Yon  Schütte,  Die  hauptsäcfdichsten  Theorien  der  Geometrie  etc.,p.  32. 
Vergl.  auch  E.  Kötter,  Die  Entwicklung  der  synthetischen  Geo- 
metrie; Jahresher.  der  deutsch.  Mathematikerver.,  1898,  von  der 
bis  jetzt  nur  ein  Heft  erschienen  ist. 

Von  dem  Gesichtspunkt  der  analytischen  Geometrie  aus  wurden 
diese  Flächen  yon  Salmon-Fiedler,  1.  c,  Hesse,  Vorlesungen 
Über  (mcHytische  Geometrie  des  Raumes,  Leipzig,  1876,  Baltzer, 
1.  c,  D'Ovidio,  1.  c.  und  in  dem  2*^  Band  der  Clebsch- 
Lin  dem  an  n 'sehen  Geometrie^  Leipzig,  1891  behandelt;  Schröter 
geht  in  seinem  umfiEingreichen  Werk:  Theorie  der  Oberflächen  S^^ 
Ordnung  und  der  Baumcurven  3^  Ordnung,  Leipzig,  1880  von 
synthetischem  Standpunkt  aus. 

Die  descriptive  Geometrie  der  Flächen  2**'  Ordnung  findet 
man  bei  Fiedler,  Die  darstellende  Geometrie,  Leipzig,  1.  Thl. 
1883,  2.  Thl.  1885,  3.  Thl.  1888  behandelt. 

Am  Schluss  des  D'Ovidio 'sehen  Werkes  werden  die  Mathe- 
matiker angegeben,  welche  die  Hauptsätze  dieser  Theorie  ent- 
deckt haben. 

Die  Focaleigenschaften  sind  in  dem  neueren  Buch  von 
Staude,  die  Focaleigenschaften  der  Flächen  ^^'  Ord/nung,  Leipzig, 
1896  dargestellt. 

Was  die  Theorie  der  quadratischen  quatemären  Formen 
angeht,  so  verweisen  wir  auf  die  Bemerkungen  in  Bd.  1, 
Kap.  12,  §  19. 


Kapitel  V. 
Allgemeine  Theorie  der  ebenen  algebraisehen  Gnrven. 

§  1.   Allgemeines.    Singulare  Funkte.    Die  Flüoker'sohen 

Foimeln.     Die  Disoriminante. 

Der  Ort  von  PunkteB,  welcher  analytisch  durch  eine  alge- 
braische Gleichung  n^^  Grads  zwischen  zwei  Cartesischen  oder 
drei  homogenen  Ooordinaten  eines  Punkts  der  Ebene  dargestellt 
wird,  ist  eine  ebene  Curve  n^'  Ordnung.  Die  Curve  1^'  Ordntmg 
ist  die  Gerade. 

Die  Tcmgente  an  eine  ebene  Curve  ist  die  Grenzlage  der 
Geraden,  welche  zwei  unbegrenzt  nahe  Punkte  der  Curve  ver- 
bindet. 

Correlativ  ist  die  Enveloppe  der  Geraden,  welche  durch 
eine  algebraische  Gleichung  n^^  Grads  zwischen  den  Geraden- 
coordinaten  der  Ebene  dargestellt  werden,  eine  Envelqppen-Ctirve 
n^'  Classe.     Die  Enveloppe  i**"  Glosse  ist  der  Punkt. 

Der  Pufüct  einer  Enveloppen- Curve  ist  die  Grenzlage  des 
Schnitts  zweier  unendlich  naher  Tangenten. 

Die  Curven  oder  Enveloppen,  deren  Gleichungen  nicht  in 
ganze  Factoren  zerfallen,  heissen  einfadi,  unzerlegbar  oder  irre-- 
dudbel. 

Jede  ebene  Gu/rve  n*®'  Ordnimg  mrd  von  einer  beUdngen 
Geraden  der  Ebene  immer  in  n  reellen  oder  imaginären  Punkten 
geschnitten. 

Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  immer  n  (redle  oder 
imaginäre)  Gerade,  welche  eine  Enveloppen-Gurve  n*®'  Classe  be- 
rühren. 

Zwei  Curven  von  den  Ordnungen  n^,  n^  haben  im  All- 
gemeinen n^n^  (reeUe  oder  imaginäre)  Punkte  und  zwei  Enve- 
loppen von  den  Glossen  n^,n^  haben  n^n^  Tangenten  gemein- 
schaftUch, 
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Sind  ivüVcürUdi  in  der  Ebene  ■      J"      Punkte  gegeben,  so 

gibt  es  im  Allgemeinen  eine  und  nur  eine  Curve  n^  Ordnung, 
wdche  durch  sie  geht,  und  carrdativ. 

Ein  Punkt  einer  Curve  heisst  r-fach  oder  vielfach  von  der 
Ordnung  r,  wenn  die  Curve  r-mal  durch  ihn  geht;  die  Curve 
hat  daher  in  diesem  Punkt  r  Tangenten;  sind  diese  sämmtlich 
verschieden,  so  wird  der  Punkt  ein  gewöhnlicher  r-facher  Punkt 
genannt.  Eine  Tangente  heisst  r-fach,  wenn  sie  die  Enveloppen- 
curve  r-mal  berührt  imd  mithin  r  Berührungspunkte  besitzt;  sind 
diese  verschieden,  so  sagt  man,  sie  sei  eine  gewöhriUche  r- fache 
Tangente. 

Wenn  eine  Curve  n^^  Ordnung  einen  n-fachen  Punkt  hat, 
so  ist  sie  nichts  Anderes,  a^  die  Gesammtheit  von  n  Geraden, 
die  von  diesem  Punkt  ausgehen. 

Eine  anfache  Curve  w*®'  Ordnung  kann  ausser  einem  (n  —  l)- 
fachen  Punkt  nicht  auch  noch  einen  Doppelpunkt  haben. 

Eine   einfache   Curve   n^'  Ordnung   kann   nicht   mehr   als 

Wenn  eine  einfache  Curve  n**'  Ordnung  gewöhnliche  viel- 
fache Punkte  von  den  Ordnungen  r^,  r^, .. .,  r^  hat,  so  ist 

'^  *'.-(^-  —  1)  ^  (n  -  1)  (n  -  2) 

^— 2— < 2 

1  =  1 

Zu  allen  diesen  Theoremen  lassen  sich  correlative  Sätze 
aufstellen. 

Die  sämmtlichen  unendlich  vielen  Curven  n*®'  Ordnung,  die 
durdi 

in(n  +  3)  — 1 

gegebene  Punkie  gehen,  gehen  auch  durdi 

^(n  _!)(«-  2) 

andere  durch  die  gegebenen  Punkte  bestimmte  Punkte. 

Wenn  von  den  n*  gemeinsdiafilidien  Punkten  zweier  Curven 
n**'  Ordnimg  nm,  (m  <  n)  auf  einer  Curve  w**'  Ordnung  liegen, 
so  gehören  die  n(n  —  w)  übrigen  Punkte  einer  Curve  von  der 
Ordnung  n  —  m  an. 

Die  grösste  Anzahl  von  Punkten,  die  man  willkürlich  auf 
einer  Curve  m*®'  Ordnung  annehmen  kann,  wenn  eine  einfache 
Curve  n**"  Ordnung  (n  >  m)  durch  sie  gelegt  werden  söU,  beträgt: 

nm  —  ^(fw —  1)  (w —  2),  {das  JacobVsche  Theorem,  CreUe,  15). 
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Alle  Curven  w*®'  Ordnung,  welche  durch  nm  —  //  Funkte 
einer  Curve  w*®'  Ordnung  und  durch 

n{n  —  wi)  —  h' 

Punkk  einer  Curve  (n  —  m)*®'  Ordnung  gdegt  werden,  schneiden 
die  erste  Curve  in  anderen  h  festen  Punkten  und  die  zweite  in 
anderen  h'  festen  Punkten.    Das  Plücker*scke  Theorem,  Theorie 
der  algebraisclien  Curven,  Bonn,  1839,  p.  11. 
Jede  Curve  n*®'  Ordnu/ng,  die  durdi 

nm  —  \{m  —  1)  (*»  —  2) 

Punkte  einer  zweiten  Curve  m^  Ordnung  geht  (m<Cn),  scfineidet 
diese  aucli  nocfi  in  anderen  ^{m  —  l)  (♦»  —  2)  festen  Pu/nkten. 
Jede  'beliebige  Curve  w**'  Ordnung,  die  durclh 

mm'  —  \{m  -f-  w'  —  n  —  1)  (w  +  w'  —  n  —  2) 

Schnittpunkte  zweier  Curven  von  den  Ord/nungen  m,  m'  gelegt  wird 
(wobd  m  sowohl  als  m'  nicht  grösser  (Hs  n  sind),  geht  auch  durdi 
alle  übrigen  diesen  Curven  gemeinsc^fUiche  Punkte.  Das  Cayley'- 
sehe  Theorem,  Cambr.  Math.  Journ.,  3,  1843. 

Wenn  in  den  Pufikten,  in  welchen  eine  Curve  w**'  Ordnung 
von  einer  Geraden  geschnitten  wird,  die  Tangenten  an  die  Curve 
gezogen  werden,  so  schneiden  sie  die  Curve  noch  in  anderen 
n(n  —  2)  Punkten,  die  auf  einer  Curve  .(«  —  2)*®'  Ordnung 
liegen  (Poncelet). 

Ein  namentlich  fELr  die  sogenannte  Geometrie  auf  einer 
algebraischen  Curve  (vergl.  §  4)  wichtiges  Theorem  ist  das 
No  etherische: 

Es  mögen  zwei  Curven  9  =  0,  t/;  =  0  vorliegen;  einer 
üirer  Schnittpunkte  P^  sei  mehrfach  von  der  Ordnung  g,.  für  q> 
und  der  Ordnung  r,.  für  i\f;  es  sei  ferner  q^  ^  r^  und  f=0  eine 
Curve,  weldie  duröh  jeden  der  Schnittpufüäe  von  tp  und  iff  geht 
und  in  P^  einen  mehrfachen  Punkt  von  der  Ordnung  q^  +  r,.  —  1 
hat;  alsdann  lässt  svcfi  die  Gleicfiung  dieser  Curve  immer  in 
der  Form 

ausdrücken,  worin  A  =  0,  B  =  0  zwei  andere  Curven  von  ent^ 
sprechender  Ordnung  darstellen. 

Damit  man  f  diese  GestäU  geben  könne,  ist  es  jedoch  niclit 
nöfhig,  dass  f  in  P^  einen  mehrfachen  Punkt  von  der  Ordnung 
ft  "t*  ^»  —  1  habe;  dagegen  muss  P^  für  f  mehrfach  wenigstens 
von    der    Ordnung    g,.    (der    kleineren    der    beiden    Ordnungen) 
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sein;  in  dem  letzteren  Fäll  müssen  ztviscfien  den  Coefficienten  der 
Qleichufig  f=0  lineare  BelaOonen  hesiehen, 

Üeber  diesen  Satz  siehe  Noether,  Jtfai!^.  Ann.,  6,  p.  352; 
Halph^n,  BuU.  de  la  8oc.  math,,  5;  Bacharach,  Ma&%,  Ann., 
26;  Voss,  ib.,  27;  Cayley,  ib.,  30;  Stickelberger,  ib.,  id.; 
Noetber,  ib.,  id.;  Zeutben,  ib.,  31;  Guccia,  Campt.  Rend., 
1888;  Bertini,  Math.  Ann.,  34,  35;  Rend.  Ist  Lomb.,  (2\  24, 
1891  und  Andere.  Wir  verweisen  auch  auf  die  Geom.  von 
Glebscb-Lindemann. 

Ein  k-facJier  Punkt  kann  als  die  Vereinigung  van  -^— ^ — - 

Dappeljmnkten  und  eine  k-fache  Tangente  als  die  Vereinigung  van 

j^rjk 1) 

-^— ^ — -  Doppeltangenten  atigesehen  werden. 

Eine  Tangente  an  eine  Curve  n**'  Ordnung  hat  ausser  dem 
Berührungspunkt  nach  andere  n  —  2  Punkte  mit  der  Curve  ge- 
meinschaftlich ;  van  einem  Punkt  einer  Curve  n*®'  Classe  aus  lassen 
sich  an  die  Curve  ausser  der  in  diesem  Punkt  berührenden 
Tangente  nach  n  —  2  andere  Ta/ngenten  an  die  Curve  ziehen. 

Die  beiden  Tangenten  in  einem  Doppelpunkt  kennen,  reell 
und  verschieden  oder  imaginär  sein  oder  zusammenfallen.  I0 
dem  zweiten  Fall  erhält  man  den  sogenannten  isalirten  Dappd- 
punkt,  in  dem  dritten  den  Bückkehr-,  Cuspidal-  ader  stationären 
Punkt  (Spitze). 

Die  Tangente  in  dem  Cuspidalpunkt  (die  Cuspidaltangente) 
zähU  für  drei  der  Tangenten,  die  sich  van  diesem  Punkt  aus  an 
die  Curve  ziehen  lassen. 

Correlativ  zu  dem  Cuspidalpimkt  nennt  man  eine  Wende-, 
Inflexiofis-  ader  stationäre  Tangente  an  die  Curve  eine  solche, 
welche  die  Curve  noch  in  n  —  3  anderen  Punkten  schneidet, 
deren  Berührungspunkt  also  als  Vereinigung  von  drei  unendlich 
nahen  Punkten  anzusehen  ist.  Ein  solcher  Berührungspunkt 
heisst  Inflexionspunkt  (Wendepunkt)  der  Curve.  Die  Inflexions- 
tangente  kann  als  eine  Doppeltangente  aufgefasst  werden,  deren 
Berührungspimkte  zusammenfallen;  bei  dieser  Anschauungsweise 
muss  man  jedoch  die  Curve  als  Enveloppe  von  Tangenten  be- 
trachten. 

Die  vielfachen  Punkte  und  vielfachen  Tangenten  heissen  im 
Allgemeinen  singulare  Punkte  und  Tangenten. 

Es  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  ein  Doppelpunkt  oder  ein 
Cuspidalpunkt  nur  dann  als  Singularität  anzusehen  ist,  wenn  die 
Curve  als  Ort  ^von  Punkten  und  nicht  als  Enveloppe  von  Tan- 

Pascal,  Repertorinm.  II.  9 
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genten  betrachtet  wird,  weil  in  dem  letzteren  Fall  jede  Enve- 
loppe  immer  eine  gewisse  Anzahl  von  Doppelpunkten  besitzt. 
Ebenso  ist  eine  Doppel-  oder  eine  Inflexionstangente  nur  dann 
eine  Singularität,  wenn  die  Curve  als  Enveloppe  und  nicht  als 
Punktort  aufgefasst  wird. 


Es  sei  n  die  Ordnimg  einer  Gurre,  v  ihre  Classe,  d  die 
Anzahl  der  Doppelpunkte,  r  die  Anzahl  der  Rückkehr-  oder 
Cuspidalpunkte,  r  die  der  Doppeltangenten  imd  i  die  Anzahl  der 
Wendetangenten . 

ÄlsdcMn  bestehen  Zicischen  diesen  Zahlen  vier  hemerkenswerihe 
Melaiionen,  welche  die  Plücker'sdien  Formeln  (CreUe,  12)  ge- 
nannt werden: 

y  =  n{n  —  1)  —  2d  —  3r, 

n  =  v(v  —  1)  —  2t  —  3i, 

t  =  3n(n  —  2)  —  6(1  —  8r, 

r  =  3v(v  —  2)  —  6t  —  8t. 

Aus  diesen  Formel/n,  von  welchen  jede  die  Folge  der  drei 
übrigen  ist,  ergehen  sich  die  weiteren  Beziehungen: 

3  (v  —  «)  =  A  —  r, 
(n  -  1)  (n  -  2)                             {v  -l){v-  2) 
2 d  —  r= 2 ^  -  *■ 

Bei  einer  allgemeinen  Ort- Curve,  d.  h.  einer  solchen  ohne 
Doppel-  und  Cuspidalpunkte  tdrd  die  Classe,  die  AnzaM  der 
InflexionS'  und  der  Doppeltangenten  durdi  die  Relationen 

V  =  n(n  —  1), 

c  =  3n{n  —  2), 

T  =^n(n  — 2)  (n^— 9) 

bestimmt  und  corrdativ. 

Sind  d  Doppelpunkte  und  r  Cuspidalpunkte  vorhanden,  so 
ist  die  Anzahl  der  Doppdtangenten 

X  =  \n{n  —  2)  (n»  —  9)  —  {2d  +  3r)  [»(n  —  1)  —  6]  + 

+  2d{d  —  1)  +  |r(r  —  1)  +  6rfr. 

Führt  man  den  Begriff  des  sogenannten  Geschlechts  einer 
CtHTve,  Riemann,  Grelle,  54;  Glebsch,  ib.,  63,  64  ein,  so 
nehmen  die  Plück  er 'sehen  Formeln  eine  andere  Gestalt  an. 
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Man  setze 

(n  -  1)  (n  —  2)  _ 

p  = '-^ '-  —  d—r 

_    (y  -,  1)  (y  -  2)    _  ^  _  , 


Die  Zahl  p  wird  alsdann  das  Geschlecht  der  Ort-Curve  und 
der  Enveloppen-Gurve  genannt.  Sie  stellt  die  Differenz  ztcischen 
der  grössten  Anzahl  van  Doppel-  und  Cuspid^lpunkten  dar,  weiche 
die  Ort-Curve,  ohne  zu  zerfallen,  haben  kann,  und  der  Anzahl 
dieser  Punkte,  welche  sie  unrUich  hat; 

oder:  die  Differenz  ztoischen  der  Summe  der  grössten  Anzähl 
von  Doppel-  und  Wendetangenten,  welche  die  Enveloppen-Curve 
haben  Icnrm,  und  der  Anzahl  der  wirJcUdi  vorhandenen. 

Die  Plücker'schen  Formeln  werden  dann: 

2p  —  2  =  V  +  r —  2», 
=  n  -f-  t  —  2v, 

=  n(n  — 3)  — 2((i  +  r), 
=  v(v  — 3)  — 2(r +  t). 

In  den  Plücker'schen  Formeln  wird  zwischen  reellen  und 
imaginären  singulftren  Punkten  und  Tangenten  kein  Unterschied 
gemacht.  Es  besteht  jedoch  auch  zwischen  den  reellen  Singu- 
laritäten eine  Relation.  Siehe  darüber  Klein,  Math.  Ann.,  10, 
Perrin,  BüU.  de  la  soc.  math.,  6. 

Das  Geschledit  p  kann  für  eine  einfache  Curve  nur  Null 
oder  positiv  sein. 

Eine  Curve  vom  Geschlecht  Null  heisst  rational  oder  uni- 
cursäl  (Cayley);  die  Coordinaten  ihrer  Punkte  lassen  sich  als 
rationale  Funktionen  eines  Parameters  ausdrücken.  Sie  hat 
^(n  —  l)  (w  —  2)  Doppel-  und  Cuspidalpunkte. 

Von  den  \(n  —  1)  («  —  2)  Doppel-  und  Cuspidalpunkten 
einer  Curve  vom  GescJdecht  Null  können  höcftstens  ^(n  —  2) 
Cuspidalpunkte  sein. 

Der  Begriff  „Geschlecht"  wurde  von,  Kiemann,  1.  c.  ein- 
geführt und  von  Clebsch,  1.  c.  auf  die  Geometrie  angewendet. 
Cayley  gebraucht  statt  des  Ausdrucks  „Geschlecht'  das  Wort 
„Defecf*,  London  matfi.  soc.,  1865. 


In  Bezug  auf  die  Form  einer  Curve,  d.  h.  die  durch  ihre 
sämmtlichen  reellen  Punkte  gebildete  Figur  sind  einige  Gnmd- 
begriffe  die  folgenden:  Eine  Curve  kann  aus  verschiedenen  Zügen 
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bestehen,  wobei  unter  einem  Zuge  einer  Curve  die  Gesammtheit 
aller  reellen  Punkte  dieser  Curve  verstanden  wird,  die  derart 
sind,  dass  man  continuirlich  mit  Einschluss  des  Durchgangs 
durch  die  Unendlichkeit  von  dem  einen  Punkt  zu  dem  anderen 
gelangen  kann;  so  bilden  z.  B.  die  beiden  Theile  einer  Hyperbel 
nach  unserer  Anschauimg  nur  einen  Zug. 

Ein  Zug  einer  Curve  kann  paar  oder  unpaar  sein,  je 
nachdem  er  von  einer  Geraden  in  einer  geraden  oder  ungeraden 
Anzahl  von  reellen  Punkten  geschnitten  wird.  Ein  unpaarer 
Zug  lässt  »ich  durcfi  Deformation  einer  Geraden  und  ein  paarer 
Zug  durcfi  Defortnatian  eines  KegdschniUs  erzeugen. 

Zwei  unpaar e  Züge  schneiden  sUJi  immer;  daraus  folgt: 

Ei^e  Cwrve  ohne  Dcppelpunkte  kann  höchstens  nur  einen 
unpaar en  Zug  enüiaUen;  imd  speciell: 

Eine  Curve  ohne  Doppelpunkte  und  von  ungerader  Ordmmg 
enüiält  immer  einen  unpaar  en  Zug;  ist  sie  dagegen  von  gerader 
Ordnu/ng,  so  enHiält  sie  keinen  sölclien  Zug. 

Diese  Unterscheidungen  stammen  von  Staudt,  Geom.  der 
Lage,  Nürnberg  1847;  siehe  auch  Klein,  Math.  Ann.,  6;  Zeuthen, 
ib.,  7;  u.  8.  w. 

Eine  Curve  vom  Gescfilecht  p  kann  nidit  mehr  als  p  -^  1 
Züge  haben;  wenn  {n —  l)  (« —  2)  gleich  oder  grösser  als  p 
ist,  so  existiren  immer  Curven  «**'  Ordnung,  die  J?  +  1  ^*9^ 
hahen,  Harnack,  MaÜi.  Ann.,  10.  Vergl.  Hilbert,  Ueher  die 
reeUen  Züge  algebraischer  Curven,  MaÜu  Ann.,  38. 


Wir  wollen  jetzt  einige  Formeln  mittheilen,  die  der  ana- 
lytischen Geometrie  der  algebraischen  ebenen  Curven  zu  Grunde 
liegen. 

Wir  nehmen  an,  die  Gleichung  der  Curve  sei  entweder  in 
Cartesischen  oder  in  projectiven  homogenen  Coordinaten  gegeben. 

In  dem  ersten  Fall  setzen  wir  voraus,  alle  Terme  vom 
Grad  Null,  eins,  zwei,  ...  in  den  Coordinaten  seien  zusammen- 
gefasst  imd  die  Gleichimg  habe  mithin  die  Gestalt 

worin  im  Allgemeinen  u^  ein  ganzer  homogener  Ausdruck  in  den 
beiden  Coordinaten  x  imd  y  ist. 

In  dem  zweiten  Fall  nennen  wir  die  drei  homogenen  Co- 
ordinaten x^,  Xj,  Xg;  wir  können  dann  die  Gleichung  in  die  Form 
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oder  bei  Anwendung  der  Principien  der  Symbolik  der  temären 
Formen  (siehe  Bd.  1,  Kap.  12)  in  die  symbolische  Form 

f  =  a,  =  hx  =  Cx  =  •  •  •  =  0     bringen. 

Ist  %tQ=»  0,  80  geht  die  Curve  (in  dem  ersten  FaU)  durch 
den  Coordinatenanfcmg  oder  (in  dem  zweiten  Fäü)  durch  die 
Ecke  (^1  =  0,  a?2  =  0)  des  Fundametüatdrekcks  der  Coordmaten. 

In  diesem  FäU  stelU  die  Gleichung  u^*^  0  die  Tangente  in 
diesem  Punkt  (dem  Coordinatenanfang  heg.  der  Dreiecksecke)  dar. 

Ist  Uq^^  0,  U|  =s  0,  so  ist  derselbe  Punkt  ein  Boppdpu/nkt 
für  die  Curve  f;  die  leiden  Tangenten  in  diesem  Doppelpunkt 
sind  durch  t^^  =s  0  gegeben.    Ist  u^  ein  vollständiges  Quadrat, 

ohne  dass  seine  Basis,  d.  h.  Yu^  ein  rationaler  Factor  von  u^  ist, 

so  ivird  der  nämliche  Punkt  eine  Spitze;  ist  dagegen  Y^  ^*w  ratio- 
naler Factor  von  u^,  so  ist  der  Punkt  kein  Cuspidalpunkt  in  dem 
eigentlichen  Sinn,  sondern  ein  Punkt,  in  dem  die  Curve  sich  selbst 
berührt  (ein  S^stberührungspunkt ,  tacnodo,  close-point) ,  welcher 
als  die  Vereinigung  zweier  Doppelpunkte  zu  betrachten  ist;  in 
diesem  FaU  hat  die  Tangente  vier  unendlidi  nahe  gelegene  Schnitt- 
punkte mit  der  Curi>e  gemeinsdiafUich  und  nicht  nwr  drei,  tcie  bei 
dem  Cuspidalpunkt. 

Wenn  im  Allgemeinen  «q  ««  t*^  =  •  •  •  =  w^  _  i  =  0  ist,  so 
icird  der  Coordinatenanfang  ein  r-f acher  Punkt  von  f^^^O,  und 
die  in  ihm  an  die  Curve  gezogenen  r  Tangenten  sind  durch 
u^  =  0  bestimmt. 

Liegt  ein  Doppelpunkt  vor,  so  müssen  die  drei  Derivirten 
v(m  f  nach  x^,x^,  x^  NuU  sein,  d.  h.  die  Coordinaten  des  Doppel- 
punkts müssen  den  drei  Gleichungen 

n — 1  n  —  1  n — 1  ^  ., 

ax      Oj  =  Ä*      ttj  =  tta;      ttj  =  0     geniigen. 

Eliminirt  man  die  x  aus  den  drei  Gleichungen,  so  ergibt 

sich  eine  Gleichung 

B  — 0, 

worin  R  eine  invariofUe  Bildung  der  Coefficienten  der  Gleichung 
der  Curve  ist. 

Diese  Invariante  heisst  Discrkninanie  der  Curve.  Ihr  Ver- 
schicvnden  ist  die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  dafür, 
dass  f  einen  Doppelpunkt  hohe. 


Abgesehen  von  älteren  speciellen  Arbeiten  sind  die  ersten 
systematischen  Forschungen  über  die  allgemeine  Theorie  der 
Curven  in  der  Iniroductio  in  anal.  inßn.  von  Euler,  1748  und 
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der  Intro&ucHon  ä  Vanäl.  des  lignes  courhes  aJgebr.,  Genevae  1750 
von  Cramer  enthalten.  Euler,  Sur  une  contradiction  apparente 
dans  la  dodrvne  des  courhes,  Berl.  Ak.,  1748  verdankt  man 
auch  die  Erklärung  des  scheinbaren  Widerspruchs,  dass  zwei 
Curven  n*®'  Ordnung  sich  in  einer  grösseren  Anzahl  von  Punkten 
schneiden,  als  zur  Bestinunung  einer  der  Curven  nöthig  sind. 

Auf  sie  folgten,  wenn  man  von  Lame,  Gergonne  etc. 
absieht,  die  sehr  wichtigen  Arbeiten  Plücker's:  System  der  andiyt. 
Geam.,  Berlin  1836;  Die  Theorie  der  algebraischen  Curven,  1839 
imd  andere  Abhandlimgen  desselben  Autors  in  dem  Journ.  de 
Liouvüle,  1834,  1837,  in  denen  Plücker  die  berühmten  Formeln 
entwickelte,  die  seinen  Namen  führen. 

Für  die  Lehre  von  den  singulären  Punkten  sind  von  Be- 
deutung: Puiseux,  Journ.  de  Liouvüle,  1850;  Cayley,  Quart. 
Journ.,  7,  11;  Grelle,  64,  etc.;  Halphen,  M6m.  des  sav.  etrang., 
26;  Compt.  rend.,  78,  80;  Stolz,  jkaüi.  Ann.,  8,  etc. 

Eine  grundlegende  Arbeit  über  die  allgemeine  Theorie  der 
Curven  war  die  Introduzione  a  una  teoria  geometirica  deUe  curve 
piane  von  Cremona,  Bologna  1862,  auch  in  Bologna,  Äcc.  Mem., 
12,  1861,  deutsch  von  M.  Curtze,  separate  Ausg.  1865.  Alle 
Hauptresultate  findet  man  systematisch  geordnet  und  auch  auf 
analytische  Art  entwickelt  in  den  bekannten  Büchern  von  Sal- 
mon,  Treatise  on  Hie  higher  plane  curves,  das  in  verschiedene 
Sprachen  übersetzt  wurde  (vergl.  das  Namenregister),  und  von 
Clebsch-Lindemann,  Vorlesimgen  über  Geometrie.  In  den 
folgenden  Paragraphen  werden  wir  weitere  historische  und 
literarische  Angaben  in  Bezug  auf  die  dort  behandelten  Gegen- 
stände machen. 


§  2.   Die  Theorie  der  Polarität.     Covariante  Curven. 

Wenn  eine  symbolisch  durch 

f  =,al  =  bl  =  '•'==  0     (siehe  Bd.  1,  Kap.  12) 

dargestellte  Curve  gegeben  ist,  so  heissen  die  durch 

ax      ay  =  0, 
ax      a/  =  0, 


n  —  1  >x 
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dargestellten  Gurven  bez.  die  erste,  zweite,  . . .  Polare  des  Pols  ^ 
in  Bezug  auf  die  gegebene  Curve.  Die  linken  Seiten  dieser 
Gleichungen  ergeben  sich,  wenn  man  auf  f  ein-,  zwei-,  •  •  •  mal 
den  sogenannten  Polarenprocess  ausübt,  der  in  unserem  Fall  (in 
dem  temären  Gebiet)  bis  auf  einen  Zahlenfactor  durch  das 
Symbol 

dargestellt  wird  (siehe  Bd.  1,  p.  263,  264). 

Wenn  von  dem  Punkt  y  aus  eine  Gerade  gezogen  wird, 
wekhe  die  Curve  in  n  Punkten  schneidet,  so  trifft  diese  Gerade 
die  erste,  zweite^  . . .  Polare  von  y  in  den  harmonischen  Mittel- 
punkten {n  —  1)*®'/  («  —  2)**', . . .  Ordnung  von  y  in  Bezug  auf 
die  Gruppe  der  n  Sdinittpunkte. 

Diese  Eigenschaft  könnte  man  der  Definition  der  Polarcuryen 
zu  Grunde  legen. 

Wenn  der  Punkt  y  auf  der  r*^  Polaren  von  z  liegt,  so  ist 
z  auf  der  (n  —  r)****  Polaren  von  y  gelegen. 

Liegt  der  Pol  y  auf  der  gegebenen  Curve,  so  gehen  seine 
sämmäkhen  Pölarcurven  durch  ihn  und  berühren  in  ihm  die  ge- 
gebene Curve. 

Die  (n  —  1)*®  Polare  (Pdargerade)  eines  Punkts,  welcher 
der  Fundamentalcurve  angehört,  ist  die  Tangente  in  diesem  Punkt. 

Die  n(n  —  l)  Punkte,  in  denen  die  erste  Polare  eines 
Punkts  y  die  gegebene  Curve  sdtneidet,  sind  dis  Berührungspunkte 
der  von  y  an  die  gegebene  Curve  gezogenen  Tangenten. 

Ein  r-facher  Punkt  der  Fundamentalcurve  ist  vielfach  von 
der  Ordnung  r  —  s  für  die  s^  Polare  eines  beliebigen  Pols. 

Wenn  eine  Curve  in  eine  Gerade  und  in  eine  andere  Curve 
{n  —  l)**'  Ordnung  zerfällt,  so  besteht  die  erste  Polare  eines 
Punkts  der  Geraden  aus  dieser  Geraden  und  der  ersten  Polaren 
in  Bezug  auf  die  Curve  (n  —  l)**'  Ordnung. 

Die  r**  Polare  eines  Punkts  0^  in  Bezug  auf  die  s^  Polare 
eines  Punkts  0,  fäUt  mit  der  s*^  Polare  von  0,  bez.  der  r*^ 
Polaren  von  0^  zusammen. 

Wenn  die  Fundamentalcurve  einen  Doppelpunkt  D  hat,  so 
geht  die  erste  Polare  eines  tciUkiirlichen  Pols  0  durcfi  D  und  hat 
dort  die  in  Bezug  auf  die  beiden  Tangenten  im  Doppelpunkt  mit 
DO  harmonisch  conjugirte  Gerade  zur  Tangente.  Ist  der  Doppel- 
punkt ein  Cuspidalpunkt,  so  ist  die  Tangente  an  die  erste  Polare 
die  Cuspidältangente  selbst. 


136  Kapitel  Y.   Die  ebenen  algebraischen  Curven. 

IHe  ersten  Polaren  aUer  Pimkte  emer  Chraden  büden  em 
Bäadid  von  Curven  mit  denselben  (n  —  1)'  Grundpunkten. 

Der  Fdarkegelscfmüt  eines  Doppelpunkts  eerfäüt  in  zwei 
Gerade,  wdche  die  beiden  Tangenten  im  Doppelpufüä  sind. 

Der  Polarkegdsdimtt  eines  Inflexionspunkts  zerfäUt  in  zwei 
Gerade,  von  denen  die  eine  die  Inflexionstangente  ist. 

Wenn  ein  Punkt  der  Fundamentäkurve  das  Syst-em  zweier 
Geraden  zum  PolarkegdschniU  hat,  so  ist  er  entweder  ein  Doppel- 
oder  ein  Inflexionspunkt  der  Fundamentälcurve. 

Wenn  der  Pol  eine  Curve  m^'  Ordnung  durchläuft,  so  hSXbt 
die  Potargerade  eine  Curve  m(n  —  l)*"'  Cl4M8e  ein. 

.  Auf  jeder  Geraden  gibt  es  2  (n  —  2)  Punkte,  deren  erste 
Polaren  von  der  Geraden  berührt  werden;  die  Pölarkegdsi^niite. 
der  Berührungspunkte  berühren  diese  Gerade.^ 

Ein  Pd,  der  mit  n  Punkten  einer  Curve  n^'  Ordnung  in. 
einer  Geraden  liegt,  hat  die  nämUche  Potargerade  in  Bezug  auf 
die  Curve  und  in  Bezug  auf  das  System  der  n  Tangenten  in  den 
n  Punkten. 

Die  Polargerade  eines  in  einer  bestimmten  Richtung  un- 
endlich fernen  Punkts  heisst  Durchmesser  der  Curve  n^'  Ordnung. 

Jeder  Durchmesser  ist  der  Ort  der  Centren  der  miiäeren 
Abstände  (vergl.  Kiap.  2,  §  2)  aUer  Systeme  von  n  Punkten,  die 
auf  der  Curve  durdi  ein  System  paraU>eter  Sehnen  ausgeschnitt^i 
werden. 

Betrachtet  man  die  Curve  als  Enveloppe  v^'  Classe,  so  heisst 
der  Pol  der  unendlich  fernen  Greraden  Centrum. 

Das  Centrum  ist  die  Enveloppe  (als  Punkt)  der  Geraden,  welche 
parallel  eu  einem  System  von  v  einander  parallelen  Tangenten  an 
die  Curve  sind,  wenn  diese  Geraden  durch  das  Centrum  der 
mittleren  Abstände  der  v  Punkte  gelegt  werden,  wdche  die  v  Tan- 
genten auf  einer  zu  ihnen  senkrechten  Geraden  bestimmen. 

Wenn  von  einem  Punkt  0  zwei  Gerade  gezogen  werden, 
welche  die  Curve  in  den  Punkten 

schneiden,  so  ist  das  Verhältniss 

OR^  ...  OB^ 

OS^  ...  OS^ 

constant,  wie  man  auch  den  Punkt  0  wMen  mag,  wenn  nur  die 
Biditung  der  beiden  Transversalen  dieselbe  bleibt.  Das  Newton*- 
sehe  Theorem,  Enum.  lin.  tertii  ordinis,  London  1711. 
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Man  habe  ein  Polygon  ABC  ...^  dessen  Seiten  eine  Curve 
f»^'  Ordnung  in  n  Punkten  schneiden;  bezeichnet  man  mit  (^)i) 
{B\  die  Produete  der  von  B  bis  zu  den  n  Punkten  gerechneten, 
bez.  auf  den  Seiten  BC,  BA  entstehenden  Segmente,  mit  (C)i, 
(C)^  die  analogen  Produete  etc.,  so  besieht  die  BekUion 

das  C arnof Bchß  Theorem,  O^am.  de  position,  p.  437. 

Wenn  auf  jeder  dtirch  einen  Punkt  0  gezogenen  Geraden, 
weiche  die  Curve  in  B^,  B^,  ...,  B„  schneidet,  ein  Funkt  B  der- 
ari  bestimmt  wird,  dass 


OB         OB^    '    0-R, 
isi,  oder  dass 

n 

2li  \ÖB  ""  OK)  "^  ^ 

wird,  so  ist  der  Ort  von  B  eine  Gerade,  Das  Ootes'sche  Theorem, 
Harmcnia  mensurarwm,  Cambridge  1722.  Diese  Gerade  ist  die 
Polare  von  0. 

Aehnlich  gilt  der  Satz:  Der  Pölarkegelschnitt  des  Pu^ikts  0 
ist  der  Ort  eines  Punkts  B,  welcher  der  BeUxtion  genügt: 

2\0B  ""  ob)  WS  ""  Ö^)  ^  ^'  ^^' 

Man  ziehe  durch  einen  Punkt  0  eine  Gerade,  welche  die 
Curve  in  n  Punkten  schneidet  und  lege  durch  diese  n  Punkte 
die  Tangenten  an  die  Curve;  wenn  dann  dWch  0  eine  beliebige 
andere  Transversale  gesogen  wird,  tvdche  die  Curve  in  B^, .,,,  B^ 
und  die  Tangenten  in  r^,  ...,r^  trifft,  so  ist 

^^YPp-  =  ^^7) —  (^^  Maclaurin*sche  Theorem). 
1         *  1        * 


Wir  führen  jetzt  drei  wichtige  covariante  Curven  ein,  die 
Hesse' sehe,  Stein  er 'sehe  oder  Kerncurve  und  die  Cayley^sche. 

Der  Ort  der  Doppelpunkte  der  ersten  Polaren  der  Punkte 
der  Ebene  ist  die  Hesse'^c^e  und  der  Ort  der  Punkte,  deren 
erste  Polaren  einen  Doppelpunkt  haben,  die  Steiner'^cAe  Curve. 
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Die  Punkte  dieser  J)eiden  Curven  entsprechen  sich  ein-emdeutig. 
Die  Enveloppe  der  Geraden,  die  einen  Punkt  der  Steiner'- 
schen  mit  dem  entsprechenden  Punkt  der  Hess  ersehen  Curve 
verbinden,  ist  schliesslich  die  Cayley'scÄe  Curve. 

Wenn  in  symbolischer  Bezeichnung  (vergl.  Bd.  1,  Kap.  12) 
/•  =  a*  =  dx  =  cj  =  •  •  •  =  0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  ist,  so  lautet  die  Gleichung 
der  Hesse'sclien:  ^ 

alcya^      h^      Cjc       =0, 
oder  wenn   fa  =  ^ — ö—  gesetzt  tcird:  ^ 

»       3 

i  ai'     /i2'     /i8 

I 

Die  Gleichung  der  Steiner'schen  Curve  erhält  man  dann 
durdi  Elimination  von  x  aus  den  drei  Gleichungen 

n  —  t  ^ 

Die  hier  folgende  Zusammenstellung  gibt  die  Werthe  der 
Plücker'schen  Zahlen  (Ordnung,  Classe,  etc.)  für  diese  drei 
Curven  an. 

Es  wird  vorausgesetzt,  die  gegebene  Curve  sei  allgemein, 
d.  h.  besitze  keine  Doppel-  und  Cuspidalpunkte,  und  sie  sei  von 
der  Ordnung  n. 

I.    Die  Hesse'sche  Curve. 

Geschlecht  =  ^(3w  —  7)  (3n  —  8), 

Ordnung  =  3(n  —  2), 

Classe  =  3(n  —  2)  (3n  —  7), 

Doppelpunkte       =  0, 

Cuspidalpunkte    ^  0, 

Doppeltangenten  =  ^(w  —  1)  (w  —  2)  (w  —  3)  (3  n  —  8), 

Wendetangenten  =  9(«  —  2)  (3n  — 8). 
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n.    Die  Steiner'sche  Curve. 

Geschlecht  =  ^(3»  —  7)  (3n  —  8), 

Ordnung  =  3  (n  —  2)^ 

Claase  =  3(n  —  l)  (n  —  2), 

Doppelpunkte      =  |(w  —  2)  («  —  3)  (3«*  —  9n  —  5), 

Cuspidalpunkte    =  12(n  —  2)  (n  —  3), 

Doppeltangenten  =  |(n  —  2)  («  —  3)  (3«*  —  3w  —  8), 

Wendetangenten  =  3(«  —  2)  (4n  —  9). 

in.    Die  Cayley'sche  Curve. 

Geschlecht  =  ^(3w  —  7)  (3n  —  8) , 

Ordnung  =  3(w  —  2)  (5n  —  11), 

Classe  =  3(n  —  1)  (n  —  2), 

Doppelpunkte      =  f  («  —  2)  (5n  —  13)  (5w*  —  19 w  +  16), 

Cuspidalpunkte    ^  18(n  —  2)  (2»  —  5), 

Doppeltangenten  =  f  (w  —  2)*  (n*  —  2n  —  l), 

Wendetangenten  =  0. 

Wenn  die  gegebene  Curve  Doppel-  und  Cuspidalpunkte  hat, 
so  sind  an  dieser  Tabelle  Aenderungen  vorzunehmen. 

Für  «  =  3  verlieren  die  Formeln  für  di§  Cayley'sche  Curve 
ihre  Gültigkeit;  in  diesem  Fall  sind  die  Hesse'sche  und  Steiner'- 
sehe  Curve  eine  und  dieselbe  Curve  3**'  Ordnung,  die  Cayley'sche 
ist  statt  von  der  ß^^  Classe  nur  von  der  3*®",  statt  12*®'  nur 
6*®'  Ordnung  und  hat  anstatt  18  Cuspidalpunkte  nur  9. 

Von  der  Hesse'schen,  Steiner'schen  und  Cayley'schen  Curve 
lassen  sich  verschiedene  Definitionen  geben,  die  ebenso  vielen 
specifischen  Eigenschaften  entsprechen. 

Die  Hesse'sche  Curve  einer  Curve  ist: 

a)  der  Ort  eines  Punkts,  in  welchem  sicJi  zwei  (und  mWiin 
unendlidi  viele)  erste  Polaren  berühren; 

b)  der  Ort  der  Doppelpunkte  der  ersten  Polaren; 

c)  der  Ort  eines  Pols,  dessen  Polarkegelschnitt  in  zwei 
Gerade  zerfäUt; 

d)  der  Ort  eines  Pols,  dessen  Polargeraden  in  Bezug  auf 
die  ersten  Polaren  der  Curve  sich  in  demselben  Punkt  treffen. 

Die  Steiner'sche  Curve  einer  Curve  ist: 
a)  der  Ort  der  Pole  der  ersten  mit  Doppelpunkten  versehenen 
Polaren; 
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b)  der  Ort  der  SchnütfitmkU  der  Paare  von  Geraden,  tcddie 
PölarJcegdschniite  darstellen; 

c)  die  Enveloppe  der  Folargeraden  der  Punkte  der  Hesse'- 
sdien  Curve; 

d)  der  Ort  der  PtmJcte,  deren  erste  Polaren  die  Hessische 
Curve  heriikren; 

e)  Der  Ort  eines  Punkts,  in  welchem  sich  die  Polargeraden 
eines  und  desselben  Pols  in  Bezug  auf  die  ersten  Polaren  der 
Fundamentalcurve  schneiden. 

Die  Cayley'sche  Curve  einer  Curve  ist: 

a)  die  Envdoppe  der  Geraden,  welche  die  sich  entsprecheti- 
den  Punkte  der  Hessischen  und  Stemer^sdien  Curve  verbinden; 

b)  die  Envdoppe  der  in  den  Berührungspunkten  der  ersten 
Polaren  gemeinschaftlichen  Tangenten. 

In  einem  Doppelpunkt  der  Fundamentalcurve  hat  auch  die 
Hesse'sche  Cwrve  einen  Doppelpunkt  mit  denselben  Tangenten. 

In  einem  Cuspidälpunkt  der  FundamenUHcurve  hat  die 
Hesse'sche  Curve  einen  dreifachen  Punkt  und  zwei  ihrer  Züge 
berühren  die  Cuspidaltangente;  in  diesem  Punkt  sind  acht  Sdinüt- 
punkte  der  Curve  mit  der  Hesse'schen  als  vereinigt  gu  betrachten. 

Die  Hesse'sche  Curve  geht  durch  die  Inflexionspunkte  der 
Fundamentalcurve. 

Die  Steiner'sche  sowohl  als  die  Cayley*s(^te  Curve  berühren 
die  Inflexionstangenien  der  FundamentaUcurve. 

Die  Hesse^SK^e  Curve  berührt  in  jedem  beliebigen  üvrer  Punkte 
die  zweite  Polare  des  entsprechenden  Punkts  der  Steiner'scken 
Curve. 

Die  Tangente  in  einem  Punkt  O  der  Hesse'schen  Curve  ist 
die  harmonische  Conjugirte  der  Geraden,  weicht  0  mit  dem  ent- 
sprechenden Punkt  Ö  der  Steiner'schen  Curve  verbindet,  in  Bezug 
auf  die  beiden  Geraden,  welche  die  erste  Polare  von  O  in  dem 
Doppelpunkt  berühren;  und  die  Tangente  in  &  an  die  Steiner'- 
sdie  Curve  ist  die  hamumiadie  Conjugirte  von  O  0  in  Bezug  auf 
die  beiden  Geraden,  in  wddte  der  Polarkegelschnitt  von  0  de- 
generirt. 

Die  Anfange  der  Polarentheorie  finden  sich  in  den  Arbeiten 
von  Newton,  Gramer  und  Anderen  über  die  geradÜnigen  und 
knimTnliirigen  Durchmesser  der  Curven.  Bobillier  verdankt 
man  allgemeinere  Begriffe,  Ann.  de  Gergonne,  18,  19,  1828. 
Auf  ihn  folgten  PlUcker,  CreUe,  5;  Grassmann,  Crelle,  24; 
De    Jonquieres,   Journ.   de  Liouvüle,    1857;    Caylej,    Pkü. 
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Trans.,  148.  Spftter  legte  Cremona  in  seiner  citirten  Intro- 
duziane  die  Polarentheorie  der  ganzen  Lehre  von  den  Curven 
2u  Grimd. 

Die  Hesse'sche  Gurve  wurde  von  Hesse,  Creüe,  28,  41 
eingeführt  und  erhielt  ihren  Namen  von  Sylvester,  Phü.  Trans., 
143;  die  Steiner 'sehe  rührt  von  Steiner,  CreUe,  47  her  und 
wurde  von  Gremona,  In^.,  so  benannt,  während  Steiner  selbst 
sie  Kerncurve  nannte;  die  Cayley'sche  Gurve,  von  Cayley  für 
die  Curven  dritter  Ordnung  eingeführt,  Phüosqphicail  tränsuictions 
of  ^e  BoycA  socieiy  of  London,  Vol.  147,  1857  =»  CoU,  Math. 
Bap.^  2,  p.  381,  wurde  von  Steiner,  CreUe,  47  studirt.  Wichtig 
ist  die  Glebsch'sche  Arbeit,  CreUe,  64  über  die  Steiner'sche 
Curve. 

Viele  Autoren  haben  den  Versuch  gemacht,  den  Satz  zu 
beweisen,  dass  bei  der  Hesse'schen  Gurve,  welche  einer  all- 
gemeinen Gurve  entspricht,  die  singul&ren  Punkte  fehlen.  Gremona 
nahm  ihn  als  Postulat  an;  Geiser,  Ann.  di  mat,,  9  bewies  ihn 
für  die  Curven  4**'  Ordnung.  Andere  hierher  gehörige  Arbeiten 
sind  von  Del  Pezzo,  Eend.  Napdi,  1888;  Brill,  Math.  Ann., 
13;  Segre,  Bend.  Lincei,  1895;  etc. 

§  3.    Lineare  Systeme  ebener  Cnrven. 

Wenn  a"  =  0,  d*  =  0,  •  •  •  die  Gleichungen  von  Ä;  +  1 
ebenen  Curven  n*®'  Ordnung  sind,  so  bildet  das  durch 

dargestellte  System,  worin  X^,k^,'-'  willkürliche  Ä; -)-  1  Para- 
meter sind,  das,  was  man  ein  lineares  System  ^'  Stufe  nennt. 
Für  A;  s=»  1  ergibt  sich  das  Biisdiel,  für  A;  =»  2  das  Netg^  wenn 
die  Curven  in  Punktcoordinaten  ausgedrückt  werden. 

Sind  dagegen  die  Gleichungen  in  Creradencoordinakn  ge- 
geben, so  erhalt  man  für  Jc^  1  ein  lineares  System,  welches 
Schar  genannt  wird. 

Mn  lineares  System  J^  Stufe  wird  durch  k  -\-  1  Curven 
n^  Ordnung  besHmmt,  welche  nidkt  demsdben  linearen  System 
niedrigerer  Stufe  angehören. 

Für  Ä;  >  1  haben  die  Curven  des  Systems  im  Allgemeinen 
keinen  Punkt  gememschafÜidi  (OnrndpuiMe);  wenn  jedoch  die 
sämmäichen  k  -^  1  Curven,  welche  das  System  individuälisirefi, 
einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  so  gehört  dieser  Punkt  aucfi 
allen  übrigen  Curven  des  Systems  an. 
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Für  Ä;  =  1  gibt  es  immer  v?  Gnmdjpunkte  des  Büscl%ds, 
d.  h.  Punkte,  durch  wddie  äUe  Curven  des  Systems  gehen. 

Die  äUgenmne  Curve  eines  linearen  Systems  hat  ausser  den 
Grundpunhten  keine  vielfadien  Punkte,  Bertini,  Bend,  Ist. 
LomK  (2),  15,  1882. 

Ein  lineares  System  von  Curven  n**'  Ordnung  und  fc*®'  Stufe 
bestimmt  auf  einer  Transversalen  eine  Involution  von  Punkten 
«*•'  Ordnung  und  Ä;**"  Stufe,  siehe  Kap.  2,  §  3. 

Unter  den  Curven  eines  linearen  Systems  gibt  es  (äj+  1)(w — ^) 
solche,  welche  eine  Berührung  ä**'  Ordnu/ng  mit  einer  gegebenen 
Geraden  (d.  h.  k  -{-  1  unendlich  nahe  Punkte  mit  ihr  gemein- 
schafÜich)  haben. 

Es  gibt 

2*(n  —  Jb)  (w  —  Ä:  —  1)  -  •  (n  —  2Ä;  -f  1) 

Curven  eines  linearen  Systems,  von  weichen  jede  eine  gegebene 
Gerade  k-mal  berührt. 

Von  den  Curven  eines  Büschels  berühren  2(n — l)  eine 
gegebene  Gerade,  und  w(2n  +  •» — 3)  berühren  eine  gegebene 
Curve  m*®'  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  und  Spitzen.  Hat  diese 
letztere  d  Doppelpunkte  und  r  Spitzen,  so  sind  von  dieser  Zähl 
noch  2d  -\-  ^r  Curven  abzuzielien. 

Unter  den  Curven  eines  Netzes  gibt  es  3  (w  —  2)  von  der 
Art,  dass  für  jede  von  ihnen  eine  gegebene  Gerade  Inflexions- 
tangente  ist. 

Wenn  man  die  beiden  Strahlenbüschel  betrachtet,  welche 
zwei  von  den  w'  Grundpunkten  eines  Büschels  von  Curven  w*®'  Ord- 
nung zu  Mittelpunkten  haben,  und  wenn  man  die  beiden  Strahlen, 
welche  die  in  diesen  beiden  Grundpunkten  an  eine  und  dieselbe 
Curve  des  Büschels  gezogenen  Tangenten  sind,  als  einander  ent- 
sprechend ansieht,  so  sind  die  beiden  StraJdenbüscJiel  projectiv; 
mitfiin  ist  das  anharmonisdie  VerhäUniss  der  vier  Tangenten  an 
vier  Curven  des  Büschels  in  einem  und  demselben  Grundpunkt 
identisch  mit  dem  der  vier  Tangenten  in  einem  beliebigen  anderen 
Grundpunkt  Dieses  anharmonische  Yerhältniss  kann  man  daher 
das  anharmonische  Yerhältniss  der  wer  Curven  des  Büschels 
nennen. 

Unter  den  Curven  eines  Büschels,  welche  sich  sämmäidi  in 
einem  Grundpunkt  P  berühren,  gibt  es  eine,  für  welche  P  ein 
Inflexionspunkt,  und  eine  andere,  für  welclie  P  ein  Doppel- 
punkt ist. 
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Unter  den  Curven  eines  Büschels,  von  welchen  ein  Grund- 
punkt  P  Doppelpunkt  für  alle  Curven  (mü  verschiedenen  und 
von  Curve  zu  Curve  variäbelen  Tangenten)  ist,  gibt  es  jswei,  für 
wddie  P  eine  Spitze  ist;  wenn  eine  der  beiden  Tangenten  aUen 
Curven  gemeinschaftlich  ist,  so  gibt  es  nur  eine  van  ihnen,  für 
welche  P  eine  Spitze  ist;  und  wenn  beide  Tangenten  fest  liegen, 
so  gibt  es  eine  Curve  des  Büschels,  für  welche  P  ein  dreifacher 
Punkt  ist. 

In  einem  Büschel  existiren  im  Allgemeinen  3(n  —  1)*  Ctirven 
mit  Doppelpunkten. 

Dieses  Theorem  unterliegt  Modificationen,  wenn  die  Curven 
des  Büschels  mehrfache  Pimkte  verschiedener  Natur  haben.  Siehe 
darüber  Cremen a,  Introduzione  etc.  und  Ann.  di  mat,  7,  1864. 

Sind  drei  Curven  gegeben,  deren  Gleichungen 

ax  =  0, 

lauten,  so  besteht  die  Bedingung,  damit  sie  demselben  Büschel 
angehören,  darin,  dass  ihre  Functianaldeterminante 

(abc)ax      bjc      c, 

identisch  verschtcinde.    Siehe  Gordan-Noether,  MaÜi.  Ann.  10. 

Wenn  man  von  einem  Punkt  0  die  Tangenten  an  edle  Curven 
eines  Büschels  zieht,  so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einer 
Curve  (2n  —  l)**'  Ordnung,  welche  durch  0  und  durch  die  «* 
Crrundpunkte  des  Büschels  geht. 

Die  Doppelpunkte  der  Curven  eines  Büsdiels  haben  dieselbe 
Polargerade  in  Bezug  auf  alle  Curven  dieses  Büschels, 


Der  Ort  eines  Punktes,  in  welchem  sic^i  zwei  (und  mithin 
unendlich  viele)  Curven  eines  Netzes  berühren,  ist  eine  Curve 
3(n —  1)*"  Ordnung  und  heisst  die  Hesse'sche  oder  auch  die 
Jacob i'sdie  Curve  des  Netzes.  Dtre  Gleichung  lautet,  wenn  man 
die  bekannten  Bezeichnungen  der  SymboUk  anwendet: 

{abc)a^'~  fe"""  c^"~    =  0. 

Sie  ist  eine  Combinante  (siehe  Bd.  1,  Kap.  12,  §  13)  de5 
Systems  der  drei  Fundamcntalcurven  des  Netzes;  d.  h.  die  Unke 
Seite  ihrer  Gleichung  wird  nur  mit  einem  constanten  Factor  mul- 
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tiplicirt,  wenn  man  statt  einer  der  drei  Curven  eine  Uneare 
Combination  derselben  sttbsütuirt. 

Die  Hesse'sche  Ourve  eines  Netzes  ist  der  Ort  der  Doppel' 
punkte  der  Curven  des  Netzes,  oder  auch  der  Ort  der  Pwikte, 
deren  Polargerade  in  Bezug  auf  die  Curven  des  Netzes  sich  in 
einem  Punkt  treffen. 

Der  Ort  der  Punkte,  in  welchen  sich  die  in  Bezug  auf  die 
Curven  des  Netzes  Polargeraden  aller  Punkte  der  Hesse'schen 
Curve  schneiden,  ist  die  sogenannte  Stein  er 'sehe  Curve,  und 
die  Enveloppe  der  Geraden,  welche  die  sich  entsprechenden 
Punkte  der  Hesse'schen  und  Steiner'schen  Curve  verbinden,  die 
sogenannte  Cayley'sche  Curve. 

Die  Stemer'sdie  Curve  ist  von  der  Ordnung  3(n  —  l)*  und 
die  Cayley'sche  von  der  Classe  3»(n —  l). 

Betrachtet  man  das  Netz  der  ersten  Polaren  in  Bezug  auf 
eine  gegebene  Curve,  so  werden  die  Hess^sdke,  Steiner'sche  und 
Cayley'sche  Curven  dieses  Netzes  die  gleichnamigen  Curven  bez. 
der  gegebenen  Fundamentälcurve.     Siehe  §  2. 

Die  Hesse'scfie  oder  Jacobi'sche  Curve  des  Netzes  ist  von 

der  Ordnimg:  3(ti  —  1), 

Classe:  3 (n  —  1)  (3n  —  4), 

dem  Geschlecht:  i(3«  —  4)  (3n  —  5), 
und  hat  Doppelpunkte:  0, 

Spitzen:  0, 

Doppelta/ngenten:  y«(w  —  l)  (^  —  2)  (3w  —  5), 

Inflexionstangenten:  9(w  —  l)  (3»  —  5). 

Die  Stdner'sche  Curve  des  Netzes  ist  von 

der  Ordntmg:  3(n — l)*, 

Classe:  3n(n  —  l), 

dem  Geschlecht:  ^(3w  —  4)  (3n  ^  5), 
und  hat  Doppelpunkte:  ^(n  —  1)  (w  —  2)  (ßn^  —  3«  —  11), 

Spitzen:  12 (n  —  1)  (n  —  2), 

Doppeltangenten:  |(w  —  l)  (n  —  2)  (3n*  -f  3w  —  8), 

Inflexionstangenten:  3(n  —  l)  (4?t  —  5). 

Die  Cayley'sche  Curve  des  Netzes  ist  von 
der  Ordnung:  3(«  —  l)  (5«  —  6)> 

Classe:  3n{n  —  1), 
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dem  Geschlecht:  ^(3n  —  4)  (3n  —  5), 

und  hat  Doppelpunkte:  ^(n  —  l)  (5n  —  8)  (5«*  —  9«  +  2), 
SpUzen:  lS{n  —  l)  (2w  —  3), 

DoppeUangentm:  f  («  —  l)  (w*  —  2), 

Inflexionstangenten:         0. 

Falls  äUe  Curven  eines  Netzes  emen  Punkt  gemeinscJiafÜicJt 
haben,  hat  eine  von  ihnen  dort  einen  Doppelpunkt;  und  diejenigen, 
udche  in  diesem  Punkt  eine  gegebene  Gerade  berühren,  hüden  ein 
Büschel.  Die  Hesse'sche  Curve  geht  durch  denselben  Punkt  und 
hat  dort  ebenfalls  einen  Doppelpunkt  mit  Tangenten,  die  mit  denen 
der  Curve  zusammen fdHett ,  welche   dort  den  Doppelpunkt  besitzt. 

Wenn  ferner  alle  Curven  des  Netzes  einen  gemeinschaftlichen 
Punkt  und  in  ihm  dieselbe  Tangente  besitzen,  so  gibt  es  unter 
ihnen  ein  Büscfiel  von  Curven,  für  welche  er  ein  Doppelpunkt, 
und  zwei  Curven,  für  welche  er  eine  Spitze  ist.  Die  Hesse'sche 
Curve  hat  in  Uim  einen  dreifacJien  Punkt;  zwei  der  Tangenten 
in  dem  dreifachen  Pu/nkt  fallen  mit  der  gemeinschafÜichen  Tan- 
gente zusammen. 

Wenn  alle  Curven  eines  Netzes  in  einem  festen  Punkt  einen 
r-fachen  Punkt  hctben,  so  ist  dieser  für  die  Hesse'sclie  Curve  ein 
3(r  —  iyf acher  Punkt. 

Jeder  Curve  des  Netzes,  welche  zwei  Doppelpunkte  besitzt, 
entspricht  ein  Doppelpunkt  der  Steiner* sehen  Curve;  mithin  gibt 
es  in  dem  allgemeinen  Netz 

f  (w  —  1)  (w  —  2)  (3w^  —  3n  —  11) 

Curven  mit  ztvei  Doppelpunkten. 

Aehnlieh  gibt  es  in  dem  allgemeinen  Netz 

12(n  — 1)(«— 2) 

Curven  mit  einer  Spitze, 

f  (n  —  1)  (w  —  2)  (3w^  +  3w  —  8) 

Büsctid  von  Curven,  ztvischen  denen  zwei  Berührungen  stattfinden, 
und 

3(«  — 1)(4m  — 5) 

Büschel  von  Curven,  zunsdien  denen  eine  Berührung  2^'  Ordnung 
(eine  Osculations-  oder  dreipunktige  Berührung)  stattfindet,  d.  h. 
die  drei  unendlich  nahe  Punkte  miteinander  gemmischafüich  haben. 
Sämmtliche  vorstehende  Zahlen  erleiden  Veränderungen, 
wenn  das  Netz  einfache  oder  mehrfache  Grundpunkte  (Basispunkte) 
hat,  d.  h.  solche,   durch   welche   aUe  Curven  des  Netzes   gehen. 

Pascal,  Bepertorium.  11.  10 
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Ein  Netz,  dessen  sämmtliche  Curven  sich  zu  je  zweien  in 
einem  eineigen  beweglichen  Funkt  schneiden,  hat  Cremona  nach 
Sylvester  homdUndaX  zu  nennen  vorgeschlagen,  während  Cayley 
es  als  unicursäl  bezeichnet. 

ÄUe  Curven  eines  hamälaidälen  Netzes  sind  vom  Geschlecht  Ntdl. 

Wenn  Qi,  Q%,     -^  Q,  die  Vidfachheiien  der  Basispunkte  für 

jede  Curve  ein^  homdUndalen  Netzes  sind,  so  bestehen  die  Be- 

lationen: 

» 


2V_„s_i^ 


"V^if?»  ~_^  —  (**  —  1)  (n  —  2) 

^  2  ~~  ~  2 

1 

Vg>(gi  +  ^)  _  n(n  +3) 

j^  2  2  ~^' 

1 


y 


^Pi=3(»-l). 


Ein  lineares  System  Ä*®'  Stufe  von  Curven  n*®'  Ordnung 
heisst  vollständig,  wenn  es  durch  die  Basispunkte  bestimmt  ist, 
d.  h.  wenn  es  das  lineare  System  aller  Curven  w**'  Ordnung  ist, 
die  mit  gegebener  Vielfachheit  q^,  Q2,  ...,  q,  durch  s  bestimmte 
feste  Pimkte  gehen. 

Es  bestehen  dornt  die  Fundamentalbeziehungen  (Erweiterungen 
der  Formeln  für  das  homaloidale  Netz): 


« 


««  —  y^Q,^  =  D  (Grad). 


1 


1 

---    '     ^  —    >'  -^—  2 ^  ^  (Dimension  oder  Stufe), 

1 
Der  (rrod  D  s^elW  efie  Änzafil  der  variubelen  Sdmitte  zweier 
Curven  des  Systems  dar. 

Das  System  heisst  überreichlich  (sovrabbondante) ,  wenn  in 
der  letzten  Formel  das  Zeichen  <,  regulär,  wenn  das  Zeichen 
=  zu  nehmen  ist. 
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Ein  System  ist  regulär,  wenn  D  >  2|?  —  2  oder  k>p  ist. 
Siehe  darüber  Segre,  Bend,  Ftüermo,  1  und  CastelnuoYO, 
Mem,  Äcc,  Torino,  1891. 


Sind  drei  Curven  von  den  Ordnungen  n^,  n^,  n^  gegeben,  so 
lassen  sich  für  das  System  der  drei  Curven  covariante  Curven  con- 
struiren,  welche  der  Jacobi'schen  und  Steiner'schen  Curve  eines  Netzes 
analog  und  für  w^  =  Wj  =  «j  =  n  ihnen  gleich  sind,  und  welche 
auch  bei  ungleichen  Ordnungen  diese  Namen  beibehalten  können. 

Die  JacoMsche  Curve  des  Systems  dreier  Curven  ist  von 

der  Ordnimg  w^  +  *^  4"  ♦^s  —  ^  ^"^^  ^®^  ^^  ^®^  Punkte,  deren 
Polargeraden  in  Bezug  auf  die  drei  Curven  sich  in  demselben 
Punkt  tre£fen.  Der  Ort  dieses  letzteren  Punkts  ist  die  Steiner'- 
sehe  Curve  und  ihre  Ordnung 

WjW,  +  «2«,  -f  w^Wj  —  2(wi  +  w,  +  ^s)  +  3- 
Die  Jacobi'sche   Curve  der  drei  Curven  ist   audi   der  Ort 
der  Punkte,  in  welchen  sich  die  in  Bezug  auf  die  drei  Curven 
ersten  Polaren  desselben  Punkts  schneiden. 

Wenn  es  Punkte  giebt,  die  allen  drei  gegebenen  Curven  ge- 
meinschaftlich sind,  so  gehen  die  Jacobi'sche  und  Stdner'sdie  Curve 
durch  diese  Punkte, 

Die  Jacobi'sche  Curve  geiit  auch  durch  die  Doppelpunkte 
der  gegebenen  Curven. 

Sind  (p{pc)  =  a?  =  0,  t(;(a;)  ^  5?,  %{pc)  =  c"'  die  drei 
gegebenen  Curven,  so  lautet  die  Gleichung  der  Jacobi'schen  Curve: 

d^>      dfp      dtp 


(abc)d 


«1  — li.»«!— 1   «a  — 1 


n,ti,ns 


dip  dtj)  d'il) 

^x^'  dx^*  dxg 

ll  -?^_  1^ 

dx^^  ^x,'  dx^ 


=  0. 


Die  Theorie'  der  linearen  Curvensysteme  ist  in  letzter  Zeit 
nach  verschiedenen  Bichtungen  hin  studirt  worden,  soweit  sie 
mit  verschiedenen  anderen  geometrischen  Lehren,  wie  mit  der 
ein-eindeutigen  Transformation,  mit  der  Abbildung  der  Flächen 
auf  eine  Ebene  und  der  sogenannten  Geometrie  der  Punktgruppen 
auf  einer  algebraischen  Curve  in  Verbindung  steht;   vergl.  §  4. 

Zwei  Curvenbüschel  lassen  sich  als  in  projectiver  Zuordnimg 
zu  einander  stehend  ansehen  und  es  ergibt  sich  dann  der  wichtige 
Satz,  dass  jede  algebraische  Curve  als  der  Ort  der  Scfinittpunkte 

10* 
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der  sicJi  entsprechenden  Curven  zweier  prcjecHver  Curvenbüscliel 
betrachtet  werden  kann.  Dieses  Theorem  wurde  von  Chasles, 
Compt.  Rend.,  41,  1853  für  die  Curven  3.  0.  aufgestellt  und 
bewiesen  und  von  Jonquieres,  Mem.  de  VÄc.  de  Paris,  16, 
1858  auf  den  allgemeinen  Fall  ausgedehnt.  Es  verallgemeinert 
den  Begriff  der  projediven  Erzeugung  der  Kegelschnitte. 

Von  Arbeiten  über  die  linearen  Systeme  fahren  wir  ausser 
der  Introduzume  von  Cremona  an:  Jonquieres,  Maih.  Ann.,  1; 
Caporali,  Collect.  Math.,  Mailand  1881;  Jung,  Ann.  di  mat.,  15, 
16;  Guccia,  Bend,  Palermo,  7  etc.  Dazu  kommen  alle  Arbeiten, 
welche  die  Geometrie  der  Punktgruppen  auf  einer  Curve  behandeln, 
und  von  denen  in  dem  folgenden  Paragraphen  die  Bede  sein  wird. 

lieber  die  Singularitäten  der  Jacobi'schen  Curve  von  drei 
Curven  sehe  man  Gerbaldi,  Bend.  Palermo^  8  nach. 

§  4.   Die   Punktgruppen  auf  einer  algebraisoliexi   Curve. 

In  der  sogenannten  Geometrie  auf  einer  algebraisdien  Curve 
werden  die  Eigenschaften  der  Gruppen  von  Punkten  studirt, 
welche  auf  einer  Grundcurve  von  der  n*®°  Ordnung  durch  die 
Schnitte  derselben  mit  Systemen  anderer  Curven  beliebiger  Ord- 
nung entstehen,  speciell,  wenn  diese  Systeme  linear  sind,  d.  h. 
wenn  ihre  Gleichungen  variabele  Parameter  linear  enthalten. 

Wenn  die  Grundcurve  eine  Gerade  ist,  so  bilden  diese 
Punktgruppen  die  sogenannten  Involutionen  höherer  Ordnung^ 
von  denen  wir  in  Kap.  2,  §  2  gesprochen  haben. 

Wir  müssen  einige  Sätze  über  die  Schnittpunkte  zweier 
Curven  vorausschicken. 

Es  liege  eine  Grundcurve  f  von  der  w*^  Ordnung  vor  und 
sie  werde  von  einer  Curve  q>  von  der  m^^  Ordnung  geschnitten, 
welche  durch  S  singulare  Punkte  von  f  geht,  wobei  in  ö  auch 
die  Zahlen  mitgerechnet  sind,  die  angeben,  wie  oft  9  durch 
einen  singulären  Punkt  von  f  geht.  Die  Schnittpunkte  der 
beiden  Curven  sind  nicht  unabhängig  von  einander;  ein  Theil 
von  ihnen  wird  durch  die  anderen  bestimmt.  Es  sei  k  die  Anzahl 
der  Schnittpu/nJcte  der  beiden  Curven,  welche  durch  alle  übrigen 
bestimmt  sind;  es  bestellen  dann  die  Fundamentälungleidiheiten: 

für    m<n—  2     ist    k<mn  —  ^^±_?)  _  ^ . 

r      (n  —  1)  (n  —  2)         .        (n  —  m  —  1)  (n  —  w  —  2)-l 

[= 2 <J 2 J; 

tür    »»  >  M  -  2     ist    Jfc  <  (»  -  t)(w  -  2)  _  y 
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Eine  Curve  wird  eine  adjungirte  Curve  genannt,  wenn  sie 
r  —  1  mal  durch  jeden  r-fachen  Punkt  von  f  geht;  hat  mithin 
/'  keine  anderen  mehrfachen  Punkte,  als  Doppelpunkte  und 
-Spitzen,  so  hat  eine  adjungirte  Curve  nur  die  Bedingimg  zu 
erfOllen,  einfach  durch  jeden  Doppelpunkt  oder  jede  Spitze  von 
f  zu  gehen. 

Nehmen  wir  nun  an,  9  sei  eine  adjungirte  Curve  von  der 
Ordnung  m. 

Wenn  man  alsdann  mit  k  die  Ämahl  der  nm  Sc^mittpunkte 
von  f  und  g>  bezeichnet,  welche  durch  die  übrigen  bestimmt  sind, 
so  bestehen  (unter  p  das  Geschlecht  von  f  verstanden)  die  Un- 
gleichheiten: 

für    m<n-2     ist    ft  <j,  -  ^^  "  "* -^^^  "  ^" -'>; 
für     m^n  —  2     ist     k  <^p. 

JBeachtenswerth  ist,  dass  in  dem  zweiten  FäU  die  Zahl  k 
nidit,  wie  im  ersten,  von  der  Ordnung  m  der  schneidenden  Curve 
abhängt,  und  dass  in  dem  ersten  Fall  kKp  —  1  für  m  =  n  —  3 
wird. 

Die  Curve  g>  sei  eine  adjungirte  Curve,  In  ihre  Gleichung 
möge  linear  eine  gewisse  Anzahl  willkürlicher  Parameter  derart 
eingehen,  dass  alle  durch  Variation  dieser  Parameter  erhaltenen 
q>  ein  lineares  System  hilden. 

Es  sei  Q  die  Anzahl  der  beweglichen  Schnittpunkte  von  f 
mit  9,  d.  h.  die  Anzahl  der  Schnittpunkte,  welche  beim  üeber- 
gang  von  einer  Curve  9  zur  anderen  varüren;  wenn  k  von  ihnen 
durch  die  übrigen  Q  —  k  bestimmt  sind,  so  beträgt  die  Anzahl 
der  Punkte,  die  man  willkürlich  auf  f  wählen  kann,  Q  —  k^=^q\ 
diese  Zahl  wollen  wir  die  Mannigfaltigkeit  des  Systems  von  Q 
Punkten  nennen,  weil  es  alsdann  00?  Gruppen  von  Q  Punkten 
gibt,  in  welchen  f  durch  Curven  der  Art  <p  geschnitten  wird. 
Die  Zahl  q  stellt  die  Anzahl  der  tcülkürlidien  Parameter  dar, 
die  linear  in  die  Gleichung  von  q>  eingehen.  Das  eben  angegebene 
Theorem  ergibt  alsdann: 

-.,            ^            o      -^         <  /^              ,    (n  —  wi  —  1)  (♦»  —  w  —  2) 
für     m<n  —  3     ist     q>Q  —  p  -f- ~ ; 

für     m^"  n  —  3     ist     q7>Q  —  p. 

Man  kann  diese  Formeln  in  eine  andere  Gestalt  bringen, 
welche  erlaubt,  eine  obere  Grenze  für  die  Zahl  Q  anzugeben, 
wenn  die  Mannigfaltigkeit  q  des  Systems  bekannt  ist.  Es  lässt 
sich  behaupten: 
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für    tw  =  w  — 3     ist     Ö^5+i>  — 1; 
für     m  >  n  —  3     ist     Q  ^q  -\-  P- 

Brill  und  Noether,  Ma^.  Ann.,  7  fanden  später  auch 
eine  untere  Grenze  für  Q;  es  ist  nämlich  immer 

Es  existiren  femer,  wenn  man 

Q{q+i)  —  q(q+p  +  i)  =  r 

setzt,   oo'*  Systeme  von  Q  Punkten  u/nd   der  MannigfalHgkeit  q. 
Für  r  =  0  ist  die  Anzahl  dieser  Systeme  endlich,  nämlich 
gleich 

2\9\    "  ql2l     "  {p--  1  —  Q+  q)\  p\ 
2!  3!  ...  (2g  +p  —  Q)l 

Castelnuovo,  Lincei^  1889. 

Für  g  =  1  leirägt  diese  Zahl 

P} 

Brill-Noether,  Math.  Ann.  7. 

Wir  wollen  mit  dem  Symbol  Gq  eine  Gruppe  eines  linearen 
Systems  von  Q  Punkten  und  der  Mannigfaltigkeit  q  bezeichnen 

und  mit  gq  das  ganze  System  dieser  Gruppen. 

Wenn  Q  grösser  als  2p  —  2  ist,  so  mtiss  genau  q  =  Q  — p  sein. 

Für  Q  =  2p  —  2  ist  q=  p  —  1  oder,  wenn  das  System 
kein  Specialsystem  ist  (siehe  unten),  q  =^  p  —  2. 

Ist  f  eine  unzerlegbare  Curve,  so  existiren  p  adjungirte 
linear  unabhängige  Curven  von  der  Ordnung  n  —  3 ,  welche  auf 
f  keine  anderen,  als  die  vielfachen  Punkte  gemeinschaftlidi  haben. 

Lässt  sidi  f  in  k  Factoren  zerlegen,  so  existiren 

p  +  k  —  1 

derartige  adjungirte  linear  unabhängige  Curven  von  der  Ordnung 
n  —  3.     Christof  fei,  Ann.  di  Mat,  10. 

Die  adjungirten  Curven  (m  —  3)*^'  Ordnung  schneiden  die 
örundcurve  f  (ausser  in  den  singulären  festen  Punkten)  noch  in 
2p  —  2  Punkten.     Nun  existirt  das  interessante  Theorem: 

Jedes  q-fach  unendliche  lineare  System  von  Q  Punkten  kann 
immer  auf  dei'  Grundcurve  f  von  einem  System  adjungirter  Curven 
(ti  —  3)*®'  Ordnung  ausgeschnitten  werden,  wenn 

q>  Q — P  +  1     ist; 
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m 

diese  Bedingung  schliesst  nach  einem  früJieren  Theorem  aus,  dass 
Q>2p  —  2  ist. 

Ins  Besondere: 

Wenn  ein  Büschel  (g  =  l)  adjwngirier  Curven  p  htwegliclie 
SchmOpuMe  mit  der  Curve  f  hat,  so  liegt  jede  Gruppe  dieser 
p  Punkte  auf  einer  adjwngirten  Curve  (n  —  3)**'  Ordnung. 

Eine  Gruppe  von  Q  Punkten,  durch  welche  wenigstens  eine 
adjungirte  Curve  (n  —  3)**'  Ordnung  geht,  heisst  eine  Special- 
gruppe;  das  System,  welchem  sie  angehört,  wird  Specialsystem 
genannt. 

Das  System  g^p^ s  P^^gt  man  canonisches  System  zu  nennen. 

Es  hat  keine  festen  Punkte  und  ist  das  einzige  System  dieser 
Art  (siehe  oben). 

Eines  der  grundlegenden  Theoreme  für  die  Theorie,  die  uns 
hier  beschäftigt,  ist  der  sogenannte  Bestsatz^  der  nachweist,  dass 
die  Punktgruppen  auf  einer  Curve  sich  gewissermassen  als  un- 
abhängig  von  den  Curven  auffassen  lassen,  durch  welche  sie 
ausgeschnitten  werden. 

Zwei  Punktgruppen  6?^,  Gq;  heissen  corresidual  zu  einander, 
wenn  eine  andere  Gruppe  Gr  von  der  Beschaffenheit  existirt, 
dass  die  beiden  Gruppen  Gq^  Gr  alle  beweglichen  Schnittpunkte 
(mit  Ausschluss  der  singolären  Pimkte)  von  f  mit  einer  adjun- 
girten  Curve  und  die  Gruppen  Gq»,  Gr  alle  beweglichen  Schnitt- 
punkte von  f  mit  einer  anderen  adjungirten  Curve  darstellen. 
Die  beiden  Gruppen  Gq  imd  Gr  heissen  dann  residiwl  zueinander. 

Der  Bestsatz  lautet: 

Wenn  Gq  und  Gq'  in  Bezug  auf  die  Gruppe  Gr  corresi- 
dual zu  einander  sind,  so  müssen  sie  es  auch  in  Bezug  auf  eine 
helieUge  andere  Gruppe  Gr  sein,  weldie  mit  einer  von  Urnen  das 
vollständige  System  der  beweglichen  Schnittpunkte  von  f  mit  einer 
beliebigen  anderen  Curve  bildet.  Mit  anderen  Worten:  Die  Eigen- 
schaft zweier  Punktgruppen,  corresidual  zu  einander  zu  sein,  ist 
ton  der  zu  beiden  residualen  Punktgruppe  unabhängig;  d.  h.  sie 
hängt  nicfd  von  den  Curven  ab,  von  welchen  diese  Punktgruppen 
auf  f  ausgeschnitten  werden, 

Oder  auch:  Wenn  man  durch  Gq  eine  beliebige  andere  ad- 
jungirte Curve  legt,  welche  f  in  einer  Crruppe  Gr  schneidet,  so 
hüden  die  Gruppen  Gr'  und  Gq  das  vollständige  System  der  be- 
weglichen Sdmittpunkte  von  f  mit  einer  adjungirten  Curve. 

Dieser  Satz,  von  algebraischem  Standpunkt  aufgefasst,  ist 
bei  Brill-Noether,  GöU.  Nachr.,  1873  und  Math.  Ann.,  7  zu 
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finden.  Seinen  Ursprung  jedoch  verdankt  er  dem  Aberschea 
Theorem  über  die  transcendenten  Integrale.  Siehe  Jt^ertarktm, 
I,  Kap.  15,  §  8. 

Es   liege   eine  Gruppe   von  Q  Punkten   vor,    tceHdie  einem 

linearen  System  gq  cmgehiki.  Es  sei  %  =  r  -{-  1  die  Anzahl 
der  linear  unabhängigen  adjungirten  Curven  {n  —  3)*"  Ordnung, 
welche  durch  die  Q  Punkte  g^en;  alsdann  iai  die  Mannigfaltig- 
kdt  q  durch  die  Formet 

q  =  Q  —  p  -\-  r  -\-  1     gegeben. 

Dieses  ist  das  sogenannte  Riemann-Boch^sche  Theorem^ 
Cr  eile,  64.  Es  wurde  bei  der  Untersuchung  der  algebraischen 
Functionen  entdeckt,  siehe  Bepert.  I,  p.  395. 

Die  Zahl  r  gibt  die  Anzahl  der  nicht  homogenen  Para- 
meter an,  welche  linear  in  die  allgemeine  Gleichung  einer  durch 
die  Q  Punkte  gehenden  adjungirten  Curve  (n  —  3)*"'  Ordnung 
eingehen;  sie  stellt  die  Mannigfaltigkeit  des  Systems  dieser  Curven 
dar.  Für  ein  allgemeines  System  (kein  Spedalsystem)  ist  r  -^-l^^O, 

Das  Biemann-Boch'sche  Theorem  lässt  sich  auch  auf  die 
folgende  Art  anders  fassen  und  heisst  dann  (nach  Klein)  das 
B  rill -Noeth  er 'sehe  Beciprocitätstfieoremi 

Eine  adjtmgirte  Curve  (n  —  3)*®'  Ordnung  seimeide  f  in 
2p  —  2  Punkten,  die  in  zwei  Gruppen  von  Q  -\-  E  ^=  2p  —  2 
Punkten  zerfallen;  die  Gruppe  der  ersten  Q  Punkte  gehöre  einent- 
linearen  System  von  der  Mannigfaltigkeit  q  an;  die  Gruppe  der 
zweiten  R  Punkte  wird  dann  evnem  linearen  System  von  der 
Mannigfaltigkeit  r  derart  angehören,  dass  die  Belationen 

q  —  r^Q—p-\-  1, 
r  —  q  =  R—p  +  1 
bestellen. 

Das  folgende  Theorem,  welches  eine  Folge  des  Biemann- 
Boch'9chen  Satzes  ist,  wird  das  Clifford'sche  genannt,  Phü. 
Trans.,  1878: 

Wenn  das  System  gq  ein  Specialsystem  (d.  h.  die  entsprecfiende 
Zahl  r  -|-  1  grösser  als  Null)  ist,  so  muss  QP:2q  sein. 

Wenn  ein  lineares  System  g^  gegeben  ist,  so  gibt  es  ge- 
wisse Gruppen  von  Q  dem  System  angehörigen  Punkten,  welche 
zwei  oder  mehrere  zusammenfallende  Punkte  besitzen;  diese 
Punkte  heissen  vielfache  Punkte  des  Systems. 
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Die  ÄnzM  der  (q  +  l) fachen  dem  System  ungehörigen 
Funkte  ist  durcfi  die  Formel 

gegeben.  Siehe  Brill,  Math.  Ann.,  4;  Clebsch-Lindemaniiy 
Geometrie,  1,  p.  461.  Untersuchungen  dieser  Art  haben  De 
Jonquieres,  Crelle,  66;  Cayley,  Lond.  Phil  Trans.,  158  = 
Coli.  Math.  Pap.,  6,  p.  191  und  Andere  geführt. 

In  dem  System  g^p—i,  d.  h.  in  dem  System  der  sämmäidien 
Gruppen  von  Ihmkten,  welche  auf  f  durch  aUe  zu  f  adjungirten 
Curven  (n  —  3)**'  Ordnung  ausgeschnitten  werden,  gibt  es  im 
Allgemeinen  eine  endliche  Anzahl  von  Gruppen  von  nur  p  —  1 
Punkten,  von  denen  jeder  zweimal  gezählt  wird]  diese  Anzahl 
betragt  {2^ — l)2'*~^;  solche  Gruppen  ent^echen  adjungirten 
Curven  (n  —  3)*®'  Ordnung,  welche  Berührungscurven  von  f 
sind,  d.  h.  f  in  jedem  Punkt,  in  wdcfiem  sie  es  treffen,  berühren. 

Es  gibt  femer  (2^  +  1)2p~^  adjungirte  Curven  («  —  2)**'' 
Ordnung,  welche  f  in  p  Punkten  berühren. 

Es  kann  jedoch  f  eine  derartige  Curve  sein,  dass  es  unendlich 
viele  solcher  Gruppen  gibt,  nämlidi  oo"*~"^  (m  =  2,  3,  •  •  •).  Das 
Studium  dieser  Systeme  ist  für  die  Theorie  der  AbeFschen 
Fimctionen  von  Bedeutung  und  wurde  von  Weber,  Math.  Ann., 
13;  Kraus,  ib.,  16  begonnen! 

Wir  wollen  die  Resultate  von  Kraus  in  Bezug  auf  die 
Beschaffenheit  einer  Curve  /*,  die  solche  Systeme  von  Punkt- 
gruppen  besitzt,  hier  angeben: 

Der  Typus  einer  Curve  f,  weldie  c»*  Gruppen  von  p  —  I 
Punkten  enthält,  in  weldien  sie  von  einer  adjungirten  Curve 
{n  —  3)*®'  Ordnung  berührt  wird,  ist  für  i?  >  3  eine  Curve 
{p  +  1)*"'  Ordnung  mit  einem  Selbstberührungspunkt  und  mit 

(p-_4)  (p+1) 
2 

auf  einer  Curve  (p  —  4)**'"  Ordnung  liegenden  Doppelpunkten. 
Für  p  =  S  ist  dagegen  die  Curve  5**'  Ordnung  und  hat  einen 
dreifachen  Punkt. 

Der  Typus  einer  Curve  f,  auf  wdcfier  ein  System  von  <x>^ 
Gruppen  von  p  —  1  Punkten  der  eben  angegebenen  Art  ezistirt, 
i^  eine  Curve  (p  —  l)*®'  Ordnung  mit  ^  (p  —  l)  (jP  —  6) 
Doppelpunkten,  welche  auf  einer  adjungirten  Curve  (p  —  6)**^' 
Ordnung  liegen.  Das  kleinste  Geschlecfit  einer  solclten  Curve  ist 
p  ==e. 
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Der  Typus  schliesslich  einer  Curve  /*,  auf  welcher  es  ein  System 
von  (x>^~^  (w  >  3)  Gruppen  der  angegebenen  Art  gibt,  wf  eine 
Curve  {p  —  w  +  2)*®'  Ordnung  mit 

i  [(P  -  n^y  -  (P  +  m)] 

Doppelpunkten,  welcfie  auf  einer  adjungirten  die  Nomuücurve  in 
m  —  3  anderen  Punkten  berührenden  Curve  (p  —  wi  -f-  3)^'  Ord- 
ntmg  liegen.     Der  kleinste  Werth  von  p  für  wi  =  4  ist  p  =  9. 

Die  Existenz  solcher  Systeme  von  Gruppen  entspricht  der 
Eidstenz  von  Funktionen  -^  (siehe  Repert.  1,  Kap.  17),  die  zu- 
gleich mit  ihren  Devirirten  der  verschiedenen  Ordnimgen  für  die 
Argumente  Null  verschwinden;  doch  können  wir  uns  auf  diese 
Einzelheiten  nicht  einlassen.     Vergl.  Weber,  1.  c. 

Hierher  gehört  auch  der  folgende  wichtige  Satz  von 
Weber: 

Die  (p  —  l)-|-(|?  —  l)  =  2p  —  2  Berührungspunkte  zweier 
adjungirter  demselben  System  angefiöriger  BerOhrungscurven 
(n  —  3)**'  Ordnung  liegen  auf  derselben  anderen  adjungirten 
Curve  (n  —  3)**'  Ordnung. 

Daraus  folgt  die  Existenz  gewisser  identisdier  quadratiscJter 
Bezie^mngen,  welche  alsdann  zwischen  den  linken  Seiten  der 
Gleichungen  der  adjungirten  CurvQn  (n  —  3)*®'  Ordnung  bestehen 
müssen. 

Eine  sehr  wichtige  Kategorie  von  Curven  sind  die  so- 
genannten hyperdliptisclien.  Vom  Standpunkt  der  Punktgruppen - 
theorie  aus  werden  sie  durch  die  Eigenschaft  definirt,  dass  sie 
ein  System  g^^  besitzen. 

In  diesem  System  g^^  gibt  es  2i>  +  2  Paare,  zusammen- 
fallender Punkte. 

In  einer  hyperelliptiscfien  Curve  ordnen  sidi  die  Punkte  derart 
paarweise  zusammen,  diJLSS  jede  adjungirte  Curve  (n  —  3)**"  Ord- 
nung, die  durcJi  den  einen  der  Punkte  des  Paares  geld,  noth- 
wendiger  Weise  auch  durdi  den  anderen  gelten  muss. 


Eine  Formel,  welche  för  die  Theorie,  die  uns  hier  beschäftigt, 
von  grosser  Bedeutung  ist  und  verschiedene  Anwendungen  zu- 
lässt,  ist  die  sogenannte  Correspondenzformel  von  Cayley  und 
Brill,  welche  man  als  eine  Verallgemeinerung  der  Chasles'- 
schen  ansehen  kann.     Vergl.  Kap.  1,  §  2. 
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Nehmen  wir  an,  es  sei  eine  Relation 

vom  r**"  Grad  in  {z)  und  dem  5*"*  in  (jß)  festgestellt. 

Ist  ein  Punkt  {x)  gegeben,  so  bestimmt  diese  Relation  eine 
Curve  der  Ebene,  welche  die  Fundamentalcurve  w**'  Ordnung  f  in 
ns  Punkten  schneidet  und  ist  ein  Punkt  (jf)  gegeben,  eine  Curve, 
die  /*  in  nr  Punkten  schneidet. 

Man  wähle  die  Punkte  (ic),  {y)  auf  der  Curve  /*;  variirt 
man  {x)  auf  der  Curve  /*,  so  ergibt  sich  eine  Reihe  von  Gruppen 
von  ns  Punkten  auf  f  und  durch  Variation  von  (y)  auf  f  eine 
Reihe  von  Gruppen  von  nr  Punkten.  Man  erhält  mithin  eme 
Correspondene  etciscfien  zwei  Reihen  von  Punktgruppen  auf  /*. 
Die  in  Rede  stehende  Formel  gibt  die  Anzahl  der  Doppelpunkte 
dieser  Correspondenz  an. 

Wir  wollen  annehmen,  einem  Funkt  (x)  entsprechen  ß  durch 
die  Schnitte  von  f  mit  einer  Curve  der  zweiten  Reihe  gegebene  Punkte 
(y)  und  diese  Curve  der  zweiten  Reihe  treffe  dann  ivieder  f  in  y 
mit  {x)  zusammenfallenden  Punkten,  und  wollen  ferner  voraus- 
setzen, einem  Punkt  (y)  entsprechen  a  durdi  die  Schnitte  von  f  mit 
einer  Curve  der  zweiten  Reihe  gegebene  Punkte.  Diese  Curve 
der  zweiten  Reihe  muss  dann  noch  y  mal  durdi  (y)  geJien  und 
die  Anzahl  der  Punkte  (x),  welche  mit  entspredienden  Punkten  (xf) 
zusammenfallen,  beträgt 

Ist  p  =  0,  d.  h.  /*  unicursal,  so  reducirt  sich  diese  Formel 
auf  die  Chasles'sche. 

Die  Coinddenzpunkte  bilden  immer  ein  vollständiges  System 
der  Schnitte  von  f  mit  einer  anderen  Curve. 


Das  oben  angegebene  Theorem  wurde  zuerst  von  Cayley 
aufgestellt,  Compt.  Rend.,  62;  Proc.  London  math.  soc.,  1;  später 
wurde  es  von  Brill  bewiesen,  Maf^i.  Ann.,  6,  7,  31;  siehe  auch 
Junker,  Dissert.,  Tübingen,  1889.  Andere  Beweise  sind  von 
Schubert,  Calcül  der  äbzähl.  Geom.,  Leipzig  1879,  §  18;  Bobek, 
Wiener  Akad.,  93;  Lindemann,  CreUe,  84;  Hurwitz,  Math. 
Ann.,  28;  Zeuthen,  MaUi,  Ann.,  40,  Segre,  Ann.  di  mat.. 
22,  §  12.  Einige  dieser  Autoren  z.  B.  Hurwitz  haben  auch 
ein  allgemeineres  Theorem  betrachtet.  In  der  Clebsch-Linde- 
mann'schen  Geometrie,  Bd.  1,  S.  441  wird  dem  Correspondenz- 
princip  ein  besonderer  Abschnitt  gewidmet. 
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Den  Grund  zu  der  Geometrie  der  Punktgruppen  auf  einer 
Curve  hat  wohl  Biemann  gelegt;  er  betrachtete  diese  Lehre 
jedoch  vom  Standpunkt  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen 
auf  einer  Biemann'schen  Fläche  (was  schliesslich  auf  dasselbe 
hinauskommt).  Siehe  Bepert.,  I,  Kap.  15.  Später  hat  sich  die 
Theorie  nach  verschiedenen  Richtungen  entwickelt:  nach  der 
Richtung,  welche  man  die  functionäle  nennen  könnte,  und  die 
gerade  von  Biemann  und  den  zahlreichen  Arbeiten  über  die 
Abel'schen  Integrale  ausgeht;  nach  der  algebraiscti-geometriscttetty 
die  einer  grundlegenden  Abhandlung  von  Brill-Noether,  Ma&i. 
Ann.,  7  ihre  Entstehung  verdankt  und  der  algebraisch-arühmetisdien, 
Kronecker,  Dedekind,  Weber;  vergl.  besonders  Crelle,  92, 
In  der  letzten  Zeit  tritt  auch  noch  die  rein  geometrisdte  Auf- 
fassungsweise  hinzu;  wir  empfehlen,  eine  neuere  Arbeit  von 
Segre,  Ann.  di  mat,  22  darüber  nachzusehen. 

Die  Theorie  der  Punktgruppen  ist  für  das  Studium  der  ein- 
eindeutigen Transformation  der  ebenen  Curven  (siehe  weiter  unten, 
§  5)  von  der  grössten  Bedeutung,  weü  die  Eigenschaften  der 
Gruppen  für  diese  Transformation  invariante  Merkmale  darstellen. 

Der  Kürze  wegen  verzichten  wir  darauf,  alle  anderen  zahl- 
reichen Arbeiten  von  Noether,  Brill,  etc.  zu  citiren. 

Küpper,  Bobek  und  Amodeo,  Lincei^  1893;  Ann.  di 
mat.,  21,  24;  Acc,  Nap.,  1896  haben  auch  die  sogenannten 
X;-8eitigen  Curven  studirt,  d.  h.  solche,  welche  eine  lineare  Schar 
ff]^^  besitzen,  ohne  eine  einfach  unendliche  lineare  Schar  niedrigeren 
Grads  zu  enthalten,  und  von  welchen  die  hyperelliptischen  Curven 
ein  specieller  FaU  sind. 

Selbstverständlich  ist  jede  Curve  Ä;-seitig,  wenn  nur  dem  h 
der  geeignete  Werth  beigelegt  wird. 

Wir  fügen  noch  hinzu,  dass  man  in  einer  neuen  Arbeit  von 
Bertini,  Ann.  di  mat,  22  die  Theorie  auf  algebraische  Art 
behandelt  findet.  Ueber  weitere  Angaben  siehe  das  ausgezeich- 
nete Beferat  über  die  Geschichte  der  Theorie  von  Brill-Noether 
in  den  JaJircsher.  d.  deutsch.  Math. -Verein.,  3,  1892,  1893. 

§  5.   Birationale  Transfonnationeii  der  Ebene  oder  ebener 
Curven.     Mehrdeutige  Transformationen. 

Wir  wollen 

t/i  =  fi{xi,x„x,)*),(i=l,2,S)  (1) 

*)  Das  Zeichen  =  bedeutet  hier  proportioncd'^   die   obigen  Re- 
lationen sind  daher  wesentlich  nur  zwei,  nicht  drei. 
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setzen,  worin  die  f^  ganze  rationale  Funktionen  von  der  Ordnung 
n  in  den  ^i^x^,  x^  (ohne  gemeinschaftlichen  Factor)  bedeuten,  und 
annehmen,  dass  man  durch  Auflösung  dieser  beiden  Relationen 
nach  den  x 

x^  =  9^(yi,  2/a,  y^,  (t  =  1,  2,  3)  (2) 

erhalte,  worin  die  9  ebenfalls  ganze  rationale  Funktionen  sind. 
Alsdann  sagen  wir,  die  Beziehungen  (1)  bestimmen  eine  ebene 
birationale  oder  dnreindeuMge  Transformation  in  dem  Sinn,  dass 
man  bei  ihnen  die  Punkte  zweier  Ebenen  (der  Ebene  x  und 
der  Ebene  ^,  die  auch  superponirt  sein  können)  derart  einander 
zuordnen  kann,  dass  einem  Punkt  der  einen  ein  und  nur  ein 
Funkt  der  anderen  entspridit  und  umgekehrt. 

Eine  solche  Transformation  wird  auch  eine  CVemona-Trans- 
formation  nach  deni  Autor  genannt,  der  diese  Theorie  zuerst 
in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  ausgebildet  hat. 

Eine  der  ersten  grundlegenden  Eigenschafben  lautet:  Der 
Grad  der  q>-  muss  derselbe,  wie  der  Grad  der  /J,  sein. 

Femer: 

Damit  die  Transformation  ein- eindeutig  sei,  ist  es  nöüiig, 
dass  das  aus  den  drei  Curven 

fi  =  0,  /i  =  0,  /'s  =  0 

gebildete  Netz  «* —  1  feste  Punkte  (Fundamentalpunkte  der 
Transformation)  habe.  Ein  solches  Netz  heisst  bekanntlich  (vergl. 
S.  146)  homaloidal 

Dasselbe  gilt  natürlich  auch  für  das  Netz  der  drei  Curven 

<Pi  =  0. 

Die  Curven  fi  =  0,  9,-  =  0  müssen  sämmüidi  vom  Ge- 
schlecht p  =  0  sein  und  ihre  vielfachen  Punkte  mOssen  ohne  Ätis- 
nähme  in  den  Fundamentälpunkten  der  Transformation  liegen. 

Wenn  man  annimmt,  unter  den  n^  —  1  Fundamentalpunkten 
gebe  es  a^  einfache  für  alle  Curven,  a^  Doppelpunkte  für  alle 
Curven,  •  • -,  a„_i,  (n — l)-fache  für  alle  Curven,  so  müssen 
zwischen  den  Zahlen  a  die  folgenden  drei  RelaUonen  bestehen, 
von  denen  jede  die  Folge  der  beiden  anderen  ist: 

«1  +  ^«2  +  Öofs  -j h(»—  iyccn-i  =  n^—  1, 

«j  +  Sc^aH f-i(**  — l)(w  — 2)a„-i  =  i(n— l)(n  — 2), 

«1  +  3aj  +  6(^3  H h  ^n(n  —  l)an-i  =  ^n(n+  3)  -  2. 

Ist  der  Werth  von  n  gegeben,  so  lassen  sich  aus  diesen 
Formeln    die    möglichen    Werthe    für    die    Zahlen   a   ableiten; 
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Tabellen  zu  diesem  Zweck  sind  von  Gremona  und  Gajley 
aufgestellt  worden. 

Ein  für  alle  Curven  der  Transformation  Ä;-facher  Funda- 
mentalpunkt heisst  Fundamentälpuf^t  k^  Ordnung, 

Die  vorstehenden  Formeln  gelten,  wenn  die  f  (und  die  g>) 
in  den  Fundamentalpunkten  keine  gemeinschaftlichen  Tangenten 
haben. 

Einem  Fundamentdlputikt  Ä*®'  Ordnung  in  der  einen  Ebene 
entspricht  in  der  anderen  Ebene  eine  Curve  Ä*®'  Ordnung  vom 
Geschlecht  p  =  0  (die  k^  Fundamentalcurve). 

Die  Fundamentälcurven  emer  Ebene  haben  ihre  vielfachen 
Punkte  in  den  FundamentaJpunkten  derselben  Ebene  und  sdmeiden 
sich  gegenseitig  nur  in  ihnen. 

Die  k^  Fundamentalcurve  geht  durch  den  Fundamentalpunkt 
Ä*®'  Ordnung  dieselbe  Anzahl  a^^^  mal,  wie  die  h^  Fundamental- 
curve durch  den  Fundamentalpunkt  ifc**"  Ordnung. 

Daraus    folgt    a;it  =  «itj^.      Ferner    ist    die    Determinante 

I  «A*  I  =  ±  »*• 

Jede  Fundamentalcurve  geht  durch  einen  Fundamenialpunkt 
Ä*«'  Ordnung  3fc  —  1  mal.      ^^  c^^A^ 

Wenn,  wie  oben,  er,,  die  Anzahl  der  Fundamentalpunkte  f^^ 
Ortung  in  einer  der  Ebenen  und  ß^  die  analoge  Anzahl  in  der 

anderen  Ebene  bezeichnet,  so  ist  ^a^  =  ^ft  und  die  Zahlen  ß 
untersdieiden  sich  von  den  Zahlen  a  nur  der  Anordnung  nach, 
Cremona'sches  Theorem. 

Die  Summe  der  drei  Ordnungszahlen  für  die  drei  -höchsten 
FundamentalpuMe  dner  Transformation  «*®'  Ordnung  ist  grösser 
als  n. 

Sehr  wichtig  ist  das  folgende. Theorem: 

Jede  Cremona 'Transformation  lässt  sich  durch  eine  Rethen-- 
folge  quadratischer  Transformalionen  ersetzen,  indem  man  ,die 
drei  Fundamentalpunkte  einer  solchen  in  die  höchsten  Bcmspunkte 
des  Systems  der  TransformaUonscurven  hineinlegt. 

Dieses  Theorem  wurde  gleichzeitig  von  Clifford  (siehe 
Cayley,  Proc.  of  tJie  Land.  maih.  Soc.^  3),  Noether,  Math.  Ann., 
3;  5  und  Rosanes,  Grelle^  73  gefunden. 

Dd  einer  quadratischen  Transformation  («  =  2)  entsprechen 
den  Geraden  der  einen  Ebene  in  der  anderen  KegdschniUe,  die 
durcli  drei  feste  Punkte  gehen,  und  dem  Sdinit^unkt  zweier 
Geraden  entspricht  der  vierte  Schnittpunkt  der  bdden  entsprechen- 
den Kegelschnitte. 
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Die  Gleichungen   der   quadratischen   TransfarmaH&n   lassen 
I  sidi  immer  auf  die  Form  reduciren  (Cayley): 

Legt  man  von  den  drei  Fundamentalpunkten  zwei  in  die 
beiden  imaginären  imendlich  fernen  Kreispimkte  der  Ebene  und 
den  dritten  in  den  Anfangspunkt  der  Cartesischen  Coordi- 
naten,  so  erhält  man  die  sogenannte  Inversion  oder  Trans- 
formation  durch  reciproke  Badienvectoren.  Manche  Autoren  geben 
auch  der  allgemeinen  quadratischen  Transformation  den  Namen 
Inversion. 

Bei  einer  quadratischen  Transformation  entspricht  einer  Curve 
wi**'  Ordnung,  die  kj^,k^,k^  mal  durch  die  drei  Fundamental- 
punkte  geht,  eine  Curve  (2  m  —  k^  —  k^  —  A;,)**"  Ordnung,  welche 
m  —  (^8  +  Äg),  m  —  (ä?8  +  kl),  m  —  (AJj  -f-  k^)  mal  durch  die 
drei  Fundamentalpunkte  der  eigenen  Ebene  geht. 

Bei  einer  Transformation  n^'  Ordnung  entspricht  einer  Curve 
w**'  Ordnung,  welche  I,-  mal  durdi  einen  Fundamentalpunkt  r/*' 

Ordnung  geht,  eine  Curve  von  der  Ordnung  (i  =  nm — ^r^l^.  die 


mal    durcli  jeden   Fundamentälpunkt  Sj^^  Ordnung  geht;   dabei 
haben  die  a^j^  die  oben  angegebene  Bedeutung. 


Soll  die  Transformation  nicht  für  die  ganze  Ebene  ein-ein- 
deutig  sein,  sondern  nur  für  die  Punkte  zweier  sich  entsprechen- 
der Curven  F  und  F\  so  braucht  das  Transformationsnetz  nicht, 
wie  bisher,  homaloidal  zu  sein.  Es  dürfen  sich  aber  die  Curven 
des  Netzes,  tf  eiche  sidi  in  einem  Punkt  vopi  F  treffen,  nur  dann 
auch  noch  in  einem  anderen  Funkt  von  F  schneiden,  wenn  dieser 
letztere  Punkt  dn  Fimdamentälpunkt ,  d.  h,  allen  Curven  des 
Netzes  gemeinschaftlich  ist 

Bei  jeder  birationalen  Transformation  bleibt  das  Geschlecht 
jeder  Curve  u/nverändert.  Biemann's  sogenannter  Satz  von  der 
Erhaltung  des  Geschlechts. 

Eine  nicht  redudbde,  rationale  (unicursäle)  Curve  lässt  sidi 
birational  in  eine  Gerade  transformiren. 

Jede  Curve  vom  Geschledit  Eins  (eUiptisdie  Curve)  kann 
birationäl  in  eine  Curve  3^  Ordnung  transformirt  werden. 
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Die  adjungirten  Curven  (n  —  3)*®'  Ordnung  (vergl.  §  4) 
zeigen  bei  einer  birationalen  Transformation  eine  bemerkenswerthe 
Eigenschaft,  nämlich': 

Wenn  in  Folge  einer  hiraüonalen  Transformation  aus  einer 
Curve  F  von  der  Ordnung  n  eine  Curve  F'  von  der  v**"*  Ordnung 
wird,  $0  transformirt  sich  das  System  der  Schnitt^nkte  von  F  mit 
den  adjungirten  Curven  (n  —  3)**'  Ordnung  von  F  in  das  System 
der  Sc/mittpunhte  von  F'  mit  seinen  adjungirten  Curven  (v  —  3)*®' 
Ordnung. 

Betrachtet  man  ein  Netz  von  adjungirten  Curven  (n  —  3)*®' 
Ordnung  bezügl.  einer  gegebenen  Curve  F  vom  Geschlecht  p, 
nimmt  die  Basispunkte  des  Netzes  sämmtlich  auf  der  Curve  F 
an  und  denkt  sich  schliesslich  dieses  Netz  als  Basis  einer  bi- 
rationalen Transformation  der  Curve,  so  verwandelt  sicfi  die  Curve 
F  in  eine  sölcfie  (p  +  1)**"  Ordnung  mit  vielfacJien  Funktepi,  die 
li>(p  —  3)  Doj^dpunkten  gleichwerlMg  sind. 

Eine  solche  Curve  kann  man  als  den  Konnältypus  einer 
Curve  vom  Geschlecht  p  ansehen. 

Wählt  man  mm  auf  F  6ie  p  —  3  Basispunkte  des  Netzes 
auf  geeignete  Art  aus,  so  wird  die  transformirte  Curve  eine 
solche  von  der  kleinsten  Ordnung,  in  die  sich  überhaupt  eine 
Curve  vom  Geschlecht  p  verwandeln  lässt;  diese  kleinste  Ord- 
nung ist: 

die  27r+  2^     für    j?  =  Stt, 

„    27r  +  3*«     für    i?  =  37r+l, 

„    27r  +  4*«     für    p  =  37t-\-2, 

Brill-Noether,  MatJi.  Ann.,  7. 

An  diese  Betrachtungen  schliesst  sich  das  Problem  an,  die 
Anzahl  der  Moduln  einer  Curve  von  gegebenem  Geschlecht  zu 
bestimmen,  d.  h.  die  Anzahl  derjenigen  Functionen  der  CoefiQ- 
cienten  der  Curvengleichung,  welche  sich  bei  jeder  beliebigen 
birationalen  Transformation  als  absolute  Invarianten  verhalten. 
Man  kommt  zu  dem  folgenden  Resultat  (Biemann): 
Für  p  =  0,  d.  h.  also  für  rationale  Curven  ist  die  Anzahl 
der  Modidn  Null,  für  p  =  1,  d.  h.  für  elliptische  Curven,  be- 
trägt diese  Zahl  1  und  für  i?  >  1  ist  sie  3p  —  3. 


Eine  wichtige  Anwendung  finden  die  Cremona  -  Trans- 
formationen der  Ebene  auf  die  sogenannte  Zerlegung  der  Singu- 
lantäten. 
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Mfüelst  einer  Crem&na  -  Transfmimaiimi  kimn  man  aus 
einer  Curve  mit  vielfacJten  Fumkten,  in  ubloken  die  Taugenten 
zusammenfallen,  eine  Curve  mit  nur  gewöhnlichen  Singutariiäien 
d.  h.  nwr  mit  vidfetdien  JPufdcten,  in  wdtken  die  Tangenten  ge- 
trennt sind,  iMeiHn» 

Dieses  Problem  .hat  speciell  Noetker,  (iiW.  .!Mrß/ir.,  1871; 
Math.  Ann.,  9  behandelt. 

IMan  Jcami  femer  dm'ch  hiratiemle  Transfopmationen  eine 
öurve,  die  nur  gewMfdiöke  Singulavitäien  hat,  in  eine  andere 
vemcandein,  tcel^e  nur  BxjppelpUnJcte  besitzt.  Siehe  Bertini, 
Math.  AimL,  44. 

Die  quadratischen  birationalen  Transformationen  wurden 
von  Magnus  untersucht,  Sammlung  von  Äufg.  etc.,  Berlin  1833, 
von  Steiner,  Crelle,  8  und  später  von  Schiaparelli,  Mem. 
Acc.  Torino,  1862;  die  allgemeine  Theorie  der  birationalen 
Transformationen  dagegen  hat  Cremona  begründet,  Acc.  Bologna, 
1863,  1865;  Giom.  di  Batt.,  1,  3.  Andere  wichtige  Arbeiten 
sind  von  Cayley,  Froc.  Lond.  math.  Soc,  3,  1870;  Eosanes, 
Crelle,  73;  Clebsch,  Math,  Ann.,  3;  Noether,  ib.,  5. 

Wir  empfehlen,  die  Darstellung  der  Theorie  der  .birationalen 
Transformationen  von  Ebenen  sowohl  wie  von  Curven  in  der 
Geam.  von  Clebsch-Lindemann  zu  Bath  zu  ziehen.  Bezüglich 
neuerer  Untersuchungen  vergl.  man:  Fano,  üeber  Gruppen  ins- 
besondere Gruppen  von  Cremona-Trcmsformationen  der  Ebene  und 
des  Baumes,    Monatshefte  für  Math,  und  Physik,  9.  Jahrg.,  1898. 


Man  hat  auch  die  nicht  ein -eindeutigen  (mehrdeutigen) 
Transformationen  einer  Ebene  in  eine  andere  studirt  ebenso  wie 
die   mehrdeutigen  Transformationen  einer  Curve  in  eine  andere. 

Eine  Formel,  welche  die  Geschlechter  zweier  nicht  in  ein-ein- 
deutiger  Zuordnung  stehender  Curven  verbindet,  ist  von  Zeuthen: 

Es  mögen  zwei  Curven  vorliegen,  die  sich  derart  ent- 
sprechen, dass  einem  Punkt  der  ersten  (vom  Geschlecht  p) 
m  Punkte  der  zweiten  (vom  Geschlecht  p')  und  einem  Punkt 
der  zweiten  m'  Punkte  der  ersten  entsprechen.  Auf  den  beiden 
Curven  gebe  es  fi  bez.  fi  Coincidenzen,  d.  h.  es  komme  fi  mal 
vor,  dass  auf  der  ersten  Curve  von  den  einem  Punkt  der  zweiten 
entsprechenden  Punkten  zwei  zusammenfallen  etc.  Alsdann  gilt 
die  Formel,  Zeuthen,  Math.  Ann.,  3: 

f*  —  f*'  =  2m' (p  —  l)  —  2»i(p'  —  1). 

Pascal,  Repertorlum.  n.  11 
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Yür  m  =  rn  =  1  erhält  man  die  ein-eindeutige  Zuordnung 
und  aus  der  Formel  folgt  dann  ferner  p  =p'.  Eiemann'scfies 
Theorem. 

Zu  den  mehrdeutigen  Correspondenzen  zwischen  zwei  Ebenen 
gehören  die  isogonalen  (gleichwinkligen),  bei  welchen  die  Winkel 
unverändert  bleiben;  siehe  das  Werk  von  Holzmüller,  Theor. 
der  isog,  Verwandtsch.,  Leipzig,  1883. 

Die  wichtigsten  Arbeiten  über  die  mehrdeutigen  Trans- 
formationen sind  von  Ch.  Wiener,  Math»  Ann.,  3;  De  Paolis, 
Mem.  Lincei,  \%11 ,  1878;  Noether,  Erlang.  Beridtte,  1878; 
Jung,  Bend.  Lircei,  1886;  Ist.  Lonib.,  1888;  Bertini,  Ist. 
LomK  1889. 


Kapitel  VI. 
Die  Theorie  der  ebenen  Connexe. 

§  1.    Allgemeines. 

Nachdem  wir  in  den  vorstehenden  Kapiteln  die  Figuren 
studirt  haben,  welche  analytisch  durch  das  Verschwinden  einer 
temären  Fomi  mit  nur  einer  Reihe  von  Variabelen  dargestellt 
werden,  gehen  wir  nun  zu  den  Fonnen  mit  zwei  Beiheu  von 
Variabelen  über. 

In  den  §§  11,  12,  21  des  Kapitels  XII  im  1**°  Band  war 
von  solchen  temären  Formen  mit  zw^ei  Reihen  von  Variabelen, 
d.  h.  mit  einer  Reihe  von  Variabelen  x  und  einer  Reihe  von 
contragredienten  Variabelen  u  die  Rede. 

Die  geometrische  Figur,  welche  analytisch  dargestellt  wird, 
indem  man  diese  temäre  Form  gleich  Null  setzt  und,  wie  ge- 
wöhnlich, die  2;  als  die  Punktcoordinaten  der  Ebene  und  die  u 
als  die  Liniencoordinaten  (Geradencoordinaten)  der  Ebene  inter- 
pretirt,  heisst  Connex. 

Wenn  die  Form  vom  «**"  Grad  in  den  x  und  vom  iw**^ 
Grad  in  den  u  ist  und  mithin  symbolisch  durch 

n    m 
üjcUa 

dargestellt  wird,  so  sagt  man,  der  entsprechende  Connex  sei  von 
der  w*^  Ordnung  und  der  m^^  Classe  und  bezeichnet  ihn  mit 
dem  Symbol  (« ,  w). 

Vermöge  der  Gleichung  eines  Connexes  entspricht  jedem 
Punkt  der  Ebene  eine  in  Tangentialcoordinaten  ausgedrückte 
Curve  m**'  Classe  imd  jeder  Geraden  der  Ebene  eine  in  Punkt- 
coordinaten ausgedrückte  Curve  n**'  Ordnung. 

Ein  Punkt  und  eine  Gerade,  die  sich  in  dem  Connex  ent- 
sprechen, heissen  zusammengenommen  Klement  des  Connexes, 

11* 
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Es  kann  vorkommen,  dass  ein  Punkt  der  Ebene  existirt, 
der  mit  jeder  Geraden  der  Ebene  ein  Element  des  Connexes 
bildet;  er  heisst  dann  Fu/ndamentalpunkt  und  ebenso  wird 
Fundamentalgerade  des  Connexes  eine  Gerade  genannt,  die  mit 
jedem  Punkt  der  Ebene  ein  Element  bildet. 

Die  Anzahl  der  Fimdamen talpunkte  oder  -Geraden  kann 
endlich  oder  auch  unendlich  gross  sein.  So  lässt  sich  z.  B.  die 
Gleichung  einer  Curve  in  Pimktcoordinaten  als  die  Gleichung 
eines  Connexes  ansehen,  der  unendlich  viele  Fundamentalpunkte 
hat,  welche  die  unendlich  vielen  Punkte  der  Curve  sind,  weil 
ein  Punkt  der  Curve  mit  einer  beliebigen  Geraden  der  Ebene 
zusammengenonamen,  ofEenbar  ein  ^Element  des  Connexes  bildet, 
d.  h.  eine  Combination  von  Punkt  und  Gerade,  deren  Coordinaten 
der  gegebenen  Gleichimg  genügen. 

Der  durch  die  Gleichung 

dargestellte  Coiinex  heisst  identisch. 


Die  GesamtAtheit  dör  in  doppelt  unendlicher  Alizahl  vor- 
handenen Elemente,  welche  zweien  Comidxen  gemeinschaffciich 
sind,  bildet  eine  sogenalnnte  Cainddenz.  In  einer  Coitacfdenz 
entspricht  jeder  Geraden  der  Ebeffe  eine-eridliche  Aäiz^hl  v  von 
Punkten  und  jedem  Punkt  eine  endÜohe  Anr^aM  jti  Von' Geraden. 
Die  Zahlen  v  und  fthöissenOi^cimiy^  vaxd-d^ässe  der  Goincidenz. 

Die  Coincidönz,  welche  ein  gefeeb^er  Conttdx  tnlt  dem 
identischen  Connöx  w^±s='0  gemeinschaftiich  hat,  heiMt  Haupt- 
caincidenz. 

Liegen  zwei  Cofintxe  (n,m),  (w',  W)  vor,  so  sind  die  Ord- 
nung und  Classe  d&  entsprtthenden  Comcideftz 

V  =  nn,  (A  =  mm. 

Ist  ein  Pmkt  x  gegeben,  so  ergeben  eich  die  ^  Geraden  der 
Coineidenz  als  die  TangeMen,  wtUßie  den  öurven  gemeirmhaft- 
lieh  sind,  die  in  den  beiden  Connexen  diesem  Bunkt  X'entsptechen; 
ähnHchis  gut  für  die  v  Tunkte,  tceleJie  ein^r  Geraden  zugeord- 
net sind. 

Die  Gesammtheit  der  dmen  Oomexen  gemeinsamen  Ele- 
mente oder  ein  Theil  dieser  Gesatnmtheit  bildet  ein  Ch^it&^aar. 
Elhninirt  man  aus  den  Gleichungen  der  drei  GöiLH^xe  die  ^,  so 
ergibt  sich  die  GleicbTing  einer  Curve  in  lämenooofdinaten,  und 
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eilijnuurt  man  die  u^  die  Gleichung  einer  Curve  in  Punktcoordi- 
natea.     JOie  Cla$$ß  der  ersten  Citrve  ist  durch 

mn  n    -f-  mn  n  -f-  m  nn 

gegeben  und  die  Ordnung  der  zweiten  durch 

r       ff       i  f       ff  I  ff  f 

.  nm  m   +  n  m  m  +  **  ♦w^ , 

ifitnn  (»,  »),  (n,  wl),  {n',  m")  Ä«  dmei  Cßnmone  sind. 

Die  Äm(M  der  Elemetrie  (Pimtt  u^nd  entsprechende  Genkde), 
die  vier  Qormexen  (n,  w),  (n ,  m),  (« ',  w"),  («'",  w")  gemein- 

sctiaftlich  sind,  ist: 

f  ff  fff   I       /    //  ///      I       ff    fff     f  ff  f  ftf    I 

mm  n  n    -f-mmnn-f-mmnn-f-  mm  nn    + 

r       fff     ff  I  fff     ff     f 

—  mm   n  n -f- mm   nn. 

Wie  es  hei  den  Gurven  singiMre  Punkte  gehen  kann^  d.  h. 
solche,  für  welche  die  linke  Seite  der  in  Punktooordinatan  ge- 
gebenen Gleichung  der  Curve  in  höherem  als  dcpa  1**°  Grad 
verschwindet  (d.  h.  auch  die  partiellen  Derivirteu  der  linken 
Seite  dieser  Gurve  sich  annullxren),  so  können  auch  die  Gonnexe 
singulare  Elemente  haben.  Diese  treten  unter.  UnastlUid.6n  auch 
in  einfach  oder  dofipelt  unendlicher  Anzaihl  diuf;  d.  h.  in  dem 
gegebenen  Connex  können  singulare  Cmndder^en  oder  singulare 
Curvenpaare  enthalten  sein. 

Selbstverständlich  fahrt  das  Studium  der  Eigenschaften  der 
Connexe    zu  der  Gonstruction   der  invarianten  Farmen,    welche 

der  Fimdamentalform  a*wj  angehören;  davon  war  kurz  in  dem 
1**"*  Band  die  Rede,  wo  wir  auch  in  Kap.  12,  §  12  die  Grund- 
züge  eines  auf  die  Connexe  angewandten  Uebertragungsprincips 
erklärt  haben,  mit  dessen  Hülfe  sich  specielle  Formen  con- 
struiren  lassen,  die  in  Bezug  auf  den  Go]^]^ex  coviM:ii^it  sind. 

§  2.    Conjugirter  Connex.     Gesohleoht  der  Connexe  und 

4er  CoinoidenAeu* 

Von  den  invarianten  Bildungen  in  Bezug  auf  einen  ge- 
gebenen Connex  ist  besonders  diejenige  von  Interesse,  die  dem 
sogenannten  canjugirten  Connex  entspricht. 

Einem  gegebenen  conjugirt  heisst  der  Connex,  der  in  Bezug 
auf  den  gegebenen  die  folgende  invariante  Beziehung  hat:  Jedes 
seiner  Elemente  {y,  v)  ist  so  beschaflfen,  dass  dem  Punkt  y  in 
dem  gegebenen  Connex  wenigstens  eine  doppelt  zu  zählende  Gerade 
und  der  Geraden  v  in  dem  gegebenen  Connex  wenigstens  ein 
doppelt  zu  zählender  Punkt  entspricht. 
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Die  Gleichung  des  dem  gegebenen  f(x,  li)  =  0  conjugirten 
Connexes  F(y,  t;)=0  erhält  man  durch  Elimination  von  q^c^x^,  u. 
aus  den  Gleichungen 

Bei  der  Aufstellung  der  Gleichung  des  conjugirten  Con- 
nexes kann  man  das  Uebertragungsprincip,  Bd.  1,  Kap,  12,  §  12 
benutzen.  Man  hat  die  Discriminante  der  doppelt  binären 
Gleichung  zu  bilden,  welche  bei  Anwendimg  derselben  Bezeich- 
nung, wie  in  dem  erwähnten  §  12, 

q>  =  iijA^,  (n,  m  >  1) 

lautet,  d.  h.  die  Invariante  zu  bilden,  die,  gleich  Null  gesetzt, 
die  Bedingung  angibt,  unter  welcher  diese  Form  gleichzeitig 
eine  doppelte  Wurzel  in  iL  und  eine  doppelte  Wurzel  in  ft  hat, 
unter  welcher  also  zwei  Werthe  X^ ,  /lij  von  X  und  ^  derart 
existiren,  dass  k^  eine  Doppel wurzel  von  q>(X,  fi^)  =  0  und  fi^ 
eine  Doppelwurzel  von  (p{li^  ft)  =  0  ist.  Alsdann  ändere  man 
nach  dem  Üebertragungsprincip  jede  binäre  Determinante  in  eine 
temäre  um.  Diese  Invariante  ergibt  sich  durch  Uliminati^m  von 
A^,  Ag,  ft^,  |Mj  aus  den  Gleichungen 

ihr  Grad  ist  der  2{mn  +  2(m  —  l)  («  —  1)}*«. 

Wenn  eine  der  Zahlen  n  oder  m  z,  B,  m  gleich  1  tcird, 
so  ist 

und  die  gesucJite  Invariante  die  Resultante  von  P^  und  Pg. 

Der  dem  Connex  (1,1):  a^Wa  =  0  conjugirte   Connex  ist: 

(ahu)  (aßx)  =  0; 

der  dem  Connex  (2,  l):  ax^Ua  =^  0  conjugirte: 

(ahuy  {cduY  (ßyx)  (aöx)  =  0, 

und  der  dem  Connex  (2,2):   a^^Ua^  =  0  conjugirte  schliesslich: 

(ir+  3  Uy  —  27 (UW  —  U^  —  Y^y  =  0, 
worin 

Y  =  —  ^-^(ahu)  (heu)  (cau)  (aßx)  (ßyx)  (yax), 

W=  Kahuf  (cduf  (ayxy  (ßöxY  —  9  U^ 
ist. 
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Man  kann  sagen,  dass  sich  der  conjugirte  Connex  auf  eine 
gewisse  Art  zu  dem  gegebenen  Connex  verhält,  wie  die  Ge- 
sammtheit  der  Tangenten  an  eine  Curve  zu  den  Punkten  dieser 
Curve. 

Der  conjugirte  Connex  des  conjugirten  ist  meder  der  ur- 
sprüngliche. 

Die  Elemente  zweier  einander  conjugirter  Connexe  entsprecJien 
sieh  ein-eindeutig. 

Die  Ordnung  und  die  Classe  des  conjughien  Connexes  eines 
Connexes  (n,  m)  sind  im  Allgemeinen: 

n  =  m[ nm  -f-  2 (w  —  l)  (*»  —  l) } ^ 
ni  =  n  [mn  -\-  2 (w  —  1)  (w  —  1) ) . 

Von  Literatur  über  die  conjugirten  Connexe  citiren  wir 
ausser  der  Clebsch-Lindemann'schen  Geometrie  eine  Arbeit 
von  Kyparissos  Stephanos,  BuU.  des  sciences  math.,  (2), 
4,  1880. 

Die  Beziehung,  welche  zwischen  dem  gegebenen  Connex  und 
seinem  conjugirten  besteht,  ist  ein  specieller  Fall  einer  ein-ein- 
deutigen  Transformation  eines  Connexes.  Wenn  wir,  anstatt  die 
Coordinaten  y,  v  der  Punkte  und  Geraden  des  neuen  Connexes, 
^vie  am  Anfang  dieses  Paragraphen,  den  partiellen  Derivirten 
der  linken  Seite  der  Gleichung  des  gegebenen  Connexes  pro- 
portional zu  setzen,  diese  Coordinaten  y,  v  rationalen  ganzen 
Funktionen  der  x  und  der  u  proportional  und  derart  annehmen, 
dass  sich  auf  ähnliche  Art  mit  Hülfe  dieser  Beziehungen  auch 
die  X  imd  \i  rational  aus  den  y  und  v  ableiten  lassen,  so  er- 
gibt sich  eine  birationale  Transformation  des  Connexes, 

Bei  dem  Studium  dieser  Transformation  wurde  man  zu  der 
Untersuchung  einer  Zahl  geführt,  die  für  den  Connex  das  ist, 
was  das  GescJdecht  für  die  Curven  bedeutet,  d.  h.  einer  Zahl, 
die  von  den  Zahlen  abhängt,  welche  die  Ordnung  und  die  Classe 
des  Connexes  angeben,  und  deren  Werth  bei  einer  birationalen 
Transformation  dieses  Connexes  unverändert  bleibt. 

Dieselbe  Untersuchung  lässt  sich  auch  bei  Coincidenzen  an- 
stellen; dabei  ist  bemerkenswerth,  dass  die  Connexe  und  Coin- 
cidenzen, da  sie  keine  Mannigfaltigkeiten  nur  einer  Dimension 
darstellen,  noth wendigerweise  nicht  ein  einziges  Gesddecht,  son- 
dern meJirere  Geschlechter  besitzen.     Siehe  Kap.  9,  §  4. 
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Für  einen  aügememen  Cannex  {n,  m)  isi  die  Zahl 

(n  ~  1)  'h  —  2)     (tu  —  1     m  —  2^ 

^  2  '  2 

eines  der  Gesddechter, 

Für  eine  Coincidenz,  ieeldte  der  Schnitt  der  beiden  Connexe 
(w,  «),  (m',  m')  ist,  gibt  die  ZM 

(fi  +  H  —  1^  {ii  -[-  fi'  —  2)     {m-\-m'  —  1)  (m  +  m'  —  2) 


2 

2 

{n         l^  {n        2^     (m'        1^  {m        2> 
2                                    2 

w  —  1 ,    Fl  —  2i     (»  —  i;  .  m  —  %i 

8                                  o 

eines  der  Geschlechter  an, 

§^  3.  Die  HauptooinoMeiMr  eines  GoameixeB.  IntogzaleHrvesL 

eines  Connexes. 

Die  Coincidenz,  welche  ein  gegebener  Connex  mit  dem  iden- 
tischen Connex  u^  =  0  gemeinschaftlich  hat,  heisst,  wie  schon 
oben  gesagt  wurde, Hauptcoincidenz  des  gegebenen  Connexes  ( /i,  m^. 

Jedem  Punkt  sind  in  dieser  Figur  tu  durch  diesen  Pimkt 
gehende  Strahlen  zugeordnet,  welche  die  von  diesem  Punkt 
nach  der  entsprechenden  Curve  des  Connexes  gezogenen  Tan- 
genten sind,  und  jeder  Geraden  sind  n  auf  ihr  gel^ene  Punkte 
zugeordnet,  welche  die  Schnitte  der  Geraden  mit  der  Curve  sind^ 
die  in  dem  Connex  der  gegebenen  Geraden  entspricht. 

Je^iem  Connex  entspricht  eine  Hauptcoincidens;  umgekehrt 
aber  gibt  es  unendlich  viele  Connexe,  die  derselben  Hauptcoin- 
cidenz  entsprechen;  denn  alle  Connexe  von  dem  Typus 

worin  M  eine  Form  nüt  zwei  Reihen  von  Variabeleo  und  von 
den  Graden  n  —  1  in  den  x  und  m  —  1  in  den  u  beieklmet, 
haben  offenbar  dieselbe  Hauptcoincidenz. 

Das  Studium  der  Hauptcoincidenz  eines  Connexes  stdt  in 
besonderer  und  enger  Beziehung  zu  der  Untersuchung  der  o/- 
oebraisd^eu  Difiereatidgleicfaungen  l**'  Ordnung. 

Durch  einen  Punkt  x  der  Ebene  gehen  m  Gerade  der 
Hauptcoincidenz;  betraidaten  wir  nun  die  m  unendlich  kleinen 
Strecken  der  Geraden  in  der  Umgebung  des  Pm^tes  x  als  die 
uneDdlieh   kleinen   Bogen   von  m  durch   diesen   Punkt   geltenden 
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Gurven,  so  erhalten  "wir  ein.  System  von  Gurren  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  m  Gurven  des 
SyBtems  gehen. 

Die  Differentialgleichung  dieses  Gurven&jBtems  ist  leicht  zu 
enxutteln^  deim,  wenn  x  und  u  em  Punkt  bez.  emß  Gerade  sind, 
die  sich  in  der  Goinciiienz  entapredieii,  so  hat  man: 


n       in  i-N 

a  Ma  ^  0  , 

«,==0. 

Betrachtet    man    einen    Nachbarpunkt    x  -\-  dx    auf    der 
Geraden  w,  so  ist 


««  =  0; 


x^  x^ 

9 

Xj  x^ 

• 

X*    Xft 

dx^  dx^ 

• 

dx^  dx^ 

• 

dxj^  dx2 

daraus  folgt: 

1*1 :  Mg :  «3 


und    durch    Substitution    dieser   Werthe    in    die    Gleichung    des 
Connexes 

a^(axdxy'*  =  0; 

dieses  ist  eine  Differentialgleichuag  1.^  Onknung  und  m^^  Grads. 

Selhstverständlieh  kann  man  auch  auf  coirelative  Art  ver- 
fahren und  so  zu  einer  Differentiadgleicbung  1^'  Ordnung  und 
fif^  Grads  in  Liniencoovdinaten  kommen.  Bas  durch  diese  beiden 
Arten  von  Differentialgleichungen  darges^eUte  Gurvemsystem  ist 
jtdwh  immer  dasselbe;  solche  Carven  wmlen  die  Hauptcoinddenz- 
curven  oder  die^  LUegrcdcmven  des  Connexes  genannt. 

Man  kann  so  mit  Hülfe  eines  Govmexes  jede  Differential- 
gleichung i*®'  Ordnung  mit  algebraischen  Coeffidenten  erhaiten. 

Ein  einfaches  Beispiel  fÖr  die  Art,,  auf  welche  die  Integral- 
curven  eines  Connexee  bestinmit  werden,  ist  das  folgende: 

Bs  liege  der  Connex  (l,  1)  vor,  der  sich  im  Allgemeinen 
auf  die  cammisehe  Fon^ 

reduciren  lässt.     Die  entsprechende  Differentialgleichung  lautet: 

•*1  '*'<i  «^S 

deren  Integral 

j^h^  —  *,  j.^*3  —  *i  ajg*!  —  *a  =  Gonst. 

ist. 
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Die  durch  diese  Gleichung  dargestellten  Curven  sind  die 
Integralcurven. 

Die  Theorie  der  Differentialgleichungen  1**'  Ordnung  steht 
auf  diese  Art  in  enger  Beziehung  zu  der  Theorie  der  Connexe; 
dies  ist  auch  der  Grund,  weshalb  die  genialen  Untersuchungen 
Lie's  über  die  Transformationsgruppen  (vergl.  Bepert.  1,  Kap.  9) 
und  speciell  über  die  Berührungstransformationen  (ib.,  §  2)  ihre 
geometrische  Anwendung,  die  von  so  grosser  Bedeutung  ist,  in 
der  Lehre  von  den  ebenen  Connexen  finden. 


Der  Ort  der  Punkte  der  Ebene ^  welche  so  beschaffen  sind, 
dass  von  den  ihnen  in  der  Hauptcoifiddenz  entsprechenden  StraJden 
ztvei  zusammenfallen,  ist  eine  Curve  F  =  0,  die  zugleich  der 
Ort  der  Cu^pidcdpunhie  der  Integralcurven  des  Connexes  ist.  — 
Offenbar  sind  die  Punkte  von  F  =  0  auch  diejenigen  Punkte  der 
Ebene,  denen  in  dem  Connex  Curven  entsprechen,  die  durch  diese 
Punkte  geilen, 

Correlativ: 

Die  Enveloppe  der  Geraden  der  Ebene,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  von  den  ihnen  in  der  JJauptcaincidenz  entsprechenden 
Punkten  ztvei  zusammenfallen,  ist  eine  Curve  F'=0,  die  zu- 
gleich die  Enveloppe  der  Inflexionstangenten  der  Integralcurven 
des  Connexe^  ist,  —  Offenbar  sind  die  Tangenten  von  F'  =  0 
auch  diejenigen  Geraden  der  Ebene,  denen  in  dem  Connex  sie 
berührende  Curven  entsprechen. 

Die  Cuspidaltangenten  der  Integralcurven  hüllen  eine  Curve 
ein,  die  wir  <p  =  0  nennen  wollen,  und  die  Inflexionspunkte  der 
Integralcurven  bilden  eine  andere  Curve,  die  wir  mit  <D'  =  0 
bezeichnen. 

Die  Ordnufig  von  F  =  0  ist  die  (m  —  l)  (2n  -}-  w)*®  u^d 
die  Classe  von  F'  =  0  die  (n  —  l)  (2  m  +  m)*®. 

Die  Classe  von  <l>  =  0  ist  die  (n^  +  2w»n  —  w  -f"  *")** 
und  die  Ordnung  von  <P'  =  0  die  (w^  -\-  2mn  —  m  -|-  w)*®. 

Die  Anzahl  der  Doppelpunkte  von  F  =  0  beträgt 

^(tn  —  2)  (w  —  3){(2w  +  my  +  Sm) 
und  die  Anzahl  der  Cuspidälpunkte: 

3(w  —  2)  (-/?.*  -^mn  -^  m). 

Vertauscht  man  in  diesen  Ausdrucken  n  mit  m,  so  ergibt 
sich  die  Anzahl  der  Doppeltangenten  bez,  der  Inflexionstangenten 
von  F'  =  0. 
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§  4.   Der  Oonnex  (1,  1). 

Geometrisch  stellt  der  Connex  (1^  l)  nichts  Anderes,  als 
eine  ebene  CoUineation  (siehe  oben  Kap.  1,  §  3)  dar;  bei  ihm 
entspricht  jedem  Punkt  x  ein  Punkt  y,  welcher  das  Centrum 
des  Büschels  der  Geraden  ist,  die  dem  Punkt  x  zugeordnet  sind. 
Wenn 

0  =  a^u^  =  ^a^jU^Xj  =  f,  (a.j  4=  a^,.) 

die  Gleichung  des  Connexes    ist,    so    sind    die   Coordinaten   des 
dem  Punkt  (x)  entsprechenden  Punkts  Cy) 

und  die  Coordinaten  der  Geraden  (r),  welche  (m)  entspricht: 

^i  =  «i.«*i  +  öj.Wg  +  a8.«3- 
Das  volle  System  der  invarianten  Bildungen  der  Form 

hat  Clebsch  gefunden.     Es  besteht  aus  7  Formen.    Math.  Ann., 
1  vergl.  auch  Bepcrt,  Bd.  1,  p.  345. 

Dieses  Svstera  enthalt  die  drei  Invarianten: 

Mittelst  dieser  Invarianten  lässt  sich  die  Discriminante  der 
Form,  nämlich 

I    «11    «12    «18    I 


durch  die  Formel 


ÖTj!   aj2   «28 

«81    «82    «88 


/i  =  — — — '      -  -—  ausdrücken. 

6 

Die  gegebene  Form  a^«^  lässt  sidi  im  ÄUgemeinen  auf  die 
canonische  Form 

Jc^u^Xj^  +  h^^i  +  ^s^s^s 
zurückführen. 

Für  diese  canoniscJie  Form  sind  die  drei  Invatnanten  i,  i\,  i^: 

t   ==  ATi    -|-  A*2   -f-  Äj, 
h  =^"^11    ^$     i  ^8  » 

'2  ^^  ^'1        I     ^2        1     "^8  • 
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Zur  Bestimmung  der  Je  (der  Coefficienten  der  cafionischen 
Form)  dient  mithin  die  Gleidrung 

]fi-i1^  +  i(t«  ~  i^)k  ~  l(f  -  3ii,  +  21,)  -  0, 
die  mii 

äquivalent  ist. 

Eine  Ziciscfienfarm  der  Form  /"  ist 

welche,  gleich  Null  gesetzt,  die  Collineation  darstellt,  die  sich 
aus  der  zweimaligen  Anwendung  der  Collineation  f=0  ergibt. 

Der  cofijugirte  Connex  des  Connexes  f  =  0  ist 

g  =  (attt)  (ccßx)  =  0, 

der  sich  durcfi  u^,  f  und  f^  auf  die  fcigefide  Art  amdrüdcen  lässt: 

Der  Connex  ^  *=  0  steUt  die  Trofisfi^rmaüon  dar,  welche  zu 
der  durch  /*  =  0  gegebenen  Transformation  invers  ist, 

Construirt  man  die  Zwischenformen 

'*        ^cx.     cUf         ^cu.     dx.    ' 
und  die 

^*        ^  ao;.     au.     ~  ^cu.     ex.    '  ^^0  —  ^;> 

so  ergibt  sich: 

Alle  fj^  lassen  sich  linear  durdi  u^,  f,  f^  ausdrücken.  Die 
ff^  =  0  stellen  die  Collineationen  dar,  welche  eine  Qi  -f*  l)-wwi%c 
Anwendung  der  Collineation  /*=  0  liefert. 

Die  ^^  =  0  repräsentiren  die  CoUineationen,  weldie  zu  den 
^urch  die  f^  =  0  dargestellte»  Colli neaiionen  invers  sind. 
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€Hht  man  f  die  oben  at^e^ebene  can<Hmcke  Form,  do  lassen 
sich  ff^f  g»  Pj^  durch  die  Formeln  ausdrücken: 

i'^A  ^  (*>*«)* +*«ia;i  +  (*j*i)*^^Sx,  +  (*^ft,)*+i«,.K,. 

Näheres  über  den  Connex  (l,  l)  findet  man  bei  Cleb«ch, 
Math.  Ann,,  1  und  in  der  Clebsoh-Lin'demunn'^cfaen  Geo- 
metrie. Andere  hierher  gehörige  Arbeiten  sind  von  Batt&glini, 
Giorn,  di  mat,,  21,  22;  ÄUi  Äcc.  Napöli,  1880;  Memorie  Äcc. 
Lincei,  (3),  9,  1880;  L^azzeri,  Atti  Ist  Veneto,  (6),  3,  1885. 

§  5.  I>er  Oöntiex  (1,  2). 

Dieser  Connex  wurde  zuerst  von  Godt,  Bissert,  Göttingen 
1873  untersucht  und  die  Resultate,  zu  d^icn  er  gekommen,  von 
Clebsch  auf  den  Connex  (l,m)  ausgedehnt. 

•  J^ei  dem  Connex  (l,  5)  ist  die  Curve  F  =  0  (siehe  oben  §  3) 
eine  aUgemeine  Curve  4^^  Ordnung  ohne  singulare  Funkte. 

Offenbar  können  in  diesem  Fall  die  Curven  J^'=0,  4>'==0 
nicht  existiren,  da  jede  Gerade  der  Ebene,  weil  n  ^s=^  1  ist,  mit 
nur  einem  ihrer  Punkte  ein  Element  der  Hauptcoinoidenz  bildet, 
und  es  daher  nicht  vorkommen  kann,  dass  zwei  solche  Punkte 
zusammenfallen. 

Die  Curve  F  =  0  hat  die  Gleichung: 

u«d  die  Ourve  <(!>  3«=  0: 

(:ahu)c„u„u/u^^  =  0. 

Die  Curve  tf>  ist  also  von  der  6**''  Klasse. 

Ueber  den  dem  Comnex  (l,-^)  coBJttgTrten  Connex  siehe 
oben  §  2. 

In  jedem  Connex  (l,  2):  a^^uj  =^  0  büden  die  \Pwnkte,  deren 
etttspreehende  KegelsöhnOte  in  zwei  Punkte  zerfaUen,  die  Curve 
5**'  Ordnung 

^.Kc.iccßyY  =  0, 

und  die  Geraden,  welche  die  beiden  Punkte,  in  die  jeder  dieser 
Kegelschnitte  zerfällt,  miteinander  verbinden,  sind  die  Tangenten 
der  Curve  5**'  Classe 

{abc){aßy)u^üpu^=^0, 
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ivährend  die  nämlicfien  Punktepaare  sich  iJirerselts  auf  der  Curve 

''"'^^  {ahc)  (aßx)  {ßyx)  (jax)  =  0 

befinden. 

In  jedem  Connex  (l,  2)  gibt  es  7  Gerade,  die,  mit  einem 

beliebigen  ihrer  Funkte  zusammengenommen,  Elemente  der  Haupt- 

coinddenz   bilden.     Diese    Geraden    heissen    Grundstrahlen,     Sie 

machen    einen  Theil   des  Systems   der   Integralcurven   aus,  sind 

ein  Theil  der  Doppeltang entofi  der  Curie  F  =  0  und  die  einzigen 

Doppeltangenten  von  <2>  =  0. 

Die  Gleichung  ' 

u^  =  {auv)uj  =  0 

stellt,  wenn  in  ihr  die  v  als  Parameter  angesehen  werden,  das 
Tangentialnetz  (vergl.  Kap.  5)  der  Curven  3*®'  Klasse  dar,  welche 
die  7  Grundstrahlen  berühren. 

Wenn  die  Gerade  v  eine  der  übrigen  21  Doppeltangenten 
von  F  =  0  (siehe  Kap.  8)  ist,  so  zerfällt  die  Curve  u^  =  0  in 
einen  Punkt,  nämlich  einen  der  21  Schn^ittpunkte  von  zweien  der 
7  Grundstrahlen,  und  in  einen  Kegelschnitt,  welcher  der  Be- 
riihrungskegelschnitt  an  die  anderen  5  Sfreüden  ist. 

Wichtig  ist  das  folgende  Theorem: 

Die  Hauptcaincidenz  eines  Connexes  (l ,  2)  la'sst  sich  stets 
als  Hauptcoincidenz  eines  Connexes  von  der  speciellen  Form 

darstellen;  dabei  ist  diese  Gleichung  auf  drei  der  7  G rundstreüilen 
bezogen  und  sind  diese  3  StraJden  zu  Seiten  des  Basisdreiecks 
der  Coordinaten  genommen. 

Die  Geraden  0^.=  0,  6^.=  0,  c^=  0  sind  die  drei  DoppeL- 
tangenten  von  F  =  0,  welche  auf  die  in  einem  früheren  Theorem 
angegebene  Art  den  drei  Eckpunkten  des  Basisdreiecks  entsprechen 
(das  zu  Seiten  drei  andere  Doppeltangenten  hat). 

Aus  dem  Gesagten  geht  klar  hervor,  dass  die  Theorie  der 
Connexe  (1 ,  2)  in  enger  Beziehung  zu  der  Lehre  von  den  ebenen 
Curven  4*®'  Ordnung  steht.     Vergl.  Kap.  8. 

lieber  den  Connex  (1,  2)  siehe  auch  Peano,  Atti  Ace, 
Torino,  16,  1881. 

§  6.   Die  Connexe  (l,m)  und  Literaturangaben  über  den 

Connex  (2,2). 

Die  vorstehenden  Resultate,  zu  denen,  wie  wir  schon  oben 
sagten,  Godt,  kam,  wurden  von  C  leb  seh  verallgemeinert  und 
auf  den  Connex  (l ,  m)  ausgedehnt. 
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Indem  wir  auf  die  Darstellung  in  den  Vorlesungen  über 
Geometrie  von  Clebsch-Lindemann  verweisen,  wo  man  Näheres 
findet,  wollen  wir  hier  nur  einiges  Wenige  mittheilen. 

In  dem  Connex  (1,  m)  gibt  es  tn^  -\-  m  -\-  1  GrundstrMeti, 
die,  wie  in  §  5,  definirt  werden. 

Die  Ordnung  van  F  =^  0  ist  die  (m  —  l)  (m  +  2)*®;  die 
Änzafil  der  Doppelpunkte: 

i(m  —  2)  (tn  —  3)  [{m  +  2)^  +  3w]; 

die  ÄnzM  der  Cuspidalpunkte: 

3(w  —  2)(2w+  1); 
das  GeschlecJä: 

p  =  ^m(7m—n); 

die  Classe  ist  die  (3  t«*)**; 

die  ÄnzM  der  Inflexionspunkte  betraf jt: 

12m(m  —  1), 

der  Doppeltangenten:  ^(9m*  —  AOm^  +  ^^'**  "h  2). 

Die  m^  -^  m  -}-  1  Grundstrahlen  sind  die  einzigen  Doppel- 
tangenten der  Curve  (D  =  0  und  sind  auch  ein  Teil  der  Doppel- 
tangenten von  F  =  0. 

Man  kann  dann  auch  hier  gewisse  Curven  u^  =  0  von  der 
(m  -f-  1)*®"  Classe '  betrachten ,  die  denen  in  §  5  analog  sind, 
imd  kann  die  in  demselben  Paragraphen  angegebene  Beziehung 
zwischen  speciellen  Curven  «^  =  0  und  den  anderen 

|w(w  —  1)  (3m2  -f  3w  —  11) 

Doppeltangenten  von  F  =  0  weiter  ausdehnen.  Wir  halten  es 
jedoch  nicht  ftir  angemessen,  länger  bei  diesen  Einzelheiten  zu 
verweilen. 

Die  Theorie  der  temären  Connexe  begründete,  wie  man 
wohl  sagen  kann,  C  leb  seh  mit  der  Untersuchung  des  Connexes 
(l,  1),  MatJi,  Ann.,  1  und  besonders  mit  der  in  den  Math.  Ann., 
6  enthaltenen  Arbeit  und  der  eingehenden  Darstellung  in  seinen 
1871,  1872  gehaltenen  Vorlesungen  ilbcr  Geometrie,  die  von 
Lindemann  bearbeitet  und  zuerst  im  Jahr  1876  herausgegeben 
wurden. 

Den  Connex  (2,  2)  behandelte  zuerst  C  leb  seh,  der  den  zu  ihm 
conjugirten  Connex  (siehe  oben  §  2)  berechnete;  auf  ihn  folgten 
Armenante,  Atti  Lincei,  (2),  3,  1876  und  Peano,  Atti  Acc. 
Torino,  16,  1881.     Mit  speciellen  Connexen  (2,  2)  beschäftigten 
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sich  Battaglini,  Giorn,  di  mat,  19,  1881;  Ätti  Ave, -Napoli, 
1679;  Amod«o,  Qi^m,  di  mat,  25,  1-885  vM  Pannelli,  ib., 
26,  1888. 

Erweitenmgen  der  Tbeorie  der  Oonnese  auf  den  Raum 
findet  man  bei  Battaglini,  Mtm,  Äcd,  Lincei,  (3),  12,  1881; 
Giorn.  di  Mat,,  22,  1884,  Aer  die  bilinearen  qtMtertiären  Farmen 
untersuchte;  Lazzeri,  Mem,  Lincei,  (4),  4,  1887,  der  den 
Connex  (l,  l)  im  Baum  betrachtete;  Krause,  Math,  Ann,,  14, 
der  den  Connex  (l,  2)  im  Raum  behandelte  und  D.  Sintsof, 
Theorie  des  connexes  dans  Vespace,  BuU.  des  sciences  »äoü^.,  1896. 
Der  letztere  Artikel  ist  ein  Bericht  über  ein  russisches  Werk 
des  Verfassers. 


Kapitel  VII. 
Die  ebenen  Curven  dritter  Ordnnng. 

§  1.   Allgemeines  über  die  Ourven  dritter  Ordnung. 
Wendepunkte.     Tangentialpunkte. 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve  3^'  Ordnung  enthält 
homogen  zehn  Coeffidenten;  »ind  daher  in  der  Ebene  neun  Punkte 
willkürlich  gegeben,  so  geht  im  Allgemeinen  eine  einzige  Curve 
dritter  Ordnung  durch  sie. 

Die  neun  Punkte  können  jedoch  derart  von  einander  ab- 
hängig sein,  dass  unendlich  viele  Curven  3**'  Ordnung  durch 
sie  gehen. 

Alle  durch  acht  Punkte  der  Ebene  gehenden  Curven  3^^  Ord- 
mmg  gehen  audi  durch  einen  neunten  von  den  ersten  bestimmten 
Punkt. 

Die  Curve  5*®'  Ordnung  ist  im  Allgemeinen  von  der  6^'^ 
Glosse  und  dem  Geschlecht  Eins;  sie  hat  neun  Wende-  odet 
Inflexionspunkte. 

Hat  sie  einen  Doppelpunkt,  so  ist  ihr  Geschlecht  Null;  sie 
ist  dann  von  der  4**^  Classe  und  hai  nur  drei  in  einer  Geraden 
liegende  Wendepunkte.  Die  Gleichung  einer  solchen  Curve  hängt 
von  acht  Constanten  ab. 

Wenn  die  Curve  eine  Spitze  hat,  so  ist  Uir  Gesddecht  wieder 
Null,  ihre  Classe  die  3^  und  die  Anzahl  der  Wendepunkte  1. 
Die  Gleichung  einer  sokhen  Curve  hängt  von  sieben  Constanten  ab. 

Die  Gerade,  welche  zwei  Wendepunkte  verbindet,  gefit  immer 
durch  einen  dritten   Wendepunkt. 

Die  neun  Wendepunkte  liegen  zu  je  dreien  auf  zwölf  Geraden 
und  durch  jeden  Wendepunkt  gehen  vier  dieser  Geraden. 

Die  neun  Wendepunkte  können  nicht  sämmÜich  redl  sein, 
höcfistens  drei  von  ihnen  sind  reell. 

Die  vier  durch  einen  Wendepunkt  gehenden  Geraden  bilden 
jedesmal  eine  äquianJiarmonisdte  Gruppe. 

Pascal,  Repertorlum.  II.  12 
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Die  12  Geraden  ordnen  sidi  in  vier  Gruppen  zu  je  drei, 
so  dass  jede  aus  drei  Linien  bestellende  Gruppe  sämmtlicJie 
9  Wendepunkte  enüiält;  jedes  der  Dreiecke,  welches  die  drei 
Geraden  eines  Tripels  zu  Seiten  hat,  heisst  IVend^unktsdreieck, 

Durch  die  neun  Wendepunkte  einer  Curve  5*®'  Ordnung 
gehen  unendlidi  viele  solche  Curven,  welcJie  sämmtlich  dieselben 
Wendepunkte  haben.  Das  Büschel  aller  dieser  Curven  heisst 
syzygetisches  Büschel. 

Bezeichnet  man  mit  f  =  0  die  Gleichung  der  gegebenen 
Curve  und  mit  Ä"  =  0  die  der  Hesse'schen  Curve  (vergl.  Kap.  5), 
so  lautet  die  Gleicliung  des  syzygetischen  Büschels 

Unter  den  Curven  dieses  Büschels  sind  daher  auch  die  vier 
Wendepunktsdreiecke  enthalten. 

Der  Folarkegelschnitt  eines  Wendepunkts  zerfällt  in  zwei 
Gerade,  von  denen  die  eine  die  Wendetangente  und  die  andere 
eine  Gerade  ist,  welüie  die  harmoni-sdie  Polare  (Gerade)  des 
Wendepunkts  heisst. 

Die  harmonische  Folare  des  Wendepunlis  hai  die  Eigen" 
scfiaft,  dass  jede  durch  diesen  PuM  gezogene  Gerade  sie  in  einem 
Punkt  schneidet,  welciter  in  Bezug  auf  die  beiden  anderen  Punkte, 
in  denen  die  Gerade  die  Curve  3^^  Ordnung  trifft,  hannonisdi 
conjugirt  zu  dem  Wendepunkt  ist  Daher  der  Name  harmonische 
Polare  (bez.  Gerade). 

Daraus  folgt  auch: 

Die  harmonische  Polare  ein^  Wendepunkts  schneidet  die 
Curve  5**'  Ordnung  in  den  drei  Berührungspunktefi  der  van  dem 
Wendepunkt  an  die  Curve  gezogenen  Tangenten, 

Alle  Curven  des  sgzygetisdien  Büschels  haben  aueh  dieselben 
harmoniscfien  Polaren. 

Die  Tangenten  in  zwei  Wendepunkten  treffen  sidi  auf  der 
harmonischen  Polaren  des  Wendepunkts,  welcher  mit  den  ersteren 
in  einer  Geraden  liegt. 

Die  harmoniscJien  Polaren  dreier  in  einer  Geraden  liegenden 
Wendepunkte  scJmeiden  sidi  in  demselben  Punkt, 

Jedem  Punkt  einer  Curve  3**'  Ordnung  entspricht  ein  anderer, 
welcher  der  Schnitt  der  Tangente  in  dem  ersteren  Punkt  mit 
der  Curve  ist. 

Dieser  Punkt  heisst  Tangentieilpunkt  oder  Begleiter  (Satellit) 
des  gegebenen. 
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Die  drei  Tangentialptmkte  dreier  in  einer  Geraden  liegenden 
Funkte  gehören  ebenfalls  einer  Geraden  an,  der  Begleiterin  (Satel- 
lite)  der  ersteren. 

Es  gibt  eine  Gerade  der  Ebene  (die  Begleiterin  der  unend- 
lich fernen  Geraden),  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  der  Ab- 
stand eines  PunJds  der  Curve  von  üir  in  constantem  Verhältniss 
zu  dem  JProduct  der  Abstände  desselben  Punkts  von  den  drei 
Asymptoten  (den  Tangenten  in  den  drei  unendlich  fernen  Pulten 
der  Curve)  steht 

Die  vier  Berührungspunkte  der  vier  Tangenten,  weldie  sich 
von  einem  Punkt  P  der  Curve  an  die  Curve  ziehen  lassen,  sind 
die  Ecken  eines  Vierecks,  dessen  drei  Gegenseiten-Schnittpunkte  oder 
Diagonalpunkte  (-Ecken)  ebenfalls  auf  der  Curve  liegen;  und  die 
Tangenten  an  die  Curve  in  diesen  drei  Punkten  treffen  sich  ebenso 
wie  die  Tangente  in  P  in  einem  und  demselben  Punkt  der  Curve, 

Das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Tangenten, 
welche  sich  von  einem  Punkt  der  Curve  an  die  Curve  ziehen 
lassen,  bleibt  bei  dem  Variiren  des  Punktes  constant.  Dieser  Satz 
ist  sehr  wichtig. 

Durch  einen  Punkt  A  einer  Curve  5*®'  Ordnung  ziehen  ivir 
eine  Gerade,  welche  die  Curve  in  zwei  anderen  Punkten  P,  Q 
scfmeidet  und  büden  dann  das  vollständige  Viereck,  dessen  Ecken 
die  vier  Punkte  sind,  zu  denen  A  der  TangentiälpunJct  (Begleiter) 
ist;  zwei  Gegenseiten  dieses  Vierecks  schneiden  dann  die  gegebene 
Gerade  in  zwei  in  Bezug  auf  P  und  Q  einander  harmonisch  con- 
jugirten  Punkten.     Maclaurin'scfier  Satz. 

Wenn  die  Ta/ngentialpunkte  dreier  Punkte  A,B,  C  in  einer 
Geraden  liegen,  so  geliören  audi  die  Punkte  A',  B\  C,  in  denen 
BC,  CA,  AB  von  neuem  die  Curve  schneiden,  einer  Geraden  an. 

Es  gibt  unendlich  viele  Polygone  von  2n  Seiten  und  2n 
Ecken,  deren  Ecken  auf  einer  allgemeinen  Curve  3^^  Ordnung 
liegen  und  von  denen  die  geradeti  Seiten  sich  in  einem  Punkt  A 
der  Curve  treffen,  und  die  ungeraden  durch  einen  zweiten  Punkt  B 
der  Curve  gehen.  Die  Steiner'schen  Polygone,  CreUe,  32.  Die 
beiden  zusammengehörigen  Punkte  A  und  B  heissen  ein  zur 
Zahl  n  gehöriges  Steiner'sches  Punktepa4ir  (assodati). 

Diese  Polygone  werden  am  besten  mit  Hülfe  der  elliptischen 
Functionen  studiert. 

Die  Hesse*scJie  und  Steiner'sciie  Curve  einer  cuVtschen  Curve 
sind  identisch  und  von  der  3*^  Ordnung. 

Die  Cayley'sche  Curve  einer  cubischen  Curve  ist  5*®'  Clause 
und  6^^  Ordnung;  sie  ist  die  Envehppe  aller  derjenigen  Polar- 

12^ 
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JcegelschniMe  der  Punkte  der  Ebene,   welche  in  zwei  Gerade  zer- 
falleti. 

Jede  heliehige  Curve  3^^  Ordnung  lässt  sich  als  die  Hesse'- 
sehe  dreier  anderer  Curven  3^^  Ordnung  ansehen  und  jede  Curve 
3^^  Classe  als  die  Cayley'sche  einer  Curve  5**'  Ordnung. 

Man  habe  zwei  Gerade  u,  u'  und  betrachte  das  Büschel 
von  Polarkegelschnitten  der  Punkte  von  u  bez.  der  Curve  3***" 
Ordnung.  Der  Pol  von  u  bez.  eines  jeden  dieser  Kegelschnitte 
des  Büschels  beschreibt  einen  Kegelschnitt,  welcher  gemisdtte 
(misia)  Poloconica  (Polkegelschnitt)  der  zwei  Geraden  genannt  wird 
(Cremona).  Wenn  die  beiden  Geraden  zusammenfallen,  so  gilt 
der  Satz: 

Die  Curve,  welche  von  den  Polargeraden  aller  Punkte  einer 
Geraden  bez,  einer  Curve  5*®'  Ordnung  eingeliiillt  wird,  ist  ein 
Kegelschnitt  und  heisst  die  gemeine  (pura)  Poloconica  der  Geraden, 

Die  Hesse'sche  Curve  wird  von  jeder  gemeinen  Poloconica 
einer  Geraden  in  drei  Pufikten  berührt. 

Legt  man  durch  die  drei  Punkte,  in  deuten  die  Curve  von 
Hesse  von  einer  gemeinen  Poloconica  berührt  'wird,  einen  be- 
liebigen zweiten  Kegelschnitt,  so  schneidet  dieser  die  Curve  von 
Hesse  in  drei  weiteren  Punkten,  in  denen  dieselbe  von  einer 
zweiten  gemeinen  Poloconica  berührt  wird. 

Wenn  man  von  einem  Punkt  der  Ebene  die  sechs  Tangenten 
an  eine  Curve  5*®'  Ordnmig  zieJit,  so  liegen  die  Tangentialpunkte 
der  sedis  Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt,  welcher  die 
konische  Begleiierin  (SatelUte)  des  Punktes  a  oder  des  Polarkegel- 
schnitts von  a  (auf  welchem  sicJi  die  sechs  Berührungspunkte  der 
sechs  Tangenten  befinden)  genannt  wird  (Cremona). 

Der  Polurkegelschnitt  eines  Punktes  und  die  konische  Be- 
gleiterin dieses  Punktes  berühren  sich  in  den  beiden  Punkten,  in 
ueldien  sie  von  der  Polargeraden  des  Punktes  geschnitten  werden. 

Wenn  ein  Kegelschnitt  mit  einer  Curve  5*®'  Ordnung  zwei 
Berührungspunkte  2^^  Ordnung  hat  (zwei  Punkte,  von  deneti  jeder 
als  die  Vereinigung  von  drei  unenMich  nahen  Punkten  zu  be- 
trachten ist),  so  geht  die  Gerade,  welche  diese  beiden  Punkte  ver- 
bindet, durch  einen  Wendepunkt.  Es  gibt  neun  Systeme  solcher 
Kegelschnitte. 

Durch  jeden  Berührungspunkt  einer  von  einem  Wendepunkt 
an  die  Curve  gezogenen  Tangente  geht  ein  Kegelschnitt,  welclier 
mit  der  Curve  in  diesem  Punkt  eine  sechspunktige  Berührung 
(eine  Berührung  6**^  Ordnung)  hat 
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Auf  der  Curve  5**'  Ordnung  (fM  es  27  Punkte,  in  denen 
Kegelschnitte  die  Curve  6-punktig  berühren.  Diese  Punkte  etit- 
spr ecken  auch  den  27  Schnittpunkteti  der  Curve  mit  den  9  har- 
moni^dken  Polaren  der  9  Wendepunkte  der  Curve  3^^  Ordnung. 

Fs  gibt  drei  versdiiedene  und  je  aus  einer  zweifach  unend- 
lichen Anzahl  von  Kegelsdmitten  bestehende  Systeme,  welche  eine 
Curve  5**'  Ordnung  in  drei  Punkten  berühren. 

Die  Tangeniiälpunkte  der  drei  Punkte,  in  tvelchen  einer 
dieser  Kegelschnitte  die  Curve  5**'  Ordnung  berührt,  liegen  in 
einer  Geraden. 

Die  cubischen  Plancurven  wurden  studirt  von:  Newton, 
Enumeratio  linearum  tertii  ordinis,  1704  und  Maclau rin,  De 
linearum  geometricarum  proprietatibus  generalibus  Tractatus,  ins 
Französische  übertragen  von  de  Jonquieres:  Mclanges  de  gro- 
me'trie  pure,  Paris,  1856,  p.  197.  Neuer  sind  Plücker,  Sgstetn 
der  analytischen  Geometrie,  1835;  Steiner,  Werke,  2;  Hesse, 
Crelle,  28,  36,  38;  Salmon,  CreUe,  42  und  die  Arbeiten  von 
Cayley,  Phil.  Trans.,  147;  Chasles,  Gcom.  sup&ieure,  Paris 
1852;  Moebius,  Abh.  der  S.  Ges.,  1848,  1849;  Werke,  Bd.  2; 
Cremona,  Introd.  etc.,  Bologna  1862,  deutsch  1865;  Durege, 
Die  ebenen  Curven  3^^  Ordnung,  Leipzig,  1871  und  vielen  Anderen. 

Die  Curven  3**'  Classe  haben  Cayley,  Journ.  de  Liouville, 
9,  1844  =  CoU.  Idat}}.  Pap.,  1,  p.  183;  Land.  Phil  Trans.,  147, 
1857  =  Coli.  Math.  Pap.,  2,  p.  381;  Hesse,  1.  c;  Bellavitis, 
Atti  Istituto  Veneto,  1852  etc.  untersucht. 

Die  bedeutendsten  Werke,  in  denen  man  die  Eigenschaften 
der  Curven  3**'  Ordnung  zusammengestellt  findet,  sind  von  Cre- 
mona, 1.  c;  Salmon,  Analytische  Geometrie  derliöheren  ebenen 
Curven,  Leipzig,  1882;  Durege,  1.  c;  Schroeter,  Die  Theorie 
der  ebenen  Curven  3^'  Ordnung,  Leipzig,  1888  und  die  oft 
citirte  Clebsch-Lindemann'sche  Geometrie. 

Die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  wurde  zuerst  in 
einem  Aufsatz  von  C  leb  seh,  Crelle,  63  auf  das  Studium  der 
ebenen  Curven  3*®'  Ordnung  angewendet.  Man  sehe  darüber 
auch  die  Geom.  von  Clebsch-Lindemann  nach  und  Kap.  11 
Bd.  2  des  Halphen'schen  Werkes  Fondions  elliptiques,  Paris 
1886  —  1891. 

In  Betreff  der  Eigenschaften  der  verschiedenen  Curven  3**" 
Ordnung  vom  Geschlecht  Null  {tmicursalcn ,  rationalen)  citii-en 
wir    das    neuere    Buch    von    Binder,    Uieorie   der    nnictirsalen 
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Plancurven  4*®'  bis  3^'  Ordnwng  in  synOietischer  Behcmdlttng, 
Leipzig,  1896  und  die  Arbeiten  von  Pittarelli,  Bend.  Äcc, 
Napoliy  1885;  Mem,  Äcc.  Lincd,  (4),  3,  1886. 

§  2.  Projeotive  Erzeugungsweisen  der  Curven  3^'  Ordnung, 

Sind  in  der  Ebene  drei  Punktepaare  Ä,  Ä^;  B,  B^;  C,  C^ 
gegeben,  welche  nicht  die  Gegenecken  eines  vollständigen  Vierecks 
sind,  so  ist  der  Ort  eines  Punktes  P,  weldfer  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, da^s  die  drei  Strahlenpaare  PA,  PA^;  PB,  PB^;  PC,  PG^ 
einer  Involution  angeh^en,  eine  allgemeine  Curve  5**"  Ordnung, 
welche  durch  die  sedts  gegebenen  Putzte  geht. 

Diesem  Ort  gehören  die  Schnittpunkte  von  AB  mit  A^^B^^ 
von  AB^  mit  A^B  etc.  an,  welche  wir  D  bez.  D^  nennen  wollen, 
femer  die  Punkte 

E  =  (AC,  A^C^),  E^  =  (ACj^,  A^C)  etc. 

Punkte,   wie  A,  A^;  B,B^;  D,  D^  etc.   heissen    canjugirt. 

Für  zwei  conjugirte  Punkte  ist  die  Eigenschaft  charakte- 
ristisch, dass  die  Tangenten  in  zwei  conjugirten  Punkten  sich  auf 
der  Curve  selbst  in  einem  Punkt  schneiden,  welcJicr  seinerseits  mit 
dem  Punkt  canjugirt  ist,  in  dem  die  Gerade,  welche  die  beiden 
ursprünglidien  conjugirten  Punkte  verbindet,  die  Curve  zum  dritten 
Mal  trifft. 

Andere  projective  Erzeugungsweisen  der  cubischen  Curven 
sind  die  folgenden: 

Man  betrachte  ein  Kegelschnittbüschel  imd  ein  Geraden- 
büschel, die  zueinander  projectiv  sind  (die  Parameter  eines 
Kegelschnitts  und  einer  Geraden  der  beiden  Büschel  seien  durch 
eine  bilineare  Relation  verbunden);  alsdann  ist  der  Ort  der 
Schnittpunkte  eines  StraJds  mit  dem  entsprechenden  KegelscJtnitt 
eine  Curve  5*®'  Ordnung,  welche  durch  das  Cetitrum  des  Geraden- 
büschels  tlnd  durcfi  die  vier  Basispunkte  des  Kegelschnittbüschels 
geht  (Chasles). 

Wenn  man  auf  einer  Curve  5*®'  Ordnung  vier  Punkte  als 
Basispunkte  eines  Kegelschnittbüschds  annimmt,  so  schneidet  jeder 
Kegelschnitt  dieses  Büschels  die  Curve  in  zwei  veränderlichen  Pmikteti, 
deren  Verbindungsgerade  durcJi  einen  festen  Punkt  der  Curve 
geht  (den  Gegenpunkt  der  vier  gegebenen  Punkte). 

Man  betrachte  die  Schar  der  Kegelschnitte,  welche  vier 
gegebene  Gerade  beriüiren;  von  zwei  gegebenen  Punkten  ziehe 
man    die    beiden    Paare    von   Tangenten    an  jeden   Kegelschnitt 
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der  Sdiar;  der  Ort  der  Schniäpunkie  dieser  Tangenten  ist  dcmn 
eine  allgemeine  Curve  5**'  Ordnung, 

Eine  andere  Erzeugungs weise  ist  die  sogenannte  Grass* 
mann'sche. 

Ein  Punkt  F  beschreibt  eine  Curve  5**'  Ordnung,  wenn  die 
Geraden,  welche  ihn  mit  drei  festen  Funkten  verbifiden,  drei 
andere  feste  Gerade  in  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten 
schneiden.  In  diesem  FaU  umhilUt  die  bewegliche  Gerade,  in 
welcher  die  drei  Sdmittpunkte  liegen,  eine  Curve  5**'  Classe. 

Eine  weitere  geometiische  Construction  findet  man  bei 
Schröter,  Matli,  Ann,,  5. 

üeber  die  Construction  einer  Curve  3**'  Ordnung,  wenn 
neun  Punkte  von  ihr  gegeben  sind,  und  Über  die  Construction 
des  neunten  Punktes,  durch  welchen  alle  Curven  3**'  Ordnung 
des  durch  8  Punkte  bestimmten  Büschels  gehen,  siehe  besonders 
Chasles,  Campt,  Bend.,  1853;  Cayley,  Quart.  J,  of  matfi.,  5^ 
1862;  Cremona,  Introd,,  etc. 

§  3.   Canoniaohe  Formen  der  Gleichung  der  Curven 
3^'  Ordnung.   Versohiedene  Classifloationen  dieser  Curven. 

JSimmt  man  zur  Ecke  {x^^^  0,  o;,  »»  0)  des  Fundamental" 
dreiecks  der  Coordinaten  einen  Wend^ounkt  der  Curve,  zur 
Geraden  Xj  =  0  die  Wendetatigente  und  zur  Geraden  x^  =  0 
die  harmonische  Polare  demselben  Wendepunkts,  so  lautet  die 
Gleimhu/ng  der  Curve  3^'  Ordnung  in  homogenen  Coordinaten: 

Zerlegt  man  das  Polynom  auf  der  rechten  Seite  in  seine 
drei  linearen  Factoren,  so  stellt  jeder  von  diesen,  gleicfi  Kuli  ge- 
setzt, eine  der  drei  Tangenten  dar,  welche  von  dem  Wendepunkt 
an  die  Curve  gezogen  werden  können. 

Wählt  man  <üs  Gerade  ar^  =  0  eine  dieser  Tangenten,  so 
lässt  ÄtcÄ  die  Gleichung  der  Curve  auf  die  Form 

oder  audi,  bei  einer  anderen  geeigneten  Wahl  der  Äxe  x^  =  0,  auf 

Xjarj*  =  4a?i«  —  g^x^x^^  —  g^x^^ 
redudren. 

Wenn  die  Gleichung  der  Curve  3**'  Ordnung  auf  eine  der 
vorstehenden  Formen  zurückgefCQirt  wird,  so  erkennt  man,  dass 
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die  Coordiftaten  eines  Punkts  der  Curve  elJiptisdien  Funciiot^en 
eines  Tarameters  proportional  sind.     Man  kann  nämlich 

setzen,  worin  p ,  p'  die  elliptischen  Functionen  von  Weierstrass  sind, 
Vergl.  Bd.  1,  Kap.  16. 

Wenn  man  bei  der  Beduction  der  Gleichung  der  Curve  auf 
die  letztere  Form  g^  =  0  erhält,  so  ergibt  sich  die  sogenannte 
harmonische  Curve  5*®'  Ordnutig,  welche  die  Eigenschaft  besitzt, 
dass  die  vier  von  einem  Punkt  der  Curve  an  die  Curve  selbst 
gezogenen  Tangenten  eine  harmonische  Gruppe  bilden,  ^ 

Wenn  dagegen  g^  =^=  0  ist,  so  hat  man  die  äquianhar- 
monische  Curve  3^^  Ordnung,  für  welche  der  Satz  gilt,  dass  die 
vier  von  einem  Punkt  der  Curve  an  die  Curve  selbst  gezogenen 
Tangenten  eine  äquianfiarmonische  Gruppe  ausmachen. 

Wird  als  Fundamenialdreieck  der  Coordinaten  eines  der 
Wendipunkt-sdreiecke  angenommen,  so  lautet  die  Gleichung  der 
allgetneinen  Curve  dritter  Ordnung 

a(xi*  +  3-2*  +  Xg')  +  ßbxix^x^  =  0. 

Nimmt  man  dorgegen  das  aus  den  drei  Wendetangenten  ge- 
bildete Dreieck  zum  Fundamentaldreieck  der  Coordinaten,  so  mrd 
die  Gleidiung  der  Curve: 

(ä'i  +  iTj  +  xj^  +  ^Ikx^x^x^  =  0, 

Die  Gleidhufig  einer  Curve  5**'  Ordnung  mit  einefn  Doppel- 
punkt (der  rationalen  Curve  3^'  Ordnung)  läsä  sich  auf  die 
Form  bringen: 

wenn  das  aus  der  Geraden  iTj  =  0,  in  wddier  die  drei  Wende- 
punkte liegen,  und  aus  den  beiden  Tangenten  in  dem  Doppclpunkt 
(x^  =  0,  arg  =  O)  gebildete  Dreieck  zum  Fundamentaldreieck  der 
Coordinaten  gewählt  mrd. 

Der  Gleichung  der  Curve  3^'  Ordnung  mit  einer  Spitze  lässi 
sich  die  Gestalt 

x^^  —  3a-i«J3  =  0 

gcbeti ,  indem  man  das  aus  der  Spitzentangente  {x^  =  O) ,  der 
Tangente  im  einzigen  Wendepunkt  (3:3  =  0)  und  der  Geraden 
(xj  =  0),  wclcfie  die  Spitze  mit  dem  Wendepunkt  verbindet,  ge- 
bildete Dreieck  zum  Fundam^^ntaldreieck  nimmt. 
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Wenn  die  Gleichung  der  Curve  die  Gestalt 
^1^  +  "^2^  +  ^3^  +  Qrnx^x^x^  =  0 
hat,  so  ist  die  Gleichung  der  Hesse* sehen  Form  (siehe  §  4): 
/f  =  -  6m2(^,»  +  V  +  x^^)  +  6(1  +  2m^)x^x^x^  =  0, 

und  die  Gleichtmg  der  Cayley*sdien  in  Geradeticoordinaten: 

s=  —  6w(wi^  +  Wj'  +  Mg^)  —  6(1  --  4w^)mjW2M8  =  ö- 

Die  Gleichung  einer  Curve  5*®'  Ordnung  lässt  sidi  so  redu- 
ciren,  dass  sie  nur  die  Guben  von  vier  in  den  Coordinaten  linearen 
Formen  enthält. 

Eine  dieser  Formen  wähle  man  wülkfirlich;  sie  stellt,  gleich 
Null  gesetzt,  eine  Gerade  dar;  alsdann  betrachte  man  das  Büschel 
von  Polarkegelschnitten  der  Punkte  dieser  Geraden  in  Bezug  auf 
die  Curve.     Es  ergibt  sich  dann: 

Die  drei  Diagonalen  des  Vierecks,  dessen  Ecken  die  vier 
Basispunkte  dieses  Kegelschnittbüschels  sind,  entsprechen  den  drei 
anderen  linearen  Formen,  tvelctie  in  Verbindung  mit  der  ge- 
gebenen, jede  in  die  3^  Potenz  erhoben,  zur  Darstellung  der 
Gleichung  der  gegebenen  Curve  dienen  können.  Siehe  darüber 
Salmon-Fi edler,  Höhere  Curven,  Anm.  55. 


Jede  allgemeine  Curve  5*®'  Ordnmig  (ohne  Doppelpunkte), 
deren  Gleichung  nur  reelle  Coeffidenten  hat,  kann  zwei  ver- 
schiedene Gestalten  haben:  eine  eintheüige  mit  nur  einem  reellen  Äst 
(Zug),  der  sich  ins  TJnendlidie  erstreckt  oder  eine  zweitheilige  mit 
zwei  getrennten  Aesten,  siehe  Kap.  4,  §  1.  Die  eintheilige  besitzt 
die  Eigenschaft,  dass  man  von  einem  ihrer  Punkte,  ausser  der 
Tangente  in  dem  Punkt  selbst,  zwei  reelle  Tangenten  an  die  Curve 
ziefien  kann;  die  beiden  anderen  sind  imaginär.  Die  zwdtheüige, 
welche  aus  einem  Oval  und  einem  Äst  besteht,  der  sich  ins  Un- 
endliche erstreckt,  zeichnet  sieh  dadurch  aus,  dass  man  von  jedem 
Punkt  des  Ovals  ausser  der  Tangente  in  diesem  Punkt  selbst  keine 
reelle  Tangente  an  die  Curve  legen  kann,  dass  sidi  dagegen  von 
jedem  Punkt  des  sich  ins  Unendlictie  erstreckenden  Äsies  vier  reelle 
Tangenten  an  die  Curve  zieiien  lassen,  zwei  an  das  Oval  und 
zwei  an  den  Äst,  dem  der  Punkt  angehört. 

Die  eintheiligen  Curven  3^'  Ordnung  unterscJieiden  sieh  nacJi 
der  Art,  auf  welche  sie  von  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
Ebene  geschnitten  werden,  in: 
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a)  die  eUiptische  Serpentine,  welche  nur  einen  unendlich 
fernen  reeUen  Punkt  hat,  und  deren  Tangente  in  diesem  Punkt 
sich  in  das  Endliche  erstreckt  und  mithin  eine  Asymptote  der 
Curve  ist; 

b)  die  parabolische  Serpentine  hat  ausser  einem  reeUen 
Punkt  im  Unendlidien  noch  mit  der  unendlich  fernen  Geraden 
zwei  amder e  SdmittpunMe ,  die  reell  sind  und  zusammenfallen; 
sie  besitzt  mithin  eine  Asymptote  im  Endlidien  und  berührt  die 
unendlich  ferne  Gerade; 

c)  die  hyperbolisdie  Serpentine  mit  drei  reeUen  Punkten  im 
Unendlichen  und  daher  drei  Asymptoten  im  Endlidien. 

Die  zweitheiligen  Curven  dritter  Ordnung  theüt  man  ähnlidi 
ein  in: 

a)  die  elliptische  Serpertine  mit  elliptisdiem  Oval  und  einem  ein- 
^zigen  reellen  Punkt  im  ünendliclien,  welcher  auf  der  Serpentine  liegt; 

b)  die  elUptiscJie  Serpentine  mit  parabolischem  Oval,  bei 
welcher  ein  reeller  Punkt  im  Unendlichen  und  die  bädeti  anderen 
zitsammenfallenden  Punkte  auf  dem  Oval  van  parabolischer  Gestalt 
liegen ; 

c)  die  eUiptis(^ie  Sarpentine  mit  hyperbolischem  Oval;  ein 
reeller  Punkt  liegt  auf  der  Serpentine  im  Unendlidien  und  zwei 
reelle  Punkte  auf  dem  Oval  von  hyperbolisdier  Gestalt  im  Un- 
endlichen ; 

d)  die  parabölisdie  Serpentine  mit  elliptisehem  Oval;  drei 
reelle  Punkte  im  Unendlichen,  von  denen  wenigstens  zwei  zu- 
sammenfallen, und  die  alle  auf  der  Serpentine  liegen; 

e)  die  hyperbolisdie  Serpentine  mit  elliptischem  Oval;  drei 
versdiiedene  reelle  Punkte  im  Unendlichen;  diese  dreiPu^ikte  liegen 
auf  der  Serpentine, 

Eine  andere  Classification  derjenigen  Curven  3*®'  Ordnung, 
deren  Gleichung  nur  reelle  Coefficienten  enthält,  nach  fünf 
Species  von  divergirenden  Parabeln  ist  von  Newton.  Wie  wir 
schon  gesagt  haben,  lässt  sich  durch  geeignete  reelle  Trans- 
formation der  Coordinaten  die  Gleichung  einer  jeden  so  be- 
schaffenen Curve  3*®'  Ordnung  auf  den  Typus 

^3^2*  =  ax^  -\-  ^hx^x^  -{-  *6cx^x^  -\-  dx^ 

reduciren,  worin  a,  b,  c,  d  reell  sind.  Man  braucht  zu  diesem 
Zweck  nur  eine  der  (reellen)  Wendetangenten  der  Curve  zur 
Geraden  iCg  =  0,  einen  (reellen)  Wendepunkt  zum  Punkt 
{x^  =  0^  x^  =  0)  und  die  harmonische  Polare  dieses  Punktes 
in  Bezug  auf  die  Curve  zur  Geraden  0:3  =  0  zu  nehmen. 
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Verlegt  man  die  Wendetangente  x^  =  0  ins  Unendliche, 
so  folgt:  Der  Gleußiung  jeder  Cwrve  3^'  Ordnung  in  Cartesischen 
Coordinatcn  lässt  sidi  die  Gestalt  gehen: 

Nimmt  man  nun  Bücksicht  auf  die  Natur  der  Factoren  des 
Polynoms  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung,  so  konmit  man 
zu  der  Unterscheidung  der  Curven  5**'  Ordnung  ncuih  fünf  Specks 
divergircnder  Parabeln  (Newton)  d.  h.: 

a)  Alle  drei  Factoren  des  Polynoms  sind  reell;  die  Curve 
besteht  aus  einem  Oval  und  einer  Serpentine. 

b)  Ein  einziger  Factor  ist  reell;  die  Curve  besteht  nur  aus 
einer  Serpentine, 

c)  Zwei  der  drei  Factoren  sind  gleidt,  d.  h.  das  Polynom 
zerfällt  in  a{x  —  «)*  {x  —  /3),  worin  a<Cß  ist;  die  Curve  ist  aus 
einer  Serpentine  und  dem  Oval  zusammengesetzt,  welches  sich  ent- 
weder auf  zwei  conjugirte  imaginäre  Purüde  oder  auf  einen  ein- 
zigen reellen  Punkt  reducirt, 

d)  Das  Polygon  zerfällt  wieder  in  a(x  —  a)*  (x  —  ß),  aber 
a  ist  grösser  als  ß;  das  Oval  und  die  Serpentine  vereinigen  sich 
derart,  dass  sie  einen  einzigen  stetigen  Äst  bilden,  der  sich  selbst 
schneidet;  die  Curve  hat  einen  Doppelpunkt  (Knotenpunkt), 

e)  Alle  drei  Factoren  des  Polynoms  sind  gleicfi;  der  Curve 
kommt  dann  eine  Spitze  (ein  stationärer  oder  Rückkehrpunkt)  zu. 

Verlegt  man  dagegen  die  harmonische  Polare  a^j  ==  0  ins 
Unendliche,  so  lässt  sich  die  Cartesischc  Gleidiung  der  Curve 
3^'  Ordnung  immer  auch  schreiben: 

y  =:  ax^  +  ^l>^^  -f-  ^cxy^  +  dy\ 

Diese  Curve  5*®'  Ordnmig  hat  ein  Centrum  in  dem  Wende- 
punkt (o?  =  0,  g  =  0),  d.  h.  jede  durch  diesen  Punkt  gezogene 
Sehne  wird  durch  Hin  halbirt;  unterscheidet  man  nun  zwischen 
den  Factoren  der  rechten  Seite,  wie  oben,  so  erhält  man  die 
Classification  der  Curven  nach  fünf  Arten  von  Centrälcurvefi 
(Chasles). 

Noch  eine  weitere  Eintheilung  der  Curven  3**'  Ordnung 
hat  Plücker  angegeben  und  auch  Cajley  studirt;  sie  geht  von 
der  Lage  und  Beschaffenheit  der  Tangenten  (Asymptoten)  in  den 
drei  unendlich  fernen  Punkten  der  Curve  aus. 

Was  die  Literatur  über  die  Classification  der  Curven  3*®' 
Ordnung  angeht,  so  citiren  wir:  Newton,  Enumeratio  linearum 
tertii  ordinis,    1706,  p.  19;    Euler,    Introd.,  1848;    Chasles, 
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Apergu  historique,  deutsche  Ausg.  von  L.  A.  Sohnke:  Ge- 
schichte der  Geometrie,  hauptsächlich  mit  Bezug  auf  die  neueren 
Mähoden,  Halle,  1839,  p.  143  u.  Note  20,  p.  367;  Plücker, 
System  der  anal,  Geom,,  Berlin  1835;  Cayley,  Transact.  of 
Cambridge f  etc.,  11,  1865;  Bellavitis,  Societd,  italiana  delle 
sdefize,  Modena,  1851;  Möbius,  Ahh,  der  SädiS,  Gesellsch,, 
1848,  1849;  Durege,  Grelle,  75,  76;  etc. 

§   4.    Geometrische   Interpretation    der   Invarianten   und 
Govarianten  der  temären  oubischen  Form. 

Von  dem  System  der  temären  cubischen  Form  war  in 
Bd.  1,  Kap.  12,  §  17,  p.  336  und  folgende  die  Rede.  Wir 
kehren  jetzt  zu  diesem  Gegenstand  zurück,  um  die  wichtigsten 
geometrischen  Interpretationen  der  dort  gefundenen  invarianten 
Formen  anzugeben. 

Es  sei  die  temäre  cubische  Form  symbolisch  durch 

r=«x'  =  V  =  ---, 

oder  auch  mittelst  der  wirklichen  Coefficienten  durch 

ausgedrückt. 

Aus  den  drei  invarianten  Bildungen  J,  Q,  E  der  binären 
cubischen  Form  erhält  man  durch  Anwendung  des  Üebertragungs- 
princips  (siehe  Bd.  1,  Kap.  12)  drei  für  die  temäre  cubische 
Form  invariante  Bildungen,  nämlich: 

0  =  (abuya.b,, 

Q^  =  (^abu)^'  (cau)cjb^^ 

F  =  (abuy  (cduy  (acu)  (bau).      « 

Die  Belation  F  =  0  ist  die  Gleichung  der  Curve  f=0  in 
Linicncoordinatcfi  (die  Tangentialgleichung  der  Curve  3^^  Ordnung), 

I>ie  Gleicliung  0  =  0  liefc^'t  für  x=  Canst.  die  Ta/ngential- 
ffleichung  des  PolarkcgelscJinitts  von  x  und  für  u  =  Const.  die 
Gleicliung  der  Poloconica  der  Geraden  u  (vergl.  §  1). 

Vermöge  der  Gleichung  ^j  =  0  wird  jeder  Geraden  u  ein^i 
Curve  5'®'  Ordnung  zugeordnet  als  Ort  der  Punkte  x,  deren 
Polargerade  die  Gerade  u  in  einem  Punkt  treffen,  welcher  zu  x 
in  Beziig  auf  die  Poloconica  von  u  conjugirt  ist, 

Bie  Curve  5**'  Ordnung  d  ==  0  schneidet  die  Gerade  u  in 
drei  Punkten,  die  in  Verbindung  mit  den  Punkten,  in  welchen  u 
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die  Curve  3^'  Ordnung  /*  =  0  trifft,  drei  Paare  dersdhen  In- 
volution hüden,  deren  Doppelpunkte  diejenigen  sind,  in  welchen  u 
die  eigene  Foloconica  schneidet, 

Ueber  die  Hesse'sche  Form  H^  die  Cayley'sche  Form  5,  die 
Contravariante  t  und  die  beiden  Invarianten  S  und  T  siebe  die 
Formeln  Bepcrt,,  1,  S.  336  und  337. 

Cribt  man  f  die  canonische  Gestalt  (vergl.  §  3) 

/"=  V  +  V  +  V  +  ßwXiXgarg, 
so  ivird 

f=  — 2(1  — 10w»)(u/+u/+U8»)  — 2(30m*+24m5)MiMjW3, 

S  =  24m(m'  —  1), 

T=  6(8m«  +  20m»—  1), 

während  die  Gleichung  F  =  0  von  f  in  Tangentialcoardinaten 

-  ^F^u,'+u,'^u,'^  (2  +  32m»)(u,S8+t.,«  V+ V^i')  - 

—  24w2ttit*2«a(V  + V  + V)  —  (24w  +  48w*)mi*m/w/=  0 

lautet,     Ueber  die  Ausdrücke  für  H  und  s  siehe  §  3. 

2>ie  Bedingung  S  =  0  gibt  an,  dass  die  Hesse' sehe  Curve 
von  f=  0  in  drii  Gerade  zerfällt;  die-  Cayley'sche  Curve  besteht 
aisdann  aus  den  drei  Doppelpunkten  der  Hesse'schen  und  das 
von  letzteren  gebildete  Dreieck  ist  Polardreieck  in  Bezug  auf  alle 
Polarkegelsdinitte  der  Grundcurve, 

Ist  5  =  0,  so  heisst  die  Curve  3*®'  Ordnung  äquianhar- 
fnonisch;  in  diesem  Fäll  bilden  die  vier  von  einem  Punkt  der 
Curve  an  die  Curve  selbst  gezogenen  Tangenten  eine  äquianhar- 
manische  Gruppe  (siebe  §  1). 

Wenn  T  =  0  ist,  wird  die  Curve  3*®^  Ordnung  harmonisch 
genannt;  alsdann  bilden  die  vier  eben  genannten  Tatigenten  eine 
harmonische  Gruppe, 

Für  T  =  0  fällt  die  Hesse'sche  CUrve  der  Hesse/schen  mit 
der  Grundcurve  f=0  wieder  zusammen,  die  Cayley'sdie  Curve 
der  Hesse' scJien  dagegefi  mit  t  =  0. 

Die  Discriminante  der  Curve  5*®'  Ordnung  f=  0,  d,  h,  die 
Function,  weldie,  glmdi  Ntdl  gesetzt,  die  Bedingung  für  die  Existenz 
des  Knotenpunkts  angibt,  ist 

Falls  f  die  oben  angegebene  canonische  Gestalt  hat,  ist  die 
Discriminante 

(1  +  8m»)8. 
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Der  Ausdruck  für  diese  Discriminante  B  als  Determinante, 
deren  Elemente  die  Coefficienten  von  f  und  H  sind,  wurde 
Eepert,  1,  S.  337  angegeben. 

Der  Quotient  =j  ist  absolute  Invariante  für  die  cubische  Form. 

Gibt  man  der  cubisdien  Form  wieder  die  ea/nomsche  Gestalt 
S.  189,  so  ist 

S^  _      884m^(m»  —  1)' 

Wenn  mit  a  das  anharmonisclie  (constante)  VerhäUniss  dir 

vier   von    einem  PunJä   der  Curve  3*^'  Ordnung  an   die    Curve 

selbst  gezogenen  Tangenten   bezeichnet   u>ird,   so  besteht   die   be- 
merkenswerUic  Relation: 

^'  =  24  (1  -  «  +  «")' 


r*  (1  H-  ccY  (2  —  «)"  (1  —  2a)« 

Die  noUiwendigen  und  ausreichenden  Bedingungen,  damit  eine 
Curve  5**'  Ordnung  einen  Rückkehrpunkt  besitze,  sind  S=0,  T=0. 

SoU  eine  Curve  5**'  Ordnung  in  einen  Kegelschnitt  und  eine 
Gerade  zerfaUen,  so  ist  dazu  nöthig  und  ausreicficnd,  dass 

•     Ts  —  St 

identiscJi  NuU  werde;  soll  ferner  die  Gerade  den  Kegelschnitt 
berühren,  so  bestehen  die  Bedingungen  in  dem  identiscJien  Ver- 
seil winden  von  t 

Damit  die  Curve  dritter  Ordnung  in  drei  Gerade  zerfalle, 
ist  es  nöifiig  und  ausreicJwnd,  dass  f  und  H  proportional  zu  ein- 
ander seien,  d,  h,,  dass  die  Ztvisdietiform 

{ahu)ajh^^ 
identisch  NuU  werde. 

Die  noÜiwendigen  und  ausreidienden  Bedingungen  für  das 
ZerfaUen  von  f  in  drei  sich  in  einetn  Punkt  schneidende  Gerade 
sind  durch  das  identische  Verschtvinden  von  II  gegeben. 

Das  idcfitiscfie  Vcrsciuvinden  von  F  ist  die  Bedingung,  dar 
mit  f  in  eine  einfadte  und  ein^  Doppelgerade  ausarte,  und  das 
identische  Verschwinden  von  &  schliesslich  die  Bedingung,  unter 
der  sich  f  auf  eine  dreifadie  Gerade  reducirt. 

Wenn  die  Curve  3^'  Ordnung  einen  Doppelpunkt  hat,  so 
schneiden  die  Talenten  in  diesem  Doppelpunkt  die  einzige  Wende- 
punktslinie in  zwei  Punkten,  welche  durch  die  Hcsse'sche  Form  A 
der  die  drei  Wendepunkte  repräsentirenden  binäreti  cubischen  Form 
dargestellt    werden.     Die   Covariante  Q  dieser  binären  cubischen 
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Form  stellt  alsdann  die  drei  Punkte  dar,  in  weldien  die  drei 
harmonischen  Geraden  der  drei  Wendepunkte  (siehe  §1)  die 
WendepynktsUnie  schneiden. 

Zwei  Curven  5**"  Ordnung  aj  ==  0  Ufid  aj  =  0  haben 
dieselben  Wcndepu/nkte ,  wenn  die  simultane  Contravariante 
{aciuf  =  0  identisch  vcrschumdet. 

Setzt  man  daher  voraus,  die  zweite  Curve  sei  die  Hesse'sche 
Curve  H  der  ersten,  so  ergibt  sich: 

Die  Contravariante  {ahuf  ist  identisch  NuU,  wie  schon 
Bd.  1,  p.  338  gesagt  wurde. 

Für  das  Studium  der  temären  cubischen  Form  ist  die 
Untersuchung  der  binären  biquadratischen  Form 

von  Interesse,  welche  bei  der  Bildung  der  Hesse'schen  Form 
einer  beliebigen  Curve  3**'  Ordnung  des  syzygetischen  Büschels 
(siehe  §  l) 

IJ+X^H     auftritt 

Die  Gleichung  der  zwölf  Wendepunktsgeraden  lautet: 
G(H,  —  f)  =  //*  —  SH^f^  +  iTHf^  —  tV'SV*  =  0. 

üeber  die  Invarianten  und  Co  Varianten  von  G  siehe  Bd.  1, 
p.  338,  wo  man  auch  Literaturangaben  über  die  temären  cubi- 
schen Formen  findet. 


Kapitel  VIII. 
Die  ebenen  Curven  4*®'  Ordnung. 

§  1.    AUgemeineB,     Erzeugnngsarten  der  Curven  4^'  Ord- 
nung.     Doppeltangenten.      Berührungskegelsohnitte    und 

Berührungsourven  3^'  Ordnung. 

Aus  den  PI  ück  er 'sehen  Formeln  ergeben  sich  die  folgenden 
zehn  möglichen  Combinationen  für  die  charakteristischen  Zahlen 
einer  ebenen  Curve  4**'  Ordnung: 
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Wenn  ztvei  prqjeciive  Kegelschnittbüschel  vorliegen,  deren 
Basispunkte  verschieden  sind,  so  ist  der  Ort  der  Sdtnittpunkte  der 
sich  entsprechenden  Kegelschnitte  eine  allgemeine  Curve  4^'  Ord- 
nung, welche  durch   die  8  Basispunlie  der  beiden  Büschel  geht. 
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Die  beiden  Kegelschnittbüschel  seien  durch 

U+XV  =0, 

gegeben,  worin  U=0,  F=0,  Z7'  =  0,  7' =  0  die  Glei- 
chungen von  vier  Kegelschnitten  darstellen  und  zwischen  ft  und  A 
eine  bilineare  Relation  vom  Typus 

aXfi  +  6A  +  Cfi  +  ei  =  0 

besteht.  Eliminirt  man  A,  ft  aus  diesen  drei  Gleichungen,  so 
ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Curve  4*®'  Ordnung. 

Man  verliert  nichts  an  ÄUgemeit^eit,  wenn  fi=il  tmd  7'=  V 
angenommen  wird;  d,  h.: 

Der  Gleichung  jeder  Curve  4*"  Ordnimg  lässt  sidi  immer 
die  Gestalt 

UW=  F« 

gehen,  worin  U  =  0,  17=0,  7=0  drei  KegelsdiniUe  dar- 
stellen, die  nicht  sämmÜich  durch  densdhen  Pmxkt  gehen. 

Um  die  Gleichimg  der  Curve  4*®'  Ordnung  auf  diese  Form 
zu  reduciren,  braucht  man  nur  zu  Kegelschnitten  XT,  W  zwei  Be- 
rührungsJccgelschnitte  zu  nehmen,  d.  L  Kegelschnitte,  welche  ixe 
Curve  in  vier  Punkten  berühren. 

Nun  gilt  der  Satz: 

Es  gibt  63  Systeme  von  Berührungskegelschnitten;  jedes 
System  besteht  atts  unendlich  vielen  Kegelschnitten  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  durch  die  acht  Berührungspunkte  zweier  Kegel- 
sdinitte  des  nämUchen  Systems  derselbe  andere  Kegelschnitt  geht  In 
der  obigen  Gleichung  wird  der  letztere  Kegelschnitt  durch  7  =»  0 
dargestellt.  .  ■ 

In  jedem  der  63  Systeme  von  Berührungskegelschnitten  kommen 
6  Paare  von  JDoppeltangenten  vor. 

Wenn  T^  ==  0,  Tg  =  0,  T,  =^  0,  T^  =  0  die  Gleichungen 
von  vier  Doppeltangenten  zweier  solcher  dem  n&mlichen  System 
angehörigen  Paare  sind,  so  lässt  sicfi  die  Gleidiung  der  Curve 
4*®'  Ordnufig  immer  schreiben: 

T,T,2\T^  =  S\ 

icorin  die  T  linear  sind  und  8  ein  quadratischer  Ausdruck  ist. 
Die  Gleichung  der  Curve  4*®'  Ordnung  in  der  Gestalt 

UW.==^  7* 

Pascal,  Bepertorium.  II.  13 
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lässi  sich  als  Enveloppe  des  Kegelschnittsystems 

A*Z7+  2AF+  W=0 
ansehen. 

Die  ebene  Curve  4**'  Ordnung  Icann  auch  durch  zwei  pro- 
jedive  Büschel  erzeugt  tverden,  von  denen  das  eine  aus  Geraden 
und  da^  andere  aus  Curven  3^'  Ordnung  besteht  Siehe  Mili- 
nowsky,  SchWmilch's  Zeitschr.,  23,  1878. 

Aus  der  Gleichung  TiT^I\T^  =  S^  folgt,  dass  sich  die 
Dappeltangenten  zu  je  vieren  derart  gruppiren  lassen,  dass  die 
eicht  Berührungspunkte  auf  demselben  Kegelschnitt  liegen.  Solcher 
Kegelschnitte  gibt  es  315, 

Der  Gleidiung  einer  Curve  4^  Ordnung  kann  man  auck 
die  Form 

T^F^  =  9? 

geben,  worin  T^=^  0  die  Gleichung  einer  DoppeUangente,  J^j  =  0 
diejenige  einer  Curve  3^^  Ordnung  ist,  welche  die  Curve  4*®'  Ord- 
nu/ng  in  6  Punkten  berührt  und  daher  die  Berührungscurve  5**' 
Ordnung  heilst,  und  ^  =  0  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts 
darstellt. 

Es  gibt  64  dreifadi  unendliche  Systeme  von  Berührungs- 
ctirven  3^'  Ordnung.  Diese  64  Systeme  unterscheidet  man  in 
zwei  Arten,  28  von  der  einen  und  36  von  der  anderen  Art, 
Diejenigen  i*®'  Art  zeichnen  sich  dadurch,  aus,  dass  jedem  der- 
selben eine  der  28  Doppeltangenten  entspricht,  deren  beide  Be- 
rührungspunkte ebenso  wie  die  sechs  Berührungspunkte  der  Curve 
5**'  Ordnung  auf  dem  nänüichen  Kegelschnitt  liegen.  Diejenigen 
2^^  Art  besitzen  dagegen  diese  Eigenschaft  nicht;  sie  enthalten 
ein  einfach  unendliches  System  von  Curven  3^'  Ordnung,  die 
in  eine  Tangente  an  die  Curve  4**'  Ordnung  und  einen  Keget- 
schnitt  degenerirt  sind,  welcher  durch  die  beiden  Funkte  geht,  in 
denen  die  Tamgenie  die  Curve  4*®*  Ordnung  wieder  trifft,  und 
welcJier  diese  Curve  in  weiteren  drei  Punkten  berührt. 

Gibt  man  der  Gleichung  der  Curve  4^^  Ordnung  die  Gestalt 
2\F^  =  ^^,  so  ist  F^  =  0  ein  Curve  5'"  Ordnung  eines  Systems 
1^'  Art, 

Die  Berührungscurven  3^'  Ordnung  von  der  i*®^  oder  2*^ 
Art  zeichnen  sich  immer  dadurdi  aus,  dass  durch  die  zwölf  Be- 
rilhru/ngspunkte  zweier  Curven  3^'  Ordnung  desselben  Systems 
eine  neue  Curve  3^'  Ordnung  geht. 

In  jedem  System  von  Berührungscurven  5**'  Ordnung  gibt 
es  64  cubische   Curven,  welche  die   Curve  4**'  Ordnung  in  drei 
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Punkten    vierpunktig    berühren.      Die   Anzahl    solcher    cubischen 
Curven  beträgt  mithin  4*  =  4096. 

Es  existiren  728  Systeme  von  Curven  3^'  Ordnung,  welcfie 
die  Curve  4*®'  Ordnung  in  vier  Punkten  dreipunktig  berühren. 
Diese  728  Systeme  zerfaUen  derart  in  je  364,  dass  die  Be- 
rührungspunkte einer  Curve  des  einen  Systems  und  diejenigen  einer 
Curve  des  anderen  Systems  auf  demselben  Kegelschnitt  liegen. 

Eine  allgemeine  Curve  4**'  Ordnung  lässt  sich  auch  auf  die 
folgende  von  Hesse,  CreUe,  49  angegebene  Art  erzeugen : 
Es  liege  ein  Netz  von  Flächen  2*®'*  Grads  vor: 

4  4  4 

111 

worin   die  x^^x^^x^  die   homogenen  Parameter  des  Netzes,   die 
Zii  z^t  z^i  z^  die  Punktcoordinaten  des  Raums  sind,  und 

«.t  =  «*.•>  ßik  =  ßkiy  rik  =  Vki     ist- 

Die  Spitzen  der  in  diesem  Netz  enthaltenen  Kegel  liegen 
auf  einer  JRaumcurve  ö*®'  Ordnung,  Interpretirt  man  nun  die 
X  als  Punktcoordinaten  der  Ebene,  so  entsprechen  den  Punkten 
dieser  geumndenen  Curve  6^^  Ordntmg  (den  Spitzen  der  Kegel) 
in  der  Ebene  die  Punkte  einer  allgemeinen  ebenen  Curve  4^  Ord- 
nung, deren  Gleichung  sich  ergibt,  wenn  man  die  Discrimincmte 
der  allgemeinen  Fläche  2^  Grads  des  Netzes  gleich  NuU  setzt. 

Schreibt  man 

^ik  =  ^i«a  +  ^ißik  +  ^zrtk* 
so  lautet  die  Gleichimg  der  Curve  4^  Ordnung 


c,= 


^11'    ^12'    ^18'    ^14 


^41»  ^a>  ^4a>  ^44 


=  0 


€ribt  man  der  Gleichung  der  Curve  diese  GestaU,  so  ist 


0        = 

uu 


'^ll'    '  *  *'    ^14'  ^1 

*  «*2 

«8 

^41'    •  '  •'    ''^44'  ^4 


=  0 
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bei  variabden  u  die  Gleichung  einer  Berührungscurve  5*®'  Ord- 
nwng  aus  einem  System  ^  Art  und 


0        sr= 


^iif  •  •  'f  ^14*  t*i 


"^41'    *  •  •'    ^44'    ^4 

^1,  •  •  •,    V4,  0 


=  0 


die  Gleidi^ung   der  Curve   3^'  Ordnung,   welche   durch   die   Be- 
rührungspunkte van  0^^  =  0  und  O^^  =  0  geht. 

Wenn  die  Gleichung  des  Netzes  von  Flftchen  2**'  Ordnung 
in  der  symbolischen  Form  0  =  »,«,*  =  \/3/  = . .  •  geschrieben 
wird,  worin  die  x  temäre  und  die  z  quatemäre  Variabele  sind,. 
so  lautet  die  Gleichung  von  C^ 

und  die   Gleichungen  der  Curven  3^^  Ordnung  <P„^,  <^^^  sind:. 

Von  Interesse  ist  auch,  dass  suüi  eine  eindeutige  umkehrbam- 
Zuordnung  zuischen  den  Geraden,  welche  die  acht  Fundamental- 
punkte  des  Netzes  der  Flächen  2^  Ordnung  zu  je  zweien  vetr- 
binden,  und  den  28  DqppeltcmgerUen  feststellen  lässt. 

Eine  andere  Erzeugungsart  einer  allgemeinen  Curve  4k^^ 
Ordnung  ist  die  folgende  von  Geiser,  Math.  Ann.,  1: 

Wenn  von  einem  Punkt  P  der  Berührungskegel  an  eine 
cuMsche  Flddie  gezogen  wird,  so  erhält  man  einen  Kegel  6*^^  Ord- 
nung, wenn  aber  der  Pufikt  P  auf  der  Flädie  selbst  liegt,  so  er- 
giebt  sU^i  ein  Kegel  4^^  Ordnung  und  zugleich  die  ztceimai  ge-- 
zählte  Beruhrungsebene  in  diesem  Punkt  P.  Schneidet  man  nun 
diesen  Kegd  mit  einer  Ebene,  so  wird  dadurch  eine  allgemeine 
Curve  4*®'  Ordnu/ng  eri^eugt,  deren  DoppeUdngentc  die  Gerade  isi, 
in  weMier  diese  Ebene-  die  in  P  berührende  Ebene  trifft. 

Die  ebenen  Sdmitte  der  Fläcfie  5**'  Ordnung  lassen  sidi  in 
Curven  3^'  Ordnung  pr^iciren,  welche  die  Curve  4**'  Ordnung 
berühren;  insbesondere  ergibt  sich  das  dreifach  unendlie^te  Systetn 
von  Berühnmgscurven  5**'  Ordnung  von  der  1*®**  Art,  weldies  der 
Doppeltangcnte  zugeordnet  ist,  die  aus  der  Berührungsebene  in 
P  resultirt,  Die  Prcjectianen  der  27  Geraden  der  Flädw  5*®' 
Ordnu/ng  si^id  die  übrigen  27  Doppeltangenten  der  ebenen  Curve 
4*®'  Ord/nwng, 
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Für  das  Studium  der  Configuration  der  Doppeltangenten 
der  ebenen  Curve  4^'  Ordnung  ist  es  von  VortheÜ,  eine  Be- 
zeichnungsweise  oder  DarsteUungsart  zu  benutzen,  aus  welcher 
die  gesuchte  Conflguration  leicht  hervorgeht. 

Eine  der  zur  Anwendung  gekommenen  Darstellungsarten, 
zu  welcher  die  oben  erwähnte  Hesse'scke  Figur  ftüiren  kann, 
geschieht  mittelst  der  28  Geraden,  welche  acht  FundamentalpuiMe 
zu  je  zweien  verbinden,, 

£ine  andere  Art,  sie  darzustellen,  ist  die  miitelst  der  so- 
genannten ungeraden  Charakteristiken  vom  Geschlecht  3..  Siehe 
Eepert.,  1,  p.  454. 

Jede  Doppeltofig^fite  lässt  sich  durch  das  Symbol 


/i   j    h\ 

Vi  Ji  k) 


ausdrücken,  worin  i,j,  h,  ii,Ji,  h^  die  ZMßn  0  oder  1  sind  und 
die  Summe 

ungerade  ist. 

Nach  der  ersten  Darstellungsart  wird  eine  Gruppe  von  vier 
Doppeltangenten,  durcfi  deren  Berührungspunkte  ein  Kegeilschnitt 
geht,  entweder  durcli  die  vier  Seiten  eines  Vierseit^  (210  mal) 
repräsentirt  oder  durch  vier  Gerade,  von  denen  keifie  zwei  einen 
drr  acht  Punkte  gemeinschafilidi  haben  (105  mal). 

Nach  der  zweiten  DarsteUungsart  dagegen  ivird  eine  solche 
Gruppe  durch  vier  ungerade  Charakteristiken  repräsentirt,  die  der- 
art sind,  dass  di^  Summen  der  Elemente,  welcfie  die  nändidien 
Stellen  einnehmen,  sämmtlich  gerade  Zahlen  sind. 

Von  diesen  Principien  ausgehend,  kann  man  untersuchen, 
wie  viel  Triaden,  Tetraden,  etc.  von  Doppeltangenten  exisüren, 
denen  besondere  Eigenschaften  zukommen;  z.  B.  Triaden,  deren 
6  Berührungspunkte  nicht  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  Tetra- 
den, von  deren  8  Berührungspunkten  6  (oder  auch  niemals  6) 
sich  auf  einem  Kegelschnitt  befinden,  etc. 

Unter  den  Gruppen  von  sechs  Doppeltangenten  (den  Hexaden 
von  Doppeltangenten)  sind  diejenigen  zu  beachten,  welche  Hesse 
und  Steiner  studirt  haben:  es  gibt  1008  Hexaden  von  Doppel- 
tangent^n,  durah  deren  Berührungspunkte  eine  eigentliche  Curve 
3^'  Ordnung  gelit. 

Bei  der  ersten  der  oben  angegebenen  Darstellungsarten  werden 
diese  Gruppen  durch  drei  verschiedene  Figuren  repräsentirt, 
nänüidi:  a)  die  Seiten  zweier  Dreiecke,  deren  Ecken  6  der  8  Punkte 
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sifid;  b)  die  Gerade,  treldie  zwei  Punkte  verbindet,  und  dk  fünf 
Geraden,  welche  einen  anderen  PunM  mit  den  dami  nocJi  übrigen 
5  Punkten  verbinden;  c)  die  Geraden,  welche  einen  Punkt  mit 
3  anderen  und  einen  anderen  Punkt  mit  den  3  übrigen  ver- 
binden. 

Es  existiren  ferner  5040  Gruppen  von  6  Doppeltangefiten , 
deren  12  Berührungspunkte  sich  derart  in  je  6  th eilen,  dass 
durch  jede  Gruppe  van  6  Punkten  ein  Kegelschnitt  geJtt, 

Die  6  Doppeltangenten  einer  der  1008  Gruppen  der  ersten 
Art  berühren  den  nämlidien  KegelscJmitt,  während  jede  der  5040 
G^-uppen  der  zweiten  Art  in  drei  Pa<ire  von  Doppeltangentcn  der- 
art sich  theilt,  dass  die  drei  Sdiniitpunkte  der  Tangenten  eines 
jeden  Paares  in  einer  Geraden  liegen. 

Unter  den  Gruppen  von  sieiben  Doppeltangenten  (den  Hep- 
taden  von  Doppeltangenten)  gibt  es  288,  welche  die  vollen 
Systeme  Aronhold's  heissen  und  aus  7  Doppeltangenten  be- 
stehen, die  so  beschaffen  sind,  dass  niemals  die  6  Berührungs- 
punkte dreier  von  ihnen  sich  auf  einem  Kegelschnitt  be- 
finden. 

Diese  vollen  Systeme  tv erden  durdi  die  7  Geraden  repra'se^i- 
tirtf  welche  einen  der  8  Punkte  mit  den  übrigen  7  verbinden, 
oder  von  den  Geraden,  welche  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks 
bilden,  und  von  den  vier  Verbindungslinien  eines  der  übrigen 
Punkte  mit  den  anderen  vier. 

Es  gibt  72  Aronhold'scJie  Systeme,  welcfie  eine  gegebene 
Doppeltangente  enthalten,  und  16,  in  welchen  zwei  gegebene  Doppel- 
tangenten vorkommen. 

Mittelst  der  sieben  Doppeltangenten  eines  Ar onhold 'sehen 
Systems  lassen  sic/t  alle  anderen  dtircJi  lineare  Constructionen  be- 
stimmen. 

Umgekehrt:  Sind  in  der  Ebene  sieben  beliebige  Gerade  gegeben, 
so  ka/nn  man  im  Allgemeinen  eine  Curve  4^^  Ordnung  construiren, 
tcelche  die  si^en  gegebenen  Geraden  zu  Doppeltangenten  hat,  die 
in  Bezug  auf  die  Curve  4^^  Ordnung  ein  volles  Aronhold'sches 
System  bilden,  Aronhold,  Berl.  Monatsber,,  1864:  Salmon- 
Fiedler,  Höh.  Curv.,  §  264,  S.  307  u.  ff.;  Frobenius,  Crellr,  99. 


Von  den  verschiedenen  Formen,  welche  eine  Curve  4^'  Ord- 
nung haben  kann,  ist  die  sogenannte  Plücker'sche  von  Interesse, 
welche  aus  4  Ovalen  besteht,  von  denen  jedes  ausserhalb  eines 
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jeden  anderen  liegt.    Jedem  dieser  Ovale  entspricht  eine  Doppel- 
tangente, welche  es  in  zwei  Punkten  berührt. 

Alle  Doppdtangentefi  einer  solchen  Curve  sind  reell. 


Die  Curven  4*®'  Ordnung  studirte  Plticker,  TJieorie  der 
algebr,  Curven,  Bonn,  1839;  Hesse,  Grelle,  49,  55,  59;  Steiner, 
ib.,  49;  Cayley,  ib.,  68;  Clebsch,  ib.,  63;  Geiser,  ib.,  73; 
Maih.  Ann.,  1;  Zeuthen,  Math.  Ann.,  7,  8;  Klein,  ib.,  10, 
11.  Die  letzteren  beschäftigten  sich  speciell  mit  der  Classi- 
fication der  Curven  vom  Gesichtspunkt  der  Realität  der  Doppel- 
tangenten aus. 

Die  Bestinmiung  der  Curve,  welche  durch  die  56  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangenten  geht,  führte  aus:  Hesse,  Grelle, 
36,  40,  41;  Salmon,  QiMrt.  Jaurn.,  3;  Cayley,  Phil.  Trans., 
1859,  1861  und  Dersch,  Math.  Ann.,  7. 

Von  den  Arbeiten  über  die  Bestinmiung  der  Doppeltangenten 
ist  auch  Aeschlimann's  Dissertation:  Zur  Theorie  der  ebenen 
Gurven  4*®'  Ordnung,  Zürich  1880  zu  erwähnen. 

Die  Curven  4*®'  Ordnung  wurden  auch  eingehend  vom  Ge- 
sichtspunkt der  Theorie  der  Aberschen  Funktionen  vom  Ge- 
schlecht 3  (siehe  Bd.  1,  Kap.  17)  studirt,  mit  welcher  Theorie 
sie  in  der  engsten  Beziehung  stehen.  Wir  citiren  in  der  Be- 
ziehung: Biemann,  Theorie  der  AheV sehen  Funktionen,  Grelle, 
54,  1857;  Clebsch- Gordan,  Theorie  der  AbeVscfien  Funct., 
Leipzig,  1866;  Weber,  Th.  d.  AheV  sehen  Fund,  vom  Gescidecht  3, 
Berlin,  1876;  Klein,  1.  c;  siehe  auch  die  Geom.  von  Clebsch- 
Lindemann. 

Andere  Studien  über  die  Configuration  der  28  Doppeltan- 
genten sind  von  Aronhold,  1.  c;  Noether,  Math.  Ann.,  15, 
46;  Frobenius,  Grelle,  99;  Weber,  Matli.  Ann.,  23;  Pascal, 
Rend.  Lincei,  1892,  1893,  etc. 

Das  Studium  der  Configuration  der  Doppeltangenten  lässt 
sich  auf  die  sogenannten  Gharakteristiken  begründen.  Siehe 
Pascal,  Ann.  di  mat.,  20.  Man  vergleiche  femer  die  Dar- 
stellung in  Webers  Algebra,  Bd,  2,  p.  479  u.  ff.;  dort  wii-d 
auch  eine  Behandlung  der  algebraischen  Seite  der  Frage  geliefert. 

üeber  die  Configuration  der  24  Wendepunkte  der  allgemeinen 
Curve*)  4'*'  Ordnung  ist  wenig  bekannt.  Eine  Dissertation  von 
Justus  Grassmann  in  dieser  Richtung,  Berlin,  1875,  in  welcher 

•)  Unter  allgemeiner  Curve  wird  eine  Ordnungscurve  ohne  Doppel- 
punkt (bez.  eine  Classencurve  ohne  Doppeltangente)  verstanden. 
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bewiesen  werden  sollte,  dass  der  durch  5  Wendepunkte  gebende 
Kegelschnitt  noch  drei  weitere  Wendepunkte  enthält,  ist  fehler- 
haft; siehe  Klein,  MoQi,  Ann,,  10,  p.  397.  Die  Gleichung 
vom  24*®°  Grad,  von  welcher  die  Wendepunkte  abhangen,  unter- 
suchte Gerbaldi,  Bend,  Palenno,  7. 

§  2.    Ciirven  4^'  Ordnung  mit  singtilären  Funkten. 

Man  gebe  der  Gleichung  der  Curve  4**'  Ordnung  die  Ge- 
stalt TjTjTgT^  =  Ä*.  Wenn  von  den  sechs  Schnittpunkten 
der  Geraden  T  =  0  einer,  zwei,  drei  auf  dem  Kegelschnitt  S=0 
liegen,  so  hat  die  Curve  4*®'  Ordnung  eiaen,  zwei,  drei  Doppel- 
punkte. 

Gibt  man  femer  der  Curve  4*®' Ordnung  die  Form  ÜW=V* 
und  haben  die  drei  Kegelschnitte 

U=^0,   W^O,   7«=0 

einen,  zwei,  drei  Punkte  gemeinschaftlich,  so  besitzt  die  Curve 
4*®'  Ordnung  auch  in  diesem  Fall  einen,  zwei,  drei  Doppelpunkte. 

Eine  Curve  4**'  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  hat  nur 
16  Doppeltangenten.  Bei  der  Geis  er 'sehen  Darstellung  (siehe 
§  l)  erhält  man  sie,  wenn  das  Projectionscentrum  P  auf  einer 
der  Geraden  p  der  Fläche  3**'  Ordnung  angenommen  wird;  der 
Punkt,  in  welchem  diese  Gerade  die  schneidende  Ebene  trifft, 
ist  alsdann  der  Doppelpunkt;  die  Projectionen  der  16  Geraden, 
welche  auf  der  Fläche  3**'  Ordnimg  die  Gerade  p  nicht  schneiden, 
geben  die  16  Doppeltangenten. 

Bei  der  Hesse 'sehen  Darstellung  (siehe  §  l)  dagegen  er- 
hält man  sie,  indem  man  zwei  von  den  8  Fundamentalpunkten 
des  Netzes  von  Flächen  2*®'  Ordnung  zusammenfallen  lässt. 

Die  Configuration  der  Doppeltangenten  lässt  sich  auf  die 
nämliche  Art  untersuchen,  wie  die  allgemeine,  wenn  man  sich 
denkt,  zwei  von  den  acht  Fundamentalpunkten  fallen  zusanmien 
und  mithin  die  16  Doppeltangenten  durch  die  Geraden  darstellt, 
welche  sechs  Fundamentalpunkte  zu  je  zweien  verbinden,  und 
durch  eine  andere  Gerade,  welche  durch  einen  siebenten  Punkt 
geht.  Die  Geraden,  welche  diesen  siebenten  Punkt  mit  den 
übrigen  sechs  verbinden,  entsprechen  den  sechs  von  dem  Doppel- 
punkt an  die  Curve  gelegten  Tangenten. 

Die  16  Doppeltangenten  lassen  sidi  auf  60  Arten  in  Gruppen 
von  je  vier  derart  vereinigen,  dass  durdi  die  acht  BerüJirungs- 
punkte  der  vier  Tangenten  einer  Gruppe  ein  Kegelschnitt  geht 
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lieber  die  Curven  4*®'  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt 
siehe  Brioschi,  Math,  Ann.,  4;  Gremona,  ib.,  id.;  Brill, 
CrelU,  65;  MaUi,  Ann.,  6,  etc. 


Von  den  Curven  4*®'  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  sind 
in  besonders  eingehender  Art  diejenigen  untersucht  worden,  deren 
beide  Doppelpimkte  die  imaginären  unendlu^  fernen  Kreispunkte 
sind.  Sie  heissen  hicirculare  Curven  4**'  Ordnung.  Casey, 
Trans,  of  the  R.  Irish  Acad.,  24,  1869  und  Siebeck,  CreUe, 
57,  59,  1860. 

Atts  jedem  der  beiden  Doppelpunkte  einer  Curve  4**'  Ord- 
nung mit  zwei  Doppelpu/nkten  gehen  vier  Tangenten  an  die  Curve 
und  die  anharmonischen  Verhältnisse  dieser  beiden  Büschel  von 
v^ier  Tangenten  sind  einander  gleich. 

Die  16  Schnittpunkte  der  ersten  4  Tangenten  mit  den  zweiten 
4  Tangenten  liegen  zu  je  vieren  auf  Kegelschnitten,  welche  durch 
die  beiden  Doppelpunkte  gehen. 

Die  bidrcutare  Curve  lässt  sich  als  die  Enveloppe  eines 
Kreises  von  variabelem  Radius  ansehen,  dessen  Centrum  sicfi  auf 
einem  festen  Kegelsdinitt  bewegt,  und  der  einen  anderen  festen 
Kreis  immer  orthogonal  durchschneidet  Ist  der  Kegelschnitt  eine 
Parabel,  so  zerfäUt  die  bicirculare  Curve  in  die  unendlich  ferne 
Gerade  und  in  eine  Curve  5**'  Ordnung. 

Ein  specieller  Fall  der  Curven  4*®'  Ordnung  mit  zwei 
Spitzen  sind  die  sogenannten  C artesischen  Ovale,  (Siehe  Kap.  17, 
§11)  deren  beide  Spitzen  die  zwei  imaginftren  unendlich  fernen 
Kreispunkte  sind. 

Die  Cartesischen  aus  zwei  Ovalen  bestehenden  Curven  haben 
die  Eigenschaft,  dass  auf  einer  Geraden  immer  drei  feste  Punkte 
A,  B,  C  existiren,  für  deren  Abstände  q,  q,  q'  von  einem  Punkt 
der  Curve  die  Rektionen 

Iq  -|-  mq'  =  c 

lg  "{-  ng"  =  c 

mg  —  ng    =  c 

besteJien,  worin  l,  m,  n,  c,  c,  c"  Constante  sind.  Die  Punkte  A,  B,  C 
heissen   Brennpunkte^    sind    sie    sämmtlich    reell,    so    heisst    die 
Curve  die  beiden  Ovale  des  Cartesius]  ist  nur  einer  reell,  so  ist 
die  Curve  von  der,  die  Descartes  studirte,  verschieden. 
Die  Gleichufig  der  Cartesischen  Curve  lautet 
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ivorin  S  =^  0  die  Gleichung  eines  Kreises ,  X  =  0  die  einer 
Geraden  ist,  und  k  eine  Constante  bedeutet.  Die  Gerade  L  =  0 
ist  eine  Doppeltangente  der  Curve. 

Die  Summe  der  Abstände  eines  Brennpunkts  voti  den  vier 
Punkten,  in  welelten  eine  Transversale  die  Cartesisdte  Curve 
schneidet,  ist  constant. 

Specielle  Fälle  der  Cartesischen  Curve  sind  die  Pascal'sche 
Schnecke  oder  Limagan  (lumaca)  irnd  die  Cardioide  (siehe  Kap.  17, 
§  11),  von  denen  die  erste  ausser  den  beiden  Spitzen  in  den 
beiden  Kreispunkten  noch  einen  Knotenpunkt  hat,  und  bei  der 
zweiten  dieser  Knotenpunkt  von  neuem  in  eine  dritte  Spitze  aus- 
geartet ist. 

Der  Gleidiung  der  Curve  4**'  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
punkten kann  man  die  Gestalt 

«11^2*^8^  +  OjÄ^S^^i*  +  «88^1^^2*  +  2028^1*^2^8  + 

--  2a8i  V^8^i  +  ^aigiCj^iTiiCg  =  0 
geben,  wenn  die  Eckepi  des  Fu/ndamentcddreiecks  der  homogenen 
Coordinaten  in  die  drei  Doppelpunkte  gelegt  werden. 

Dividirt  man  die  linke  Seite  mit  x^,  x^,  x^,  so  erkennt 
man  aus  der  so  erhaltenen  Gestalt  der  vorstehenden  Gleichung, 
dass  sie  sich  aus  der  Gleichung  eines  Kegelschnitts  durch  Vertau- 
schung der  Variabelen  mit  ihren  reciproken  Werthen  ableiten  lässt. 

Diese  Bemerkung  kann  mit  Vortheil  zum  Studium-  der 
Cui-ve  benutzt  werden. 

Bei  einer  Curve  4**'  Ordnu^  mit  drei  Doppelpunkten  be- 
rühren die  sedis  in  diesen  Punkten  an  die  Curve  gelegten  Tan- 
genten defiselben  KegeUchnitt. 

Die  sechs  Tafigenten,  welche  sich  von  den  drei  Doppelpunkten 
aus  an  die  Curve  zielten  lassen,  berühren  ebenfalls  einen  und 
denselben  Kegelschnitt. 

Die  acht  Berührungspunkte  der  4  Doppeltayigenten  einer 
solchen  Curve  liegen  auf  dem  nämlichen  Kegelschnitt. 

Die  Gleichung  der  Curve  4**"  Ordnung  mit  drei  Cuspidal- 
punkten  lässt  sich  immer  in  die  Form 

britufpn ;  die  drei  Spitzentangeni-en  sind  dann  durdi  die  Gleicliungen 


X^ 

ar, 

x^ 

^s 

^» 

^1 

gegeben  und  gelien  mitiiin  durdi  denselben  Punkt. 
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Die  Curven  4**'  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  wurden 
besonders  von  Brill,  Math,  Ann.,  12  und  Bretschneider, 
Diss.,  Erlangen,  1875  untersucht.  Siehe  auch  eine  neuere  Arbeit 
Ton  De  Vries,  La  qwirüque  trinodale,  Arckives  Teiler,  (2),  7, 
Haarlem  1900. 

Die  Curven  4**'  Ordnung  mit  Undulationspunkten ,  d.  h. 
Punkten,  in  denen  die  Tangente  die  Curve  vierpimktig  berührt, 
wurden  von  Cayley,  Salmon,  höhere  ebene  Curveti,  etc.,  Kantor, 
Sitzungsber.  d,  Wiener  Äcad.,  79,  1879  imd  Masoni,  Dissai., 
Napoü  1882  studirt. 

In  den  Undtddtionspunkten  wird  die  Curve  4**'  Ordnung 
von  ihrer  eigenen  Hesse* scften  Curve  berührt,     Cayley. 


lieber  die   biquadratische   temäre   Form,    ihre   Covarianten 
und  Invarianten  siehe  Bd.  1,  p.  339  und  folgende. 


Kapitel  IX. 

Allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Flächen  nni 

algebraischen  Ranmcnrven. 

§  1.  Allgemeines.  Abwickelbare  und  windflohiefe  Flächen.. 
Schnitte  von  Flächen.     Die  Gteometrie  auf  den 

algebraischen  Flächen. 

Der  Ort  der  Punkte,  welche  analytisch  durch  eine  alge- 
hraische  Gleichung  «**^  Grads  zwischen  den  drei  Cartesischea 
Coordinaten  eines  Punkts  des  Raums  bestimmt  werden,  heisst  eine 
Fläche  n**'  Ordnung. 

Die  Flädie  1^'  Ordnung  ist  die  Ebene, 

Jede  Gerade  des  Raums  trifft  die  Fläche  n*®'  Ordnung  in  n 
(reellen  oder  imaginären)  Punkten  und  jede  Ebene  schneidet  sie 
in  einer  Curve  n*®'  Ordnung, 

Die   GleicJiung  einer  Fläche  n*"  Ordnung  enthält   homogen 

^n(n*  +  6n  +  11)  +  1  =  (-  +  8)  =  J\'(«)  +  1 

Coefficienten, 

Tatigente  an  eine  Fläche  wird  die  Grenzlage  einer  Geraden 
genannt,  welche  durch  zwei  Pimkte  der  Fläche  geht,  wenn  diese 
Punkte,  immer  auf  der  Fläche  bleibend,  sich  unbegrenzt  einander 
nähern  (zivdpunktige  Berührung), 

Osculatiofistangefite  einer  Fläche  ist  die  Grenzlage  einer 
Geraden,  welche  durch  drei  oder  mehr  Punkte  einer  Fläche  geht, 
wenn  diese  Punkte  sich  unbegrenzt  einander  nähern.  Dreipunktige 
Berührung,  vierpunktige  etc. 

Alle  Tangenten  an  eine  Fläche  in  einem  Punkt  P  derselben 
liegen  im  Allgemei^ien  in  einer  Ebene,  tvelche  die  Tangentenebene 
der  Fläche  in  dem  Punkt  P  heisst. 

Die  Tangentenebene  einer  Fläc/ie  in  einem  Punkt  P  scfmeidet 
die  Fläche  in  einer  Curve,  die  in  P  einen  Doppelpunkt  hat,     Ist 
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P  eine  Spitze  (oder  CuBpidalpimkt),  so  beisst  die  Tangentenebene 
stationär  oder  Wendungsberühnmgsebene, 

I>ie  beiden  Tcmgenten  in  dem  Doppelpunkt  (InflexUmS"  oder 
Hcmpttangenten)  sind  zwei  Oscidationstangenten  der  Fläche,  Je 
nachdem  diese  Tangenten  reell  oder  imaginär  sind  oder  zu- 
sammenfallen, beisst  der  Punkt  P  der  Fläche  hyperbolisch,  eUip- 
tisch  oder  parabolisch. 

Die  parabolischen  Punkte  einer  Fläche  bilden  die  sogenannte 
parabolisdie  Curve  (Curve  der  parabolischen  Punkte), 

Die  Anzahl  der  Tangentenebenen,  die  man  von  einer  be- 
liebig im  Baum  gelegenen  Geraden  aus  an  eine  Fläche  legen 
kann,  beisst  Glosse  der  Fläche. 

Eine  Fläche  n*®'  Ordnung  ist  im  ÄUgemeinen  van  der  Classe 
n(n —  l)^  wenn  die  Flädte  keine  Singularität  enthält 

Die  Gleichung  der  Fläche  sei  in  homogenen  Coordinaten 
0!^,  x^,  x^,  x^  gegeben  und  es  werde  angenommen,  die  linke  Seite 
sei  nach  den  Potenzen  von  x^  geordnet,  die  Gleichung  habe  also 
die  Gestalt 

«0^4"  +  u^x^""-^  +  Wjir^"- *  H =  0, 

worin  Uq,  u^,  u^,  .  » :  homogene  ganze  Funktionen  vom  Grad 
0,1,2,...  in  x^,  x^,  Xq  sind. 

Wenn  der  Punkt  d?i  =  Xg  =  a:^  =  0  ein  Pimkt  der  Fläche 
ist,  so  folgt  iIq  =  0,  und  die  Tangentenebene  in  diesem  Punkt 
ivird  durcfi  u^  =  0  dargestellt. 

Wenn  tvir  anstatt  der  Tangentiatebetie  mit  Dupin  eine  Hir 
paraUele  und  unendlidi  naJie  Ebene  betrachten,  so  kann  der 
Sdmitt  dieser  Ebene  mit  der  FUicIie^  abgesehen  von  Unendlich' 
kletncfi  höherer  Ordnung,  annähernd  als  eine  Curve  Sf^^  Ordnung 
angesehen  werden,  weldie  die  Dupin'sche  Indicatrix  genannt 
wird.  Der  Punkt  der  Fläclie  ist  elliptisch,  paraboliscfi  oder  hyper- 
bolisch, je  nachdem  dieser  KegdscJinitt  eine  Ellipse,  Parabel  oder 
Hyperbel  ist. 

Gibt  man  der  Gleichung  der  Fläche  die  Gestalt  z  =  f{x,  y)^ 
so  ist  der  Punkt  (x,  y,  z)  der  Fläche  elliptisch,  parabolisch  oder 
hyperbolisch,  je  nachdem 


\dxdy)    >  \dxV  \dy*)     ^^^' 
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Der  nicht  ebene  Schnitt  oder  ein  Theil  des  nicht  ebenen 
Schnitts  zweier  algebraischer  Flächen  heisst  ein^  algebraische,  nicht 
ebene  oder  gewundene,  oder  doppelt  gekrümmte  Curve  oder  auch 
eine  algebraische  Raumcurve, 

Jede  algebraische  Raumcurve  wird  von  einer  beliebigen 
Ebene  des  Baums  in  einer  festen  Anzahl  von  (reellen,  zusammen" 
fallenden  oder  imaginären)  Punkten  geschnitten.  Diese  ZaM 
heisst  die  Ordnung  der  Raumcurve, 

Die  geringste  Ordnung  einer  nicht  degenerirten  Raumcurve  ist 
die  dritte. 

Man  beachte,  dass  streng  genommen  nidit,  wie  bei  den 
ebenen  Curven,  die  Gesammtheit  zweier  Baumcurven  von  den 
Ordnungen  d,  d!  immer  als  Degeneration  einer  Baumcurve  von 
der  Ordnimg  d  -\-  dl  betrachtet  werden  kann;  denn,  wenn  eine 
auf  einer  algebraischen  Fläche  liegende  Raumcurve  von  der  Ord- 
nung d  -\-  d!  m  zwei  Curven  von  den  Ordnungen  d  und  d!  zer- 
fällt, so  werden  diese  im  Allgemeinen  Schnittpunkte  haben,  und 
dieser  Fall  wird  im  Allgemeinen  nicht  eintreten,  wenn  die  beiden 
gegebenen  Curven  beliebig  im  Raum  liegen. 

Die  Grenzlage  einer  Geraden,  welche  durch  zwei  sich  un- 
begrenzt einander  nähernde  Punkte  einer  Curve  geht,  heisst,  wie 
immer,  die  Tangente  a/n  die  Curve,  und  die  Grenzlage  einer 
Ebene,  welche  durch  drei  sich  unbegrenzt  einander  nähernde 
Punkte  einer  Curve  geht,  die  Schmiegungsebene  (Krümmungsebene 
oder  Oculaiionseibene)  an  die  Curve. 

Die  (Jlasse  oder  der  Rang  einer  Raumcurve  ist  die  Anzahl 
ihrer  Tangenten,  welche  von  einer  beliebigen  Geraden  des  Raums 
getroffen  werden,  oder  auch  die  Anzahl  der  Ebenen,  welche  durch 
eine  feste  beliebige  Gerade  des  Raums  imd  durch  Tangenten  der 
Raumcurve  gehen. 

Einige  Autoren  nennen  diese  Zahl  den  Rang  und  verstehen 
unter  Glosse  die  Classe  der  osculirenden  Developpabelen  (siehe 
S.  207).  Für  uns  jedoch  sollen  die  Worte  Rang  und  Classe 
einer  gewundenen  Curve  dieselbe  Bedeutung  haben,  ebenso  wie 
wir  den  Worten  Ordnung  und  Rang  der  Developpabelen  (siehe 
§  4)  denselben  Sinn  beilegen. 


Jede  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugte  Fläche 
ist  eine  Regelfläche.  Man  unterscheidet  abwickelbare  (developpa- 
bele)  und  mndschiefe  (nidit  abwickelbare)  Regelflächen. 
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Jede  ahicickeVbare  Fläche  ist  der  Ort  der  Tangenten  einer 
Baumcurve.  Sie  wird  daher  durch  die  Bewegung  einer  Geraden 
erzeugt,  deren  beide  aufeinander  folgenden  Lagen  sich  in  der- 
selben Ebene  befinden. 

Die  Erzeugenden  der  Developpäbden  sind  die  Tangenten 
der  Raumcurve,  welche  ihrerseits  die  Cttspidal-  oder  Rückkehr' 
kante  der  Fläche  (arete  de  rebroussement  nach  Monge)  ist. 

I>ie  Ordnung  einer  abwickelbaren  Fläche  ist  der  Classe  der 
Raumcurve  gleich. 

Diese  Zahl  wird  der  Rang  des  aus  der  Raumcurve  und 
ihrer  Developpabelen  bestehenden  Systems  genannt;  vergl.  S.  206. 

Jede  Osculatiofisebene  der  Raumcurve  ist  Ta/ngetitialebene  an 
die  dbwickeibare  Fläche,  welche  mithin  die  Envelqppe  der  Oscu- 
lationsebenen  der  Raumcurve  ist.  Sie  heisst  daher  auch  oscu- 
lirende  Devehppabele,  Schneidet  man  die  abwickelbare  Fläcfie 
mit  einer  Ebene,  so  ist  der  Punkt,  in  welchem  diese  Ebene  die 
Raumcurve  trifft,  eine  Spitze  der  Schnittcurve. 

Die  Punkte,  in  welchen  sich  zwei  nicht  benachbarte  Er- 
zeugende der  abwickelbaren  Fläche  treffen,  bilden  die  doj^lt 
eingeschriebene  Curve  der  developpabelen  FUUßie  oder  kurz  ihre 
Doppekurve  oder  Knotencurve. 

Die  Curve,  in  welcher  die  Develqppabele  durch  eine  Ebene 
geschnitten  wird,  hat  einen  Doppelpunkt  in  jedem  Punkt,  in 
welchem  die  Doppelcurve  von  der  Ebene  getroffen  wird. 

Jede  beliebige  Erzeugende  einer  Developpabelen  n^^  Ordnung 
trifft  n  —  4  andere  nicht  benachbarte  Erzeugende. 

Die  Ebenen,  welche  durch  zwei  nicht  consecutive  Erzeugende 
gehen,  hüUen  eine  neue  Devdoppabele  ein,  welche  die  Raumcurve 
doppelt  (in  zwei  PuiMen)  berührt  und  daher  die  Bitangential' 
developpabele  an  die  Raumcurve  genannt  wird. 

Bei  einer  Baumcurve  heisst  die  Anzahl  ihrer  sciieinbaren 
Doppelpunkte  die  Zahl  der  von  einem  Punkt  des  Baums  aus 
gezogenen  Geraden,  welche  die  Curve  zweimal  treffen.  Diese 
Zahl  ist  selbstverständlich  für  jeden  beliebigen  Punkt  des  Raums 
dieselbe. 

Bei  einer  developpabelen  Fläche  nennt  man  die  Anzahl 
ihrer  scheinbaren  Doppelebenen  die  Zahl  der  in  einer  beliebigen 
Ebene  des  Baums  liegenden  Geraden,  in  denen  zwei  der  die 
Developpabele  einhüllenden  Ebenen  sich  schneiden.  Äucli  diese 
Zahl  ist  natürlich  constant 

Classe  der  abwickelbaren  Fläche  heisst  die  Zahl  der  Tan- 
gentialebenen, welche  sich  von  einem  beliebigen  Punkt  des  Baums 
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aus  an  sie  legen  lassen,  oder  auch  die  Zahl  der  durch  einen 
beliebigen  Punkt  des  Baums  gehenden  Osculationsebenen  an  die 
Cuspidalcurve  der  Developpabelen. 

Ein  specieller  Fall  der  abwickelbaren  Fläche  ist  der  Kegel, 
Diese  Fläche  wird  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugt, 
von  welcher  ein  Punkt  festliegt. 

Nimmt  man  an,  der  Schnitt  des  Kegels  mit  einer  Ebene 
sei  eine  algebraische  Curve  n^'  Ordnung,  so  heisst  auch  der 
Kegel  algebraisch  und  n  seine  Ordnung,-  Die  Classe  des  Kegels 
ist  die  Glasse  der  Schnittcurve. 


Die  windschiefe  Eegelfläche  wird  durch  eine  Gerade  erzeugt, 
welche  sich  so  bewegt,  dass  im  Allgemeinen  keine  zwei  conse- 
cutiven  Lagen  derselben  in  der  nämlichen  Ebene  liegen. 

Eine  windsdmfe  Fläcfie  »*•'  Ordnung  ist  auch  n^  Classe 
und  umgekehrt,  Cayley,  Canibr.  MaGi,  Joum,,  7,  1852  =  Coli, 
math,  papers,  2,  33. 

Die  Punkte,  in  welchen  sich  zwei  nicht  benachbarte  Er- 
zeugende der  windschiefen  Fläche  schneiden,  bilden  auch  hier 
eine  Doppel-  oder  Knotencurve  der  Fläche. 

Die  Ebenen,  welche  durch  zwei  nicht  cofisecutive  Erzeugende 
einer  windschiefen  Fläcfie  gehen,  sind  Doppeltangentiälehenen  der 
Fläche.  Sie  hüllen  eine  abunckelhare  Fläche  ein,  welche  Doppel- 
tangentialdeveloppahele  der  gegebenen  windschiefen  Fläche  ge- 
nannt tcird. 

Die  Classe  der  DoppeUangentialdeveloppabden  einer  tvind- 
schiefen  Flädie  ist  der  Ordnung  der  Doppelcurve  gleich  (Cayley). 


Wir    wollen    nun    einige   Fundamentalrelationen    bez.  emer 
allgemeinen  FläcJie  w*®'  Ordnung  ohne  Singularitäten  betrachten. 
Yergl.  §  4.     Zugleich  mit  dieser   allgemeinen  Fläche  sollen  die 
beiden  abwickelbaren  Flächen  in  Betracht  gezogen  werden,  welche 
von  den  Doppeltangentialebenen  der  Fläche  und  yon  den  statio- 
nären Ebenen  eingehüllt  werden. 
Wir  bezeichnen  mit: 
n  die  Ordnung  der  Fläche, 
a  die  Ordnung  des  der  Fläche   umschriebenen  Kegels,  dessen 

Spitze  ein  beliebiger  Punkt  des  Raums  ist, 
d  die  Anzahl  der  Doppelerzeugenden  dieses  Kegels, 
9c   die  Anzahl  der  Bückkehrerzeugenden  desselben  Kegels, 
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n  die  Classe  der  Fläche, 

a  die  Classe  eines  ebenen  Schnitts  derselben, 

^'  die  Anzahl  der  Doppeltangenten  an  diesen  Schnitt, 

x'  die  Anzahl  seiner  Wendetangenten, 

V  die  Classe  der  von  den  Doppeltangentialebenen  der  Fläche 
umhüllten  abwickelbaren  Fläche, 

k'  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelebenen  dieser  Developpa- 
belen,  d.  h.  die  Anzahl  der  in  einer  beliebigen  gegebenen 
Ebene  liegenden  Schnitte  zweier  ihrer  Ebenen, 

i'  die  Anzahl  der  die  Fläche  dreimal  berührenden  Ebenen, 

q  die  Ordnung  der  Developpabelen  der  Doppeltangentialebenen, 

^  die  Ordnung  der  Curve  der  Berührungspunkte  der  Doppel- 
^  tangentialebenen, 

c  die  Classe  der  Developpabelen  der  stationären  Tangential- 
ebenen der  Fläche, 

}i  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelebenen  dieser  Developpa- 
belen, 

r   die  Ordnung  derselben  Fläche, 

^  die  Anzahl  der  den  beiden  abwickelbaren  Flächen  (d.  h. 
der  durch  die  Doppeltangentialebenen  und  der  durch  die 
stationären  Ebenen  erzeugten  Developpabelen)  gemeinschaft- 
lichen Ebenen,  welche  für  die  letztere  Fläche  ebenfalls 
stationär  sind, 

/  die  Anzahl  der  denselben  abwickelbaren  Flächen  gemein- 
samen Ebenen,  die  jedoch  auch  für  die  erstere  Fläche 
stationär  sind, 

</  die  Ordnung  der  parabolischen  Curve. 
Es  bestehen  dann  die  folgenden  Belationen: 

a  =  a  =  n{n  —  1),  (diese  Zahl  pflegt  man  den  Bang  der 
Fläche  zu  nennen), 

ö  =  ^n{n  —  1)  (w  —  2)  (n  —  3), 

X  =  n{n  —  l)  (w  —  2), 

n  =  n(n  —  l)*, 

ö'  =  in(n  —  2S(n^—9), 

yC  =  3«(n  —  2), 

V  =  :^n\n  —  1}  (n  —  2)  («»  —  n^  -f  w  —  12), 

li  =  in(w  —  2)  (w^^  —  6w»  +  16«8  _  54n'  +  164««  — 

—  288««^+ 547«*— 1058n8+ 1068«^— 1214«+1464), 
r  =  ^«(«  —  2)  («^  —  4««  +  7«^  —  46«*  -f  114«»  — 

—  Hin*  +  548«  —  960), 

g'  =  nf«  —  2)  in  —  3)  («*  +  2«  —  4), 
^'  =  n(«  —  2)  («»  —  «*  -f  «  —  12), 

Pascal,  Repertorium.  n.  14 
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c'  =  4wfn  —  l)  (^  —  2), 

h'  =  \n\n  —  2)  f  16n*  —  64n«  +  SOw^  —  108«  +  156), 

/  =  2n{n  —  2)  hn  —  4), 

ß'  =  2n(«  —  2)  (11  n  —  24\ 

/  =  in(n  —  2)  (w  —  3)  (n»  +  3n  —  16), 

<r'  =  4«(«  —  2). 

Zicei  Flächen  von  den  Ordntmgen  n^  und  n^  schneiden  sich 
in  einer  Rmmicurve  von  der  Ordnung  n^Wg. 
Alle  Flächen  n^'  Ordnung,  welche  durch 


2yr(«)-i  =  (''  +  »)-2 


tcülkürlich  im  Baum  gegebene  Punkte  gehen,  schneiden  sich  in 
einer  und  derselben  Ramncurve  von  der  Ordnung  n*. 

Ist  eine  Baumcurve  von  der  Ordnung  n^  der  vollständige 
Sdmitt  zweier  Flächen  n*®'  Ordnung,  so  enthält  jede  Flädie  «**' 
Ordnung,  welche  durch  N(n)  —  1  beliebige  Punkte  der  Curve  geht, 
die  Curve  vollständig» 

Wenn  eine  Baumcurve  fi^  Ordnung  gegeben  ist,  so  lässt 
sicfi  eine  Fläche  w*®'  Ordnung  durch  sie  legen,  wenn  nur 

N^n)  >  «ft 

ist,  weü  alsdann  jede  Fläche  n*®'  Ordnung,  die  durdi  n^i  -{-  1 
beliebig  auf  der  Curve  angenommene  Punkte  geht,  die  Curve  ft**' 
Ordnung  vollständig  enthält. 

Die  Anzahl  nicht  weiter  reducvrbarer  Bedingungen,  unter 
welchen  eine  Fläche  «**'  Ordnung  sich  durch  eine  Curve  fi^^  Ord- 
nung legen  lässt,  hat  als  obere  Grenze  die  Zahl 

n(i  4"  1. 

Für  eine  Curve  vom  Geschledd  Null  (vergl.  §  4)  ist  die 
Anzahl  der  Bedingungen  genau  «|ii  +  1. 

Bei  einer  Curve  vom  Geschlecht  Eins  (elliptischen  Curve) 
beträgt  sie  wft.     Hermite,  CreUe,  82, 

Für  eine  Curve  vom  Gesddecfit  p  ^^i  —  3  ist  diese  Zahl 
nidd  weiter  zurückführbarer  Bedingungen  nfi  +  1  — Pf  Linde- 
mann,  CreUe,  84;  Halphen,  Journ.  de  VEcole  polyt,  62,  p.  15. 

Man  beachte  jedoch,  dass  diese  Zahlen  nur  für  hinreichend 
grosse  n  genau  sind. 

Wenn  die  Curve  der  vollständige  Sdinitt  von  Flächen  der 
Ordnungen  n^,n^  ist,  so  beträft  die  Anzahl  der  entsprechenden 
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nicfit   reducirbaren  Bedingungen   für   eine  Flädie   n**'  Ordnung, 
falls  sie  durch  die  Curve  gehen  söU,  wieder 

w^  +  1  — p 

für  jedes  beliebige  p^  vorausgesetzt  dass 

n  ^  «1  4"  '*2  —  ^ 
ist;  in  dem  anderen  Fall  setze  man 

«  =  ♦»1  +  ♦*«  —  ^' 
und  findet  dann  als  gesuchte  ÄnzaJd  van  Bedingungen: 

(d  --  1)  (^  -  2)  {S  ~  8) 

n^-f-  1  —  p  -^ g 

Siehe  Ralphen,  1.  c,  p.  18. 

Die  Raumcurve,  welche  der  vollständige  Schnitt  zweier  Fläctien 
von  den  Ordnungen  n^,  n^  ist,  wird  durch 

N{n^)  —  N(n^  —  n,)  —  1 

wtUkürlich  im  Raum  gegebene  Punkte  individualisirt. 

Wenn  die  SchnitÜinie  zweier  Flächen  n*®'  Ordnung  eine  voll- 
ständig auf  einer  Fläche  jp*®'  Ordnu^  liegende  Curve  von  der 
Ordnu/ng  np  enthält,  so  ist  ihr  übriger  Theü  eine  auf  einer  Fläche 
von  der  Ordnung  n — p  gelegene  Curve  [n(n — i>)]*®'  Ordnu/ng. 
Poncelet,  1830. 

AUe  Flädien  w*®'  Ordmmg,  die  durch  N{n)  —  2  beliebig 
im  Baum  gegebene  Punkte  gehen,  schneiden  sich  ausser  in  diesen 
noch  in  anderen  n'  —  N(n)  +  2  dtM'ch  die  ersteren  bestimmten 
Ptmkten. 

Drei  Flädien  von  den  Ordnungen  «i,  «j,  Wj  schneiden  sich 
in  n^WjWj  Punkten,  von  denen  ein  Theü  durch  die  übrigen  be- 
stimmt ist.     Es  sind  ins  Besondere,  tcenn  Wj  ^  Wj  +  «8  *^' 

^n^n^{2n^  —  «j  —  nj  +  4)  —  1 

Punkte  wiUkürlich  und  der  Best  ist  durch  diese  bestimmt;  wenn 
dagegen  n^  <  «j  4"  '^s  ^^^  Wj  >  fig,  «i  >  Wg  ist,  so  beträgt  die 
Anzahl  der  iviUkärlichen  Punkte 

iw8«3(2»i  —  «8  —  W3  +  4)  +  N(n^  +  n,  —  «1  —  4). 

Diese  Formeln  gelten  nicHit  für  «2  =  ^8*    Jacobi,  CreUe,  15. 

Wenn  von  den  «'  Punkten,  die  drei  Flächen  w*^'  Ordnung  ge- 
meinsam sind,  n^p  auf  einer  Fläche  p^^  Ordnu/ng  liegen,  so  befinden 
sieh  die  n^(n  — p)  übrigen  auf  einer  Fläche  (n  — p)^^  Ordnung. 
Poncelet. 
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Drei  Flächen  von  den  Ordnungen  n^, «,,  «3,  welche  eine 
Curve  n^^  Ordnung  und  r*®'  Classe  (r^^  Ba/ngs)  gemeinsam  haben, 
schneiden  sich  überdies  in 

«1^2*^8  —  ^K  +  n^  +  ^3  —  2)  +  r 
FunJden, 

Wenn  diese  Curve  auf  der  ersten  Fläche  eine  Boppelcurve 
ist  (vergl.  §  4),   so  beträgt  die  Anzahl  der  gemeinsamen  Punkte 

Wi«2«8  —  «K  +  2«,  +  2w8  —  4)  +  2r. 
Siehe   Salmon-Fiedler,   Geom.  des  Raumes,   2,  p.  145,  146, 
3*«  Ausg. 

Wenn  ein  drei  Fläcfien  von  den  Ordnungen  ni,n^,n^  ge- 
meinschaßUcher  Punkt  für  sie  ein  vielfadier  Funkt  (vergl.  §  4) 
von  den  Ordnungen  X,  (i,  bez.  v  ist,  so  besteht  die  nothwendige 
und  ausreichende  Bedingung,  damit  in  diesem  Punkt  sich  k(iv 
der  n^n^n^  Schnitte  vereinigen,  darin,  da^s  die  Berührwngskegel 
an  die  drei  Flächen  in  dem  gemeinsamen  Punkt  keine  gemein- 
sdiaftlicfte  Erzeugende  haben.  Einen  strengen  Beweis  dieses 
Satzes,  der  die  Erweiterung  eines  ähnlichen  Theorems  über  die 
ebenen  Curven  ist  (siehe  z.  B.  die  Arbeit  von  Voss,  die  auf 
S.  129  citirt  wurde,  Math.  Ann,,  27,  p.  533  und  ff.),  hat  Ber- 
zolari,  Ann,  di  mat,,  24  zu  geben  versucht;  doch  sind  seine 
Untersuchungen  viel  umfangreicher. 

Mit  den  Schnitten  von  Flächen  beschäftigten  sich  Poncelet, 
Tratte  des  proprietes  projedives  des  figures  etc.,  2,  Metz  und 
Paris,  1822;  Jacobi,  CreUc,  15;  Plücker,  ib.,  16,  19;  Cayley, 
Collected  matJiematicäl  papers,  13  Bde.  und  ein  Indexband, 
Cambridge  1889 — 1898,  1,  p.  259;  Reye,  Math,  Ann,,  2;  etc. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  hierher  gehörigen  ünter- 
suchimgen  Über  Flächen,  welche  vielfache  Punkte  oder  Linien 
gemeinschaftlich  haben. 

Resultate  darüber  verdankt  man  Cayley 's  Abhandlung  über 
die  birationalen  Transformationen  des  Raimis:  On  the  rational 
transf  between  two  Spaces,  Proc,  of  the  Lond,  Matfi.  Soc.,  Bd.  3, 
1870  =  Coli.  math.  papers,  7,  p.  189  mit  ihren  sogenannten  Aequi- 
välenz-  imd  Postulatimisformeln.  Spätere  Untersuchungen  sind 
von  Noether,  Ann,  di  mat,  (2),  5  und  Anderen. 


Man  kann  über  die  Flächen  und  Raumcurven  Theoreme  auf- 
stellen, die  sich  als  Erweiterungen  der  Sätze  ansehen  lassen, 
welche  die  Grundlage  der  Theorie  der  Punktgruppen  auf  einer 
ebenen  Curve  bilden. 
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Es  sei  eine  allgemeine  Fläche  F^  von  der  Ordnung  n  gegehen. 
Zwei  Curven  B,  S,  welche  zusammengenommen  den  vollständigen 
Schnitt  von  F^  durch  eine  andere  Fläche  bilden,  heissen  residual 
imd  die  eine  das  Besiduum  der  anderen.  Zwei  Curven  heissen 
femer  corresidtml,  wenn  jede  von  ihnen  in  Bezug  auf  dieselbe  dritte 
Curve  residual  ist.  Analoge  Definitionen  gelten  für  die  Gruppen 
von  Punkten,  welche  aus  einer  Raumcurve  von  Flächen  aus- 
geschnitten werden. 

Wir  können  jetzt  die  Restsätze  über  die  Flächen  und  Baum- 
curven  auf  die  folgende  Art  fassen: 

Sind  auf  einer  Fläche  zwei  Curven  R,  R  residual  zu  der- 
selben Curve  R',  also  corresidual  zueinander,  so  sind  sie  es  auch 
in  Bezug  auf  jede  andere  Curve  i?"',  . . .,  tvelche  zu  einer  von 
Urnen  (etwa  B)  residual  ist. 

Es  sei  eine  Curve  B  als  Schnitt  zweier  Flächen  F,  O  ge- 
gehen und  R  sei  eine  Besidual-  oder  Bestcurve  von  B;  die 
durch  R  gehenden  Flächen  mögen  B  in  PunJctgruppen  schneiden, 
die  zu  einer  anderen  gegebenen  Gruppe  corresidual  sind;  nimntt 
man  nun  für  F,  <P  und  R  andere  Fläcfien  bez.  Curven  und 
lüsst  nur  B  unverändert,  so  bleibt  das  System  der  Punktgruppen 
dasselbe. 

Untersuchungen  dieser  Art  (über  die  Geometrie  auf  einer 
algebraischen  Fläche) y  deren  erste  Anregung  Clebsch  zu  ver- 
danken ist,  stellte  speciell  Noether,  Math.  Ann.,  2,  8  an;  in 
der  letzten  Zeit  haben  sich  namentlich  Castelnuovo  und 
Enriques  in  verschiedenen  Publicationen  damit  beschäftigt . 
Eine  Darlegung  der  erhaltenen  Resultate  findet  man  in  einer 
Arbeit  der  letzteren  Autoren,  Math.  Ann.,  48. 


Die  ersten  Studien  über  die  Theorie  der  Flächen  stammen 
aus  der  Zeit  Euler^s,  von  dem  auch  die  Grundlage  der  Theorie 
der  abwickelbaren  Flächen  herrührt. 

Systematische  Behandlungen  dieser  Theorie  der  Flächen 
vom  Standpimkt  der  höheren  Geometrie  aus  gibt  es  nicht  viele. 
Indem  wir  uns  vorbehalten,  die  speciellen  Arbeiten  an  den  be- 
treffenden Stellen  zu  citiren,  führen  wir  hier  als  grundlegend 
nur  an:  die  Abhandlung  von  Cremona,  Preliminari  di  una 
teoria  geometrica  deUe  super fide,  Bologna,  1866,  deutsch  von 
Curtze,  Grundzilge  einer  allgemeinen  Theorie  der  Oberflächen, 
Berlin,  1870  und  Die  analytiscfie  Geometrie  des  Baumes  von 
Salmon,    deutsch  v.  Fiedler,   3*®  Aufl.,  Leipzig    1880.     Man 
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beachte,  dass  in  der  deutschen  üebersetznng  des  C rem on ansehen 
Werkes  zahlreiche  neue  Abschnitte  hinzugefügt  wurden,  die  in 
dem  italienischen  Text  nicht  enthalten  sind;  unsere  Citate  be- 
ziehen sich  überall  auf  die  deutsche  Ausgabe. 


§  2.    AnalytiBohe   DarsteUtmg   der   gewnndeiien   Cnrven« 

Die  Monoidflächen  Cayley*». 

In  der  Lehre  von  den  algebraischen  Raumcurven  ist  die 
analytische  Darstellung  dieser  Curven  ein  besonders  interessantes 
Problem. 

Wenn  die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Curve  als  Functionen 
eines  Parameters  festgestellt  sind,  so  ist  das  Problem  damit  ge- 
löst; es  ist  jedoch  nur  selten  thunlich,  die  Coordinaten  in  dieser 
Art  auszudrücken. 

Der  Gedanke,  die  Curve  durch  die  Gleichimgen  zweier 
Flächen  darzustellen,  welche  durch  sie  gehen,  bietet  sich  als  der 
natürlichste  zunächst  dar;  man  erkennt  aber  leicht,  dass  es 
Curven  gibt,  welche  nicht  vollständige  Sdinitte  zweier  Flächen 
sind;  diese  Darstellimg  lässt  uns  daher'  im  Stich,  da  sie  die 
Haumcurve  im  Allgemeinen  nidit  individualisircn  kann. 

Alsdann  dachte  man  daran,  die  Curve  durch  die  Gleichungen 
dreier  durch  sie  gehender  Flächen  zu  bestimmen,  welche  sonst 
keine  Punkte  gemeinschaftlich  haben.  Man  sah  aber  ein,  dass 
im  Allgemeinen  auch  drei  Flächen  nicht  hinreichen,  imd  fand  in 
Folge  eines  Theorems  von  Kronecker,  Cr  eile,  92,  welches  sich 
auf  die  Lehre  von  den  algebraischen  Funktionen  bezieht,  dass 
die  Gleichungen  von  vier  Flächen  nöthig  sein  können,  um  eine 
allgemeine  Curve  zu  kennzeichnen.  Vahlen,  Crelle,  108  gab 
dafCb*  das  folgende  Beispiel  an:  Man  nehme  an,  der  Schnitt 
zweier  Flächen  JP  ,  F^  von  den  Ordnungen  fi,  v  zerfalle  in  zwei 

Curven  2?S»,  2^»  von  den  Ordnungen  m,  m  und  den  Geschlechtem 
j?,j?'*).     Die  Anzahl   der  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  ist 

8  =  m(ti  +  V  —  4)  —  2(i)  —  1). 

Legt  man  nun  eine  neue  Fläche  F  nur  durch  22^,  so  wird 
diese  von  iJ^'  in 

8  =  (iVQ  —  w(|tt  +  V  -j-  9  —  -i)  +  2 (i?  —  1) 


1)  üeber  die  Definition  des  Geschlechts  der  Raumcurven  siehe  §  4. 
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Punkten  geschnitten  werden,  welche  auf  allen  drei  Flächen,  aber 

nicht  auf  JR^  liegen. 

Nun  wird  es  im  Allgemeinen  nicht  möglich  sein,  für  eine 

gegebene  Curve  JR^  drei  Plftchen  derart  zu  bestimmen,  dass  8 
verschwindet;  denn,  betrachtet  man  eine  Curve  5**'  Ordnung 
vom  Geschlecht  Null '  üg^,  welche  eine  vierfach  schneidende 
Gerade  (eine  Quadrisecante)  hat,  so  muss,  wenn  S  verschwinden 
soll,  weil  durch  B^^  keine  Fläche  zweiter  Ordnung  geht, 
f*  =  V  =  ^  =  3  sein;  durch  drei  Flächen  3*®'  Ordnung  allein 
kann  aber  R^^  nicht  bestimmt  werden,  da,  wie  man  leicht  sieht, 
jede  solche  Fläche,  weil  sie  B^^  enthält,  auch  die  Quadrisecante 
enthalten  müsste. 

Eine  andere  Methode,  eine  Baumcurve  darzustellen,  besteht 
darin,  die  Gesammtheit  aller  die  Curve  treffender  Geraden  zu  be- 
trachten; führt  man  die  sechs  Geradencoordinaten  im  Raum  ein,  so 
wird  der  Complex  von  Geraden  analytisch  durch  eine  Beziehung 
zwischen  diesen  sechs  Coordinaten  ausgedrückt;  umgekehrt  aber 
stellt  nicht  jede  Relation  zwischen  den  sechs  Geradencoordinaten 
auf  solche  Art  eine  Curve  dar.  Siehe  Kap.  14.  Mit  dieser  Dar- 
stellung beschäftigten  sich  Cayley,  Quart,  Joum,,  3,  5,  1860, 
1862  und  Voss,  Math,  Ann,,  13. 

Noch  eine  weitere  Darstellungsart  schliesslich  rührt  eben- 
falls von  Cayley  her  und  beruht  auf  den  sogenannten  Monoid- 
flächen. 

Es  seien  x^,x^,x^,x^  die  homogenen  Coordinaten  eines 
Punkts  der  Curve  und  von  dem  Punkt  0  {xy  =  x^  =  x^  =  0), 

einer  Ecke  des  Fundamentaltetraeders,  aus  möge  die  Curve  i^ 
von  der  Ordnung  m  und  dem  Geschlecht  p  auf  die  Ebene  x^  =  0 
projicirt  werden. 

Die  Gleichung  der  Projectionscurve  sei 
worin  wir  uns   die  Coordinaten  g  derart  gewählt  denken,   dass 

§1  •  §j  •  §8  ^^^  X^IX^'  X^      ist. 

Es  bestehen  dann  die  Relationen 

t      t      t  '''n® 

worin  die  iff  rationale  ganze  Functionen  der  ^  von  der  Ordnung 
n  bez.  n  —  1  sind. 
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Die  Curve  i2^  ergibt  sich  dann  als  Schnitt  der  beiden 
Flächen 

/m(^)  =  0     und     x^^n-i{jc)  —  ^„{x)  =  0, 

von  welchen  die  erste  ein  Kegel  mf^  Ordnung  ist,  dessen  Spitze 
in  dem  Punkt  0  (x^  =  oj,  =  «j  =  0)  liegt,  und  die  zweite  eine 
Fläche  »*"  Ordnung  ist,  die  den  Punkt  O  zum  (n  —  l)-fachen 
Punkt  hat  (vergl.  §  4)  und  von  Cayley  eine  MonaiM&che  ge- 
nannt wurde. 

Der  Kegel  und  das  Manoid  schneiden  sich  ausser  in  iZS» 
noch  in  m(n — l)  durdh  0  gehenden  Geraden,  welche  die  Schnute 
zweier  Ke^el  f„^  =  0  und  tp«  —  i  =  0  sind.  Diese  Geraden  teilen 
sich  in 

(n  —  l)  (wi  —  «)  +  a 

doppelt  zu  zählende  und 

(n  —  1)  (2«  —  m)  —  2« 

weitere  Gerade,  wobei  a  auch  NuXL  sein  kann;  jede  der 
(n  —  l)  (w  —  n)  -\-  a  Geraden  ist  eme  Doppelgerade  des 
Kegels  /"^  =  0;  sowohl  die  (w  —  1)  (♦»  —  «)  +  a  wie  die 
(n  —  1)  (2«  —  m)  —  2  a  Geraden,  deren  Anzahl  zusammen 
n{n  —  l)  —  a  beträgt,  liegen  auf  dem  Kegel  i/;„  =  0. 

Die  beiden  Kegel  tj;^  =  0  und  t|;„_is=0  heissen  der  obere 
bez.  der  untere  Kegel  des  Monoids. 

Wenn  i^  keine  ebene  Curve  ist,  so  muss  immer 

n  ^  ^m     sein; 

im  Uebrigen  ist  die  Ordnung  des  Monoids  nicht  bestimmt,  da 
man  ein  Monoid  durdi  ein  anderes  von  versüiiedener  Ordnung 
ersetzen  kann. 

Dieser  Kunstgriff,  wie  man  wohl  sagen  darf,  wurde  von 
Cayley,  Compt.  Rend.,  1862  =  Coli  mafh.  papers,  5,  7  an- 
gegeben und  später  von  anderen  Autoren  Noether,  Halphen, 
Em.  Weyr,  etc.  bei  ihren  Studien  Über  die  Raumcurven  benutzt, 

§  3.   Claaaifloation  der  gewundenen  Cnrven. 

Mit  dem  Problem  der  analytischen  Darstellung  der  Raum- 
curven steht  das  ihrer  Classification  in  enger  Verbindung;  denn 
für  die  Baumcurven  gilt  nicht,  wie  für  die  ebenen  Curven  oder 
die  Flächen,  der  Satz,  dass  die  Ordnung  zur  Charakterisirung 
der  Art  der  Curve  genüge;  in  der  That  existiren  schon  für  die 
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4*"  Ordnung  zwei  besondere  durch  vollständig  verschiedene  Eigen- 
schaften ausgezeichnete  Curven,  wie  zuerst  Salmon,  Camhr. 
Jaurn.,  5,  1850  und  dann  Steiner,  Flächen  5*^  Grades,  Grelle, 
53,  1856  nachgewiesen  hat. 

Das  Problem,  von  dem  die  Bede  ist,  Iftsst  sich  präcis  auf 
die  folgende  Weise  aussprechen: 

Die  verschiedenen  Famüien  von  Curven  derselben  Ordnung  d 
derart  aufzuzäJd^n,  zu  definiren  und  voneinander  zu  unterscheiden, 
dass  niemals  eine  Famüie  der  specieUe  FaU  einer  anderen  aHr 
gemeineren  sein  kann. 

Bei  diesen  Untersuchungen  kommen  nur  Curven  ohne  sin- 
gulare Punkte  in  Betracht  (vergl.  §  4),  indem  als  Postulat  an- 
genommen wird,  dass  jede  Curve  mit  singulären  Punkten  der 
specielle  Fall  einer  Curve  derselben  Ordnung  ohne  singulare 
Punkte  sei.     Siehe  Halphen,  an  dem  unten  citiiten  Ort. 

Mit  diesem  Problem  beschäftigten  sich  besonders  Halphen 
und  Noether  in  zwei  Abhandlungen,  welche  von  der  Berliner 
Akademie  1882  den  Steiner'schen  Preis  erhielten,  Halphen, 
Jaum.  de  Vicole  polyt.,  Hffc.  52,  1882;  Noether,  Berlin.  Ab" 
handl.,  1883;  Crelle,  93.  Auf  sie  folgten  Andere,  darunter 
Valentiner,  Ada  maÜh.,  2;  Noether,  ib.,  8;  etc. 

Diese  Untersuchungen  haben  noch  nicht  dazu  geftlhrt,  das 
Problem  in  seiner  vollen  Allgemeinheit  aufzulösen;  bisher  ist 
dies  nur  in  speciellen  Fällen  gelungen. 

Geht  man  davon  aus,  dass  die  Ordnung  d  allein  nicht  genügt, 
eine  Baumcurve  zu  charakterisiren ,  so  wird  man  wohl  daran 
denken,  andere  Zahlen  einzuführen,  die  man  Charakteristiken 
nennen  könnte,  und  die  in  Verbindung  mit  der  Ordnung  die 
Curve  von  den  übrigen  unterscheiden  würden.  Wenn  man  nun 
zimächst  die  beiden  Arten  von  Raumcurven  4^'  Ordnung  im 
Auge  hat,  so  bietet  sich  der  Gedanke,  in  Verbindung  mit  der 
Ordnung,  die  Anzahl  h  der  sdieinharen  Doppelpunkte  zu  be- 
trachten, d.  h.  die  Anzahl  der  Sehnen,  die  sich  von  einem  be- 
liebigen Punkt  des  Baums  durch  die  Curve  ziehen  lassen. 

Man  findet  aber,  dass  für  die  Ordnung  9  zwei  verschiedene 
Curven  existiren,  für  welche  die  Anzahl  dieser  Doppelpunkte  die- 
selbe ist,  nämlich  ^  =  18.  Die  beiden  Curven  lassen  sich  jedoch 
durch  eine  andere  Zahl  unterscheiden,  die  Halphen  mit  dem 
Buchstaben  n  bezeichnete,  und  welche  die  geringste  Ordnung  der 
Kegel  angibt,  welche  aUe  h  Sehnen  enthaUen,  die  von  einem  be- 
liebigen Punkt  des  Raums  an  die  Curve  gezogen  werden  können; 
für  die  eine  w<  n  =  4,  für  die  andere  w  =  5.     Halphen   selbst 
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jedoch  bemerkte,  dass  zwei  verschiedene  Curven  15**'  Ordnung 
existiren,   für  welche  Ä  =  63,  n  =  9  ist. 

Cayley,  Coli,  Math.  Pap,,  5,  p.  613,  sowie  CreUe,  111  machte 
darauf  aufinerksam,  dass  in  gewissen  FftUen,  in  welchen  Halphen 
eine  Gurre  gefunden  hatte,  eine  solche  in  Wirklichkeit  nur  fär 
specielle  Configurationen  der  h  Knotenlinien  existiren  kann;  wie  er 
z.  B.  fand,  reicht  es  für  die  Existenz  der  Curven  9*®'  Ordnung, 
fär  welche  h  =  16  und  9t  =  4  ist,  nicht  hin,  dass  die  16 
Knotenlinien  auf  einem  Kegel  4^'  Ordnung  liegen;  sie  müssen 
gleichzeitig  auf  zwei  solchen  Kegeln  liegen.  Die  drei  Zahlen 
d,  h,  n  genügen  daher  im  Allgemeinen  nicht,  die  Curve  zu 
individualisiren ,  es  müssen  ausserdem  noch  die  Bedingungen 
untersucht  werden,  unter  welchen  die  Curve,  welche  diese 
charakteristischen  Zahlen  besitzt,  wirklich  existirt. 

Wir  wollen  nun  die  Hauptsätze  angeben,  zu  denen  Halphen 
und  Andere  gekonunen  sind. 

Die  Curven  von  der  Ordnutig  d  mit  h  scJieinbaren  Doppel- 
punkten bilden  eine  einzige  Familie,  wenn  h  zunschen 

<±=l^'—-'\   und   (A^l^  »).  +  1  lie^t 
Der  grössie  Werih  von  h  ist -,  und  der  MHnsie 

tä 

ist  die  grösste  ganze  Zahl  in  \{d  —  l)*  enthaltene  Zafd, 

Man  kann  jedoch  die  Zahl  h  zunschen  diesen  Grenzen  nicht 
u'iUkürlich  wählefi,  weil  für  ein  gegebenes  d  die  Reilie  der  h 
Lücken  aufweist;  von  der  grössten  in 

(d  -  1)  (^  -  2) 
3 

enthaltenen  ganzen  Zahl  an  sind  dagegen  Lücken  nicht  meJir 
vorhanden. 

Die  Curven  d^'  Ordnung,  für  welche  h  kleiner  als  die  grösste 

in  ~ -}- enthaltene  ganze  Zahl  ist,  liegen  auf  Fläcften 

iS*®'  Ordnung;  ist  h  grösser  als  diese  Zahl,  so  befinden  sic^i  die  ent- 
sprechenden Curven  auf  einer  Fläche  3^'  Ordnufig,  ist  h  grösser 

als  3  ^^ — ^— -»  ouf  einer  Fläche  4**'  Ordnung  etc. 

Jede  Curve  (?*'  Ordnung,  für  weldie  die  Zahl  n  (siebte  oben) 
kleiner  als  ^(d  —  3)  ist,  liegt  auf  einer  Flädie  2^^  Ordnung, 

Jede  Curve  von  der  Ordnung  d,  welche  nicht  auf  einer 
Fläche  ^**'  Ordnung  gelegen  l'  '-eMe  «  <  f  (d  —  4)  ist, 
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liegt  auf  einer  Fläche  3^*^^  Ordnung;  ist  n  <i  j;(d  —  5),  so  be- 
findet sich  die  Curve  auf  einer  Fläcfie  4**'  Ordnung,  wenn 
sie  nicfit  sdion  auf  Flächen  ^*"'  oder  3^'  Ordnung  liegt;  ist 
n<i^,(d  —  6)  und  ist  die  Curve  nicht  auf  einer  Fläche  niedrigerer 
Ordnung  gelegen,  so  liegt  sie  auf  einer  söldten  5*®'  Ordnung. 

Die  folgenden  Tabellen  geben  für  jede  Ordnung  d  die  An- 
zahl der  exisürenden  Curvenfamilien  an;  wir  folgen  dabei  der 
citirten  Abhandlung  Halphen's,  beschränken  uns  jedoch  auf  die 
ersten  Fälle,  um  so  mehr,  weil  die  Resultate  Halphen's  nicht 
▼ollständig  sicher  sind;  bei  der  neunten  Ordnung  muss  z.  B.  die 
Halphen'sche  Tabelle  in  der  Art  corrigirt  werden,  wie  Cayley, 
CoU.  Math,  Papers^  5,  p.  616  angegeben  hat;  über  die  Definition 
von  Geschlecht  siehe  §  4. 

1)  Nicht  degenerirte  gewundene  Curven  ^^'  Ordnung  gibt 
es  nicht; 

2)  Ordnung  d  =  3;  es  ea^istirt  eine  einzige  Famüie  ge- 
wundener Curven  3^^  Ordnung;  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte ist  Ä  =  1;  das  Geschlecht  p  =  0; 

3)  Ordnung  (1  =  4;  es  gibt  zwei  Familien  gewundener 
Curven  4**'  Ordnung;  sie  unterscheiden  sich  durch  die  Anzahl  der 
scheinbaren  Doppelpunkte,  die  2  bez.  3  beträgt;  ihr  Geschlecht  ist 
1  bez.  0; 

4)  Ordnung  d=^  5;  es  existiren  drei  Familien  gewundener 
Curveti  5**'  Ordnung. 

In  der  nachstdienden  Tabelle  sind  die  entsprechenden  Werthe 
von  h  und  n,  die  kleinsten  Ordnungen  der  Flächen,  aus  deren 
Schmitten  diese  Curven  sich  ergeben,  die  aus  den  Schnitten  dieser 
Flächen  resultirenden  Ergänzungscurven  und  schliesslich  das  grösste 
Geschlecht  p  der  Curven  jeder  Familie  angegeben: 


ld  —  6  h  — 

n  = 

kleinste  Ordnungen 
der  Flächen  etc. 

Ergänzungscuryen 

2 
1 

4 

2 

2  und  3 

eine  Gerade 

1 
1    6 

2 

8  und  3 

• 

eine  gewundene  Curve 

4**'  Ordnung  mit  3 

scheinbaren  Doppelpunkten 

6 

1 

3 

3  und  3 

zwei  Kegelschnitte 

0    1 

Alle  diese  Curven  werden  durdi  20  Bedingungen  bestimmt. 

Salmon  unterscheidet  in  seiner  Geometrie  des  Baumes,  Thl.  2 

vier  Familien   von  Curven  5*®'  Ordnung;   die  4**  ist  jedoch    als 
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specieUer  Fall   der  3^^   anzusehen;    siehe  Halphen^  Ee,  polyt, 
52,  p.  12,  Amn. 

5)  Ordnung  J  =  6.  Es  gibt  fünf  Fatmäien  von  gewun- 
denen Curven  (^  Ordnung.  Die  Anzahl  der  Cansianten  aüer 
dieser  Curven  beträgt  24,  d.  h.  jede  von  ihnen  icird  durdi  24 
Bedinguttgen  bestimmt. 

Die  entsprediende  Tabdle  lautet: 


d^e 

A» 

n  — 

kleinste  Ordnongen 
der  Flächen  etc. 

Ergänznngsduren 

J>-* 

6 

7 

8 

2 
3 

3 
8 

4 

2  und  3 

0 

4 

3  ond  3 

gewundene  Corve 
S**  Ordnung 

3 

3  nnd  3 

eine  Gerade  und 
ein  Kegelschnitt 

2 

'•    9 

3  und  3 

8  Gerade 

1 

10 

3  nnd  4 

eine  zweite  Cnrve 
6**'  Ordnung  von 
derselben  Familie 

0 

6)  Ordnung  (1=7.  Es  gibt  sieben  Famüien  gewundener 
Curven  7^  Ordnwng,  Die  Anzähl  der  Constanten  einer  jeden 
beträgt  28, 


d^l 

9 

10 

11 

12 

13 
14 
16 

3 
8 

4 

4 

4] 
4 

kleinste  Ordnungen 
der  Flächen  etc. 

Ergänzungscurven 

P^ 

6 
5 
4 

3 

2 
1 

0 

2  und  4 

eine  Gerade 

8  und  3 

ein  Kegelschnitt 

3  und  3 

zwei  Gerade 

3  und  4 

1 

eine  gewundene  Curve 

6***^  Ordnung  mit  6 

scheinbaren  Doppelpunkten 

4  und  4 

> 

eine  gewundene  Curve 
neunter  Ordnung 

In  allen  diesen  Fällen  genügt,  wie  man  sieht,  die  Zahl  h 
zur  Charakterisirung  der  Curve;  erst  von  der  neunten  Ordnung 
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an  reicht  die  Zahl  //,  wie  wir  bereits  gesagt  haben,  zu  diesem 
Zweck  nicht  mehr  aus. 

Dementsprechend  gilt  für  die  Ordnung  d  =  d  auch  die 
andere  Eigenschaft,  dass  es  zwei  Familien  von  Curven  gibt, 
welche  dasselbe  grösste  Geschlecht  jp,  nämlich  p  z=  lO,  haben, 
und  als  verschieden  voneinander  anzusehen  sind. 

Ueber  die  Einzelheiten  speciell  in  Bezug  auf  die  vielfachen 
Secanten  bei  den  verschiedenen  oben  aufgezählten  Familien  von 
Curven  verweisen  wir  auf  Noether,  an  den  angegebenen  Stellen, 
z.  B.  CreUe,  93,  p.  310. 

Zum  Schluss  dieses  Paragraphen  wollen  wir  noch  hinzu- 
fügen, dass  einige  Autoren  auch  daran  gedacht  haben,  die  ge- 
wundenen Curven  nach  der  Beschaffenheit  der  ihnen  entsprechen- 
den abwickelbaren  Flächen  zu  classificiren.  Damit  beschäftigten 
sich  Chasles,  Campt.  Rend.,  54  und  Schwarz,  Crelle,  64,  p.  1. 

§  4.  Singulare  Punkte  der  Flächen  und  Baumcurven. 
Ihre  oharakterisÜBolien  Zahlen.  Vielfache  Secanten  der 
HaumcTirven.    Das  Geschlecht.    Die  Cayley*schen  Formeln. 

Berührungen  von  Flächen. 

Wenn  ein  Punkt  einer  Fläche  derart  ist,  dass  jede  durch 
ihn  gehende  Gerade  daselbst  die  Fläche  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten  trifft,  so  heisst  er  ein  DoppelpwnM  der  Fläche. 

Es  gibt  unendlidi  viele  Gerade,  die  durch  den  Doppelpunkt 
F  gehen,  u/nd  in  thm  eine  dreipunktige  Berührung  (drei  unend- 
licfie  nahe  Schnittpunkte)  mit  der  FUidie  haben*  Der  Ort  dieser 
Geraden  ist  ein  Kegel  ^*®'  Ordnu/ng  von  der  Beschaffenheit,  dass 
jede  Berührungsebene  a/n  ihn  die  Fläche  in  einer  Curve  schneidet, 
die  in  P  eine  Spitze  hat. 

Dieser  Kegel  kann  in  zwei  verschiedene  oder  in  zwei  zu- 
sanamenfallende  Ebenen  zerfallen;  man  erhält  so  drei  Arten 
von  Doppelpimkten:  conische,  biplanare  tmd  uniplanare  Punkte. 

Der  konisdie  Punkt  führt  auch  den  Namen  Knotenpunkt, 
der  tmiplanare  oder  Cuspidälpunkt  wurde  von  Cayley  Pinchpoint, 
von  den  Franzosen  auch  pinces-point  genannt. 

Wenn  F  =  0  in  homogenen  Coordinaten  die  Gleichung  der 
Fläche  ist,  so  bestdit  die  Bedingung,  damit  die  Fläcfie  einen 
Doppelpunkt  habe,  darin,  dass  ihre  Discriminante,  d.  h.  das 
Besultat  der  Elimination  der  x  aus  den  vier  Gleichungen 

dx^  '    dx^  '    dx^  '    dx^ 
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gleich  Null  sei,  und  soU  ein  Fmüd  (x)  ein  doppelter  sem,  so 
müssen  seine  Coordinaten  gleichzeitig  diesen  vier  Gleichungen 
genügen. 

Es  gibt  im  Allgemeinen  sechs  Erzeugende  des  eben  erwähnten 
TtmgenticXkegels ,  wddhe  die  Fläche  vierpunktig  berührm,  d.  h. 
sie  in  vier  unendlich  nahen  Schnittpunkten  treffen. 

Ein  konischer  Punkt  vermindert  im  Allgemeinen  die  Classe 
der  Fläche  um  zwei  Einheiten  und  wird  deshalb  mit  C^  be- 
zeichnet. Von  biplanaren  und  uniplanaren  Punkten  gibt  es  ver- 
schiedene Arten;  zu  ihrer  Bezeichnung  dienen  die  Symbole  B^ 
oder  C/^.,  je  nachdem  sie  die  Classe  der  Flache  um  i  oder  j 
Einheiten  erniedrigen. 

Diese  singulären  Punkte  wurden  für  die  cubischen  Flächen 
von  Schläfli,  Phü,  Trans.,  1863;  Cajley,  ib.,  1869;  Roden - 
berg,  Math.  Ann.,  14,  p.  46  studirt.  Siehe  weiter  unten  Kap.  11, 
§  1.  Ausschliesslich  der  Theorie  der  biplanaren  imd  uniplanaren 
Punkte  für  eine  beliebige  Fläche  ist  die  Arbeit  von  Bohn^ 
Math,  Ann.,  22,  p.  124  gewidmet. 

Ein  Punkt  einer  Fläche,  welcher  derart  ist,  dass  jede  durch 
ihn  gehende  Gerade  die  Fläche  daselbst  in  r  zusanamenfallenden 
Punkten  trifft,  heisst  ein  r-facher  Punkt  der  Fläche.  Auch  hier, 
wie  in  dem  vorigen  Fall,  lässt  sich  ein  Kegel  r*®'  Ordnung  con- 
struiren,  von  welchem  jede  Erzeugende  in  diesem  Punkt  r  -{-  1 
Punkte  mit  der  Flädie  gemeinschaftlich  hat  (OsculcUionskegd) ;  auf 
diesem  Kegel  gibt  es  dann  im  Allgemeinen  r(r  -^  l)  Erzeugende, 
welcJie  r  -|-  2  Punkte  mit  der  Fläche  gemeinsam  haben. 

Eine  Fläche  n^^  Ordnung  mit  einem  n-facheti  Punkt  0  ist 
nothwendiger  Weise  ein  Kegel  mit  der  Spitze  in  0. 

Eine  Fläche  kann  mehrfache  oder  singulare  Linien  haben, 
d.  h.  Linien,  deren  sämmtliche  Punkte  mehrfach  sind.  Durch 
eine  r-fache  Linie  gehen  r  Schalen  der  Fläche. 

Die  Punkte  einer  r- fachen  Linie  sipid  r-fache  Punkte,  für 
welche  der  oben  besprochene  Tangentenkegel  in  r  Ebenen  zerfälli. 

Für  r  =  2  erhält  man,  wenn  die  beiden  Tangentenebenen 
zusammenfallen,  die  Cuspidalcurve  der  Fläche,  deren  Punkte 
sänmitlich  uniplanar  sind. 


Wie  für  die  ebenen  Curven,  so  lässt  sich  auch  fttr  die 
Flächen  eine  Zahl  definiren,  die  Geschlecht  heisst,  und  im  All- 
gemeinen, wenn  die  Fläche  keine  anderen  singulären  Linien  von 
höherer  Ordnung  hat,   von   der  Anzahl   ihrer  Doppellinien   imd 
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Cuspidallinien  abhängt;  dabei  besitzt  die  Fläche  jedoch  statt 
eines  einzigen  Geschlechts  mehrere  Geschlechter. 

Eine  so  beschaffene  Zahl  wurde  von  C  leb  seh,  Compt  Bend.^ 
67,  1868  eingeführt  und  wird  för  die  Flächen  »**'  Ordnung  als 
die  Anzahl  der  CoefiQcienten  definirt,  welche  in  der  Gleichung 
einer  Fläche  (n  —  4)*«'  Ordnung,  die  durch  die  Doppel-  und 
Cuspidallinien  der  gegebenen  Fläche  geht,  noch  unbestimmt 
bleiben.  Diese  Zahl  heisst  geometrisches  oder  erstes  Geschledtt 
und  wird  mit  p    bezeichnet. 

Hat  die  Fläche  keine  Doppel-  und  CuspidMinien ,  so  ist 
üir  geometriscikes  Geschlecht: 

^  (n  -  1)  (n  -  2)  (n  -  3) 
^9  23 

I>ie  Zcihl  p^  bleibt  hei  jeder  birationälen  Transformation 
unverändert.  Der  Satz  wurde  von  Clebsch,  Compt.  Rend.,  1868 
mitgetheilt  imd  von  Noether,  Math.  Ann.,  2  und  Zeuthen,  ib., 
4  bewiesen.  Neben  diesem  Geschlecht  untersuchte  Noether,  ib., 
8  zwei  andere  Zahlen  von  analoger  Eigenschaft. 

Wenn  die  Fläche  eine  Doppelcurre  von  der  Ordnung 
d  (>  0)  und  dem  Geschlecht  n  hat  und  eine  gewisse  endliche 
Zahl  t  (>0)  von  Punkten  besitzt,  welche  für  die  Fläche  und 
die  Curve  dreifach  sind,  so  heisst  die  Zahl 

^^  _  (n-J)  (n-JK-li)  _  („  _  4),  +  2,  +  „  _  1 

numerisches  Geschlecht,    Cayley,  Modi,  Ann,^  3.    Es  ist  immer 

Pg^Pn'  ^ö^"i  Pg^=Pn  ^^»  ^^  pflegt  man  die  Fläche  regulär 
zu  nennen. 

Für  rationale  (auf  eine  Ebene  eindeutig  äbbUdbare)  Flächen 
(vergl.  §  7)  ist  p^=p^  =  0. 

Zum  Geschlecht  der  Begelflächen  wird  das  Geschlecht  p 
ihrer  ebenen  Schnitte  genommen,  da  diese  offenbar  sämmtlich 
dasselbe  Geschlecht  haben.     Für  die  Begelflächen  ist 

Pg  =  0,  p„  =  —p. 

Ueber  einen  anderen  Charakter  der  Flädien  siehe  Segre, 
Ata  Tormo,  1896  und  über  weitere  Untersuchimgen  bez.  der 
verschiedenen  Geschlechter  der  Flächen  Castelnuovo-Enriques, 
Math.  Ami.,  48,  sowie  das  ausgezeichnete  Buch  von  Picard 
und  Simart,  Theorie  des  fonctüms  algebriques  de  detix  variables 
independantes,  Paris  1897. 
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I>ie  allgemeine  Fläche  von  der  Ordntmg  n  >  3  besitzt  keine 
Gerade, 

Wenn  eine  Fläche  w*®'  Ordmmg  eine  (n  —  2yfache  Curve 
enthält,  so  besitzt  sie  Gerade,  ist  die  vielfache  Curve  eine  Gerade, 
so  enthält  die  Fläche  ausser  ihr  noch  2(3»  —  4)  andere  Gerade. 

Ueber  eine  solche  Fläche  siehe  Noether,  Math.Aim.^^'pAlb. 

Eine  Flädie  «**'  Ordnung  kann  nicht  mehr  als  n(lln —  24) 
Gerade  haben. 

Durch  eine  Gerade  einer  Fläche  «*®'  Ordnung  gehen  immer 
(n  -j-  2)  (n  —  2)*  Ebenen,  tcelche  die  Fläche  noch  in  einem 
anderen  Punkt  ausserhalb  der  Geraden  berühren. 

Wenn  n  die  Ordnung  einer  Jtegelfläche  ist,  so  liegt  die  Ord- 
nung ihrer  Doppelcurve  (vergl.  §1)  ztcischen  (n  —  2)  und 
i(«— 1)(«  — 2).     Cayley. 

Untersuchungen  über  die  Relationen,  welche  zwischen  den 
charakteristischen  Zahlen  und  den  Singularitäten  der  Flächen 
bestehen,  wurden  von  Salmon,  Cayley,  Zeuthen  angestellt; 
siehe  Salmon-Fiedler,  Geom.  d.  Baum.,  2,  p.  671. 


Wenn  ein  Punkt  einer  RÄumcurve  derart  ist,  dass  jede 
durch  ihn  gehende  Ebene  die  Curve  daselbst  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten  trifft,  so  heisst  er  ein  Doppelpunkt  der  Curve. 
Es  existiren  im  Allgemeinen  in  dem  Doppelpmikl  zwei  Tangenten 
und  zwei  Osculatümsebenen  an  die  Curve.  Fallen  die  beiden 
Tangenten  zusammen,  so  erhält  man  eine  Spitze  oder  einen 
stationären  Punkt  der  Curve.  In  einem  stationären  Punkt  faUen 
auch  die  beiden  Osculationsebenen  der  Curve  zusammen. 

Wenn  zwei  Flächen  sich  in  einem  Punkt  P  beriüiren  (eine 
gemeinschafüiche  Berührungsebene  in  P  besitzen),  so  hat  ihre 
Schnittcurve  in  P  einen  Doppelpunkt. 

Ist  dieser  Punkt  speciell  eine  Spitze,  so  sagt  man,  die 
beiden  Flächen  haben  in  P  eine  stationäre  Berührung. 

Wenn  die  Schnittcurve  der  beiden  Flächen  in  P  einen  drei- 
fachen Punkt  hat,  so  sagt  man,  sie  osculirefi  sich  in  P.  Als- 
dann schneidet  jede  Eben^  durch  P  die  beiden  Flächen  in  Linien, 
die  einander  oscuUren. 

Ist  ein  zwei  Flächen  gemeinscJiaftlicfier  Punkt  für  die  eine 
ein  r^'f acher  und  für  die  andere  ein  r^-f acher,  so  ist  er  für  die 
Schnittcurve  ein  vielfadier  von  der  Ordnung  r^r^;  ist  r^=^  r^=  r 
und  haben  die  beiden  Flädien  in  diesem  Punkt  denselben  Oscu- 


§  4.   Die  Cayley'schen  Formeln.  225 

laHonsJcegd,  so  ist  der  Punkt  für  den  Schnitt  ein  r(r  -j-  1)- 
facher. 

Wenn  zwei  Flädien  von  den  Ordnungen  n^,  «j  längs  einer 
Curve  «*•'  Ordnung  eine  Berührung  (k  —  l)**'  Ordmmg  habeti, 
so  schneiden  sie  sich  in  einer  zweiten  Curve  von  der  Ordnung 
n^Wg  —  kn. 

Die  grösste  Anzahl  von  Punkten,  in  welcften  zwei  Flächen 
von  den  Ordnungen  n^,  n^  sich  berühren  können,  beträgt,  wenn 
der  Schnitt  der  hdden  Flächen  nicht  degenerirt, 

■^«i^sC^i  +  ^2  —  4)  +  1. 

Wenn  der  Schnitt  der  beiden  Flächen  dagegen  degenerirt,  so 
kann  die  Anzahl  der  Berührungspunkte  grösser  sein,  so  können 
z.  B.  zwei  Flächen  2^^  Ordnung  4  BerüJirungstpunkte  haben. 

Für  die  gewundenen  Curven  und  die  entsprechenden  Os- 
culationsdeveloppabelen  sind  die  folgenden  Formeln,  die  so- 
genannten Cayley 'sehen,  Journ.  de  lAouville,  10,  1845=  Coli. 
Math.  Pap,,  1,  p.  207,  von  Bedeutung,  welche  die  verschiedenen 
charakteristischen  Zahlen  der  Curve  miteinander  verbinden  und 
den  Fl ück er' sehen  Formeln  analog  sind  (siehe  Kap.  5,  §  l), 
mit  deren  Hülfe  sie  sich  zum  Theil  ermitteln  lassen. 

(Man  vergleiche  in  §  1  die  Definitionen  in  Bezug  auf 
das  aus  der  Baumcurve,  der  Osculationsdeveloppabelen ,  der 
Enotencurve  und  der  Bitangentialdeveloppabelen  bestehende 
System.) 

Es  sei: 

n  die  Ordnung  der  Baumcurve, 

r  die  Classe  der  Baumcurve  oder  ihr  Bang, 

h  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  der  Curve  d.  h. 
die  Anzahl  der  Geraden,  welche  man  von  einem  beliebigen 
Punkt  aus  so  ziehen  kann,  dass  sie  die  Curve  zweimal 
treffen, 

y  die  Zahl  der  Ebenen,  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  des 
Baumes  gehen,  und  die  Curve  in  zwei  verschiedenen  Punkten 
berühren  (Bitangentialebenen),  d.  h.  die  Classe  der  Bitan- 
gentiald  e  veloppabelen, 

ß  die  Anzahl  der  Spitzen  (stationären  Punkte), 

^die  Anzahl  der  Doppelpunkte, 

V  die  Anzahl  der  Inflexionstangenten  (stationären  oder  Wende- 
tangenten) der  Curve  (Tangenten,  welche  mit  der  Curve 
drei  unendlich  nahe  Punkte  gemeinschaftlich  haben). 

Pascal,  Bepertorlam.  XL.  15 
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Es  sei  femer: 

m  die  Classe  der  Osculationsdeveloppabelen  an  die  Cuire, 

r  ihre  Ordnung  oder  ihr  Rang,  • 

g  die  Anzahl  der  Geraden  einer  durchaus  beliebigen  Ebene, 
welche  so  beschaffen  sind,  dass  durch  jede  von  ihnen  zwei 
Berührungsebenen  an  die  Developpabele  gehen,  oder  die 
Classe  der  Congruenz  der  Schnittgeraden  der  Osculations- 
ebenen  der  Curve,  siehe  Kap.  14, 

X  die  Anzahl  der  in  einer  beliebigen  Ebene  gelegenen  Punkte, 
durch  deren  jeden  zwei  verschiedene  Erzeugende  der  De- 
veloppabelen  gehen,  oder  die  Ordnung  der  Knotencurve, 

a  die  Anzahl  der  stationären  Ebenen  (Ebenen,  welche  die 
Developpabele  längs  zweier  unendlich  naher  Erzeugenden 
berühren,  oder  Ebenen,  welche  mit  der  Curve  vier  unendlich 
nahe  Punkte  gemeinschaftlich  haben), 

G  die  Anzahl  der  Doppeltangentialebenen  (in  zwei  Punkten 
berührenden  Ebenen)  an  die  Developpabele, 

V  die  Anzahl  der  Erzeugenden,  durch  deren  jede  drei  conse- 
cutive  Tangentenebenen  gehen  (Inflexionserzeugende), 

CO  die  Anzahl  der  Doppelerzeugenden  der  DeVeloppabelen. 

Es  gelten  dann  die  folgenden  (Cayley* sehen)  Belationen: 

m  =  r{r  —  l)  —  2{x  +  w)  —  3(n  +  r), 
n  =  r{r  —  1)  —  2(y  +  w)  —  S{m  +  v), 
r  =  m{fn  —  l)  —  2(g  +  ö)  —  3a  == 

=  n{n  —  1)  —  2(Ä  +  H)  —  3j3, 
ci  =  3r(r  —  2)  —  ß(x  +  w)  —  8(n  +  v), 
ß  =  3r(r  —  2)  —  6{y  -f  cö)  —  8(m  +  i;), 
n   -\-v  =  3m(m  —  2)  —  ß{g  +  G)  —  Sa, 
m  +  v  =  3n(n  —  2)  —  6(71  +  H)  —  8/3, 

welchen  sechs  unabhängige  Beziehungen  entsprechen. 

Geschledit  einer  Baimicurve  oder  ihrer  Osculationsdeveloppa- 
belen heisst  die  durch  die   folgenden  Formeln  definirte  Zahl: 

p  =  :^{n-l){n— 2)  — Qi  +  H -{•§), 
=  i(r  —  1)  (r  —  2)  —  (i,  +  «  +  m  +  v), 
=  i(m—  1)  (m  — 2)  —  (<,  +  G  +  a). 
=  i(»-—  1)  (r—  2)  —  (x  +  (0  +  «  +  v). 
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Führt  man  jetzt  noch  die  Charakteristiken  ein: 

ic  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  der  Knotenctirve, 

X  die  An7.n.hl  der  berührenden  Geraden,  welche  die  gegebene 
Ourve  noch  anderswo  schneiden, 

r  die  Anzahl  der  dreifachen  Punkte  der  Knotencurve  oder 
der  dreifachen  Punkte  der  Developpabelen  oder  die  Anzahl 
der  Punkte,  in  denen  sich  drei  (nicht  unendlich  nahe)  Tan* 
genten  an  die  gegebene  Cmre  schneiden, 

k'  die  Anzahl  der  Osculationsebenen,  welche  die  gegebene  Gurve 
noch  anderswo  berühren, 

z'  die  Anzahl  der  dreifachen  Tangentialebenen  der  gegebenen 
Curve, 

B  der  Rang  oder  die  Classe  der  Knotencurve, 

p'  das  Geschlecht  derselben, 

so  ergeben  sich  femer  die  Beziehungen: 

l  =  n{r  +  4)  —  6(r  +  ß)  —  4(w  +  H)  —  2v, 

T  =  -j[(a;  — m  — 3n  — 3t?  —  2Q))(r—  2)  +  8m  +  20«;  + 

+  10/5+180)], 

r  =  m{r  +  4)  —  6(r  +  a)  —  4(g)  +  G)  —  2v, 

t'  =  l [(^  —  n  —  3m  —  3t;  —  2co)  (r  —  2)  +  8w  +  20t;  -- 

+  10a  +  18w], 
B=  rm  +  6r  —  3n  —  9m  —  3v  —  2», 

A;  =  x[r*  —  6r*  +  llr«  +  66r  — 

—  2r(r— 5)(m+3«  +  3t;  +  2a))  +  (m+3n+3t;  +  2co)^^ 

—  ö8m  —  126n  —  126t;  —  76w  —  24H], 

p—p'(r—u)  =  ^(r  —  5)  (r  —  6)  —  («  +  G^  +  H). 

Diese  Formeln  wurden  untersucht  von:  Salmon,  Trans. 
B.  Irish  Acad.,  23,  1857;  Cayley,  Quart,  Joum,,  11  =  Coli. 
Ma^.  Pap.,  8,  p.  72;  Cremona,  Deutsche  Uebers,  der  Prelimnari, 
Kap.  2  imd  Tbl.  2,  Kap.  4;  Zeuthen,  Ann.  di  mat,  3.  Sie 
werden  aucl^  von  Salmon-Fiedler,  Geom.  d.  Baum.,  2,  p.  660 
u.  ff.,    3**  Aufl.  angegeben. 

Da  die  verschiedenen  Autoren  sich  verschiedener  Symbole 
zur  Bezeichnung  der  Charakteristiken  bedienen,  so  wollen 
wir  zur  Bequemlichkeit  des  Lesers  nachstehend  eine  Tabelle 
dieser  zur  Anwendung  gekonmienen  Bezeichnungen  zusammen* 
stellen. 

16* 
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Der  Raumcurve  von  der  Ordnung  w^fi,,  welche  der  voll- 
ständige Schnitt  von  zwei  Flächen  Wj**'  und  w,**'  Ordnung  ist, 
die  sich  in  6  Punkten  einfttch  berühren  und  %  stationäre  Berührungen 
haben,  entsprechen  die  folgenden  CharaMeristiken: 

p  =  ^nin^{n^  -|-  ^  _  4)  _  (^y  -|-  ^^  _  1), 
m  =  3wiW,(«j  +  w,  —  3)  —  6d  —  8^, 
r  =  «i«8(wi  +  Wj  —  2)  —  2d  —  3^, 

h   =i«i«2K  — 1)K  — 1)> 

g  =  lwi«j(wi  +  «»  —  3)  [9wi«,(ni  +  Wj  —  3)  — 

—  6(6d  +  8x)— 22]  +  f«i«,  +  2(3d  +  4x)*+22d+28x*), 
y  =  i^i»»s(*»i  +  ««  —  2)  [«iWs(wi  -f  »^2  —  2)  — 

—  2(2(J  +  3x)  — 10]  +  4niW,  +  K2^  +  3x)'-i;10<y  +  VV 
Ä-  =  i«iw,(wi  +  Wj  —  2)  Kw,(wi  +  Ws  —  2)  — 

—  2(2d  +  3x)  -  4]  +  i(2<J  +  3z?  +  U  +  V^ 


•)  Diese  Formel  ist  in  dem  Cremo  na 'sehen  Werk  fehlerhaft 
angegeben,  und  der  Fehler  wird  von  allen  späteren  Autoren  wieder- 
holt, Herr  Prof.  Pittarelli  an  der  Universität  zu  Rom  war  so  Hebens- 
würdig,  die  Berichtigung  Herrn  Prof.  Pascal  mitzutheilen. 
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a  =  2«iW,(3«i  +  3«,  —  10)  —  3(4d  +  5^), 
ß  =X^ 

a  =  o, 

t;   =0, 
w  =  0. 

Wenn  sicfi  zwei  Flächen  von  den  Ordnungen  n^ ,  n^  in  zwei 
(Ergünzungs-)  Curven  van  den  Ordnungen  n,  n  und  den  Classen 
r,  r  schneiden,  welche  hez.  h,  ö;  h\  6'  scheinbare  und  wirkliche 
Doppelpunkte  und  %,  %  Spitzen  hohen,  und  wenn  k  die  Anzahl 
ihrer  sdieinharen  Schnitte,  d.  h,  die  Anzahl  der  Geraden,  welche 
von  einem  Punkt  des  Baums  so  gezogen  werden  können,  dass  sie 
beide  Curven  schneiden,  und  i  die  Anzahl  der  wirklichen  Schnitte 
bezeichnen,  so  bestellen  die  Relationen: 

/*  +  A'  +  Ä  =  i(n  +  n')  {n,  —  l)  («^  —  1), 

r-r'  =  (n-n')Kn,-l)-2(Ä-/0-2(d-d')-3(x-xO^ 
(»1  +  Wj  —  2)n  =  r  +  »  +  2d  +  3^, 
(wi  +  «,  —  2)»  =  /  +  i  +  2d'  +  3x', 

woraus  auch  folgt: 

n(«i  —  1)  («,  —  1)  —  2Ä  +  k, 
«  (wi  —  1)  («2  —  1)  —  2Ä'  +  k. 


Für  eine  auf  einem  Hyperboloid  beschriebene  Raumcurve, 
welche  in  a^  bez.  «,  Punkten  jede  Erzeugende  des  1**'*  bez.  2*^ 
System  des  Hyperboloids  trifft,  6  Doppelpunkte  und  x  Spitzen 
besitzt,  gelten  die  folgenden  charakteristischen  Zahlen: 

r   =2a^cc^  —  2d  —  3x^ 

m  =  ßcr^a^  —  3(cj  -f-  a,)  —  6d  —  8;^, 

y  =  ^[2(«,«,— d)— SzJ^-lOK«,— <J-2)+4(«,+«,)-iz, 
h  =^[«,(«j_l)  +  a,(«,_l)], 

+  V(«. +«,)  + 2(11  d+ 14z), 
X  =  i[2K«,  -8)-  3z]«  -  4K««,  -  <J)  +  Vz. 
«r  =  4[3«i«,  —  2(«ri  +  «,)]  —  3(4*  —  5%). 
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Wenn  ffpfisM  die  'Bnmwitmrxt  der  roTi^tämdi^  SdmÜi  des 
HfperhfßU/idM  mÜ  einer  an^ewteimen  FVid^e  m^^  Ordtnmg  ist,  so 
genii^  m,  in  dienten  Tfßvmein  «^  ^  «^  =  «  tu  iHsem.  mm  aus 
iftnen  die  r^arai-iervfivtehen  Zahlen  f^r  dreien  neuem  Fali  zu 
erkalten, 

Kine  auf  einem  Hjfperh^Äoid  hejf^riebene  Bautmeurre.  tteidif 
yde  Erzeugevide  des  Jf**"  und  Sf^  S»f*tem»  in  Cj  6er.  o,  Punkten 
trifft,  kann  nieht  mehr  als 

JfffpfAjninkte  und  Spitzen  haben.  Setzt  man  Cj  =  «^  =  » ,  so  er- 
^f/t  »ich  tlüT  eDtfprechende  Satz  für  den  Fall,  in  welchem  die 
tUirffi  «inr  rolLrtäodige  Schnitt  des  Hyperboloids  mit  einer  FlSehe 
^**^  Ordnung  ist 

l>ie  vorstehenden  Theoreme  lassen  sich  mit  Hülfe  der  Ab- 
^nldung  des  Hjperboloids   auf  eine  Ebene  ableiten.    Siehe  §  7. 


Ks  seien  n  und  p  die  Ordnung  und  das  Geschlecht  (siehe 
obenj  einer  algebraischen  Begelfläche;  v  und  n  die  Ordnung  und 
das  Geschlecht  einer  auf  der  Begelflftche  aufgeseichneten  alge- 
braischen Curve,  welche  für  die  Fläche  einfach  sei;  A:  die  An- 
zahl d(fr  Schnittpunkte  der  Curve  mit  jeder  Erzeugenden  der 
i{egelfiäche  und  d  die  Anzahl  ihrer  Doppelpunkte;  es  g%U  cAsdann 
die  bemerkenswerttie  JtektHon: 

a-  —  l;  V  —  TT  —  «5  =^-^^n  —  k(p  —  1)  —  1- 

Für  den  Fall,  in  welchem  die  Regelfläche  ein  Kegel  ist, 
wurde  die  Formel  von  Sturm,  Matti.  Ann,,  19,  p.  487  gefunden; 
d«n  allgemeinen  Fall  findet  man  bei  Segre,  Lincei,  1887;  Math. 
Ann,,  34  behandelt. 


Mit  den  Formeln  dieses  Paragi-aphen  stehen  diejenigen  für 
die  (inraden  in  Zusammenhang,  die  eine  Raumcurve  in  mehr  als 
»w«i  Punkton  treffen  {die  vielfachen  Secanten)^  oder  die  zwei  oder 
mehr  liaumcurvon  schneiden. 

Die  dreifachen  Semnien  einer  Raumcurve  «**'  Ordnung  mit 
h  scheinbaren  Doppelpunkten  bilden  eine  Regelfläche  von  der 
Ordnung 
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Diese  Fundamentalformel  findet  sich  zum  ersten  Mal  bei 
Zeuthen,  Ann.  dt  maU,  (2),  3,  1870;  dann  bei  Picquet,  BuU. 
de  la  Soe,  math.,  1,  1872,  p.  268;  Schubert,  Kalkül  der  ab- 
zählenden Geometrie,  Leipzig  1879,  §  43;  Geiser,  Collect,  math. 
in  memoriam  Chelini,  Mediolani  1881  und  bei  Berzolari,  Rend, 
Palermo,  9,  1895. 

Die  Anzdid  der  vierfaüien  Secanten  einer  Raumcurve  n^^ 
Ordnung  mit  h  scheinbaren  Doppelpunkten  beträgt 

ih{h  —  4w  +  11)  —  ^V«(»  —  2)  (w  —  3)  («  —  13). 

Auch  diese  Formel  kommt  zuerst  bei  Zeuthen  vor,  1.  c, 
dann  bei  Picquet,  1.  c«  und  Compt.  Bend.,  77,  1873. 

Die  Anzahl  der  Geraden,  tcelche  eine  Curve  n**'  Ordnung 
mit  h  scheinbaren  Doppeilpunkten  dreimal  schneiden  und  eine  ziceite 
Curve  n^'  Ordnung  treffen,  welche  mU  der  ersten  %  Punkte  ge- 
meinschaftlich hat,  ist: 

n(n  -  2)  [/.  —  i  «(«  —  1)]  -  i(/»  —  «  +  2). 

Von  soldien  Geraden,  welche  eine  Curve  »**"  Ordnung  mit  h 
scheifibareti  Doppelpunkten  in  zwei  Punkten  und  eine  zweite  Curve, 
tcdcher  die  Charakteristiken  n  und  //  zugehören,  und  die  mit 
der  ersten  i  Punkte  gemeinschaftlicfi  hcU,  ebenfalls  in  zwei  Punkteti 
treffen,  sind 

hK  +  \nn{n  —  1)  («  —  1)  —  i{n  —  1)  («'—  1)  +  i«(i—  l) 

vorhanden. 

Die  AnzM  vofi  Geraden,  weldie  eine  Curve  (n,  h)  in  zu-ei 
Punkten  und  jede  von  zwei  anderen  Curven  n^'  bez.  n"**"  Ordnung, 
welche  mU  der  ersten  %  bez.  %'  und  unter  sieh  j  Punkte  gemein- 
schaftlidi  hohen,  in  einem  Punkt  treffen,  beträgt: 

nn'\Ji  -{-  ^n(n  —  1)]  —  («  —  1)  {in"  -|-  %'n)  —  hj  +  %i\ 

Die  Anzald  der  Geraden,  die  vier  Curven  treffen,  weldie 
von  den  Ordnungen  n^,n^,n^,n^  und  derart  sind,  dass  diejenigen 
fi^**'  und  n,**'  Ordnung  i^,  Punkte  gemeinschaftlicfi  haben,  beträgt 

4  4 

2^1  Wf  W8"4  —  2^^pSK.  +  ^^pqK»' 

1  1 

worin  jeder  der  Indices  p,  q,  r,  s  einen   anderen    Werth   als  die 
übrigen  hat. 

Bei  diesen  Formeln  wird  vorausgesetzt,  dass  alle  den  Curven 
gemeinschaftlichen  Punkte  von  einander  verschieden  sind.     Man 
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findet  die  Formeln  bei  Piequet,  L  c.  Ueber  Correcturen  einiger 
von  diesem  Autor  gefundenen  Resultate  siehe  Guccia,  JRend, 
Palermo,  1. 

Mit  den  mehrfach  schneidenden  Bäumen  einer  algebraischen 
Gurve  beschäftigt  sich  eine  neuere  Arbeit  von  Tanturini,  Ann. 
di  mat,  (3),  4,  1900. 

§  5.   Folarfläohen.     Co  Variante  Flächen. 

Wir  wollen  hier  nicht  die  Definitionen  und  Sätze  wieder- 
holen, die  der  Polaritätstheorie  zu  Grunde  liegen,  da  sie  den  in 
Kap.  5,  §  2  für  ebene  Curven  gegebenen  analog  sind.  Wir 
führen  nur  dasjenige  an,  was  sich  bei  den  Flächen  Neues  bietet. 

Die  erste  Folare  eines  hdiehigen  Punkts  0  beziiglidi  einer 
Fläche  schneidet  diese  in  einer  Ctirve,  welche  die  Berührungscurve 
des  umschriebenen  Kegels,  dessen  Spitze  in  0  liegt,  mit  der 
Fläche  ist. 

Wenn  der  Pol  auf  der  Fundamental flädie  liegt,  so  hüben 
diese  und  alle  ihre  Polarflächen  daselbst  die  nämliclte  Berühru/ngs- 
ebene  und  die  nämUcJien  Osculationsgeraden, 

Die  Polar  fläche  2^^  Ordnung  [die  {n  —  2)^  Polar  fläche] 
eines  parabolischen  Punkts  der  Ftäc^te  ist  ein  Beriihrungskegd 
an  die  betreffende  stationäre  Tangentenebene,  und  die  Berührungs- 
erzeugende ist  die  Gerade,  welche  in  diesem  Punkt  die  Fwndor 
mentalfläche  osculirt. 

Ein  parabolischer  Punkt  der  gegebenen  Fläcfte  ist  auch 
parabolisch  für  alle  ifim  zugehörigeti  Polarflächen. 

Die  (n  —  r)*®  Polare  eines  r- fachen  Punkts  der  Funda- 
mentalfläclie  ist  ein  Kegel  r*®'  Ordnung,  dessen  Spitze  in  diesem 
Punkt  liegt,  und  die  folgenden  Polaren  sind  unbestimmt.  Dieser 
Kegel  r^  Ordnung  ist  der  Ort  der  Geraden,  die  in  diesem  Punkt 
r  -|-  1  PuYÜäe  mit  der  Fläche  gemeinschaftUcfi  haben,  und  seine 
Schnitte  mit  der  (n  —  r  —  1)*®"  Polarfläche  sind  die  r(r  -|-  1) 
Geraden,  welche  r  +  2  unendlich  nahe  Punkte  mit  der  Fläche 
gemeifiscfiaftlidi  haben. 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  Polarebenen  durch  eine  Gerade 
gehen,  ist  eine  Baumcurve  (n  —  l)*®'  Ordfiung,  Diese  Curve  wird 
die  Polarcurve  der  gegebenen  Geraden  genannt. 

Die  Envdoppe  der  Polarebenen  der  Punkte  einer  Geraden 
ist  eine  abwickelbare  Fläche  (n  —  l)^'  Classe  und  2(n  —  2)***'^ 
Ordnung,  welche  die  {n  —  l)**  Polare  der  Gerade^}  heisst. 
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Die  Knoienlinie  dieser  Dcveloppabelen  ist  eine  Curve 
2  («  —  3)  (n  —  4)**'  Ordnimg,  welche  der  Ort  der  Pole  ist,  deren 
erste  Polarflächen  die  Gerade  in  zwei  verschiedenen  Punkten  he- 
rühren. 

Die  Enveloppe  der  Polarebenen  der  Punkte  einer  Curve  »»*•' 
Ordnung  ist  eine  Developpabde  m(n  — -  !)*•'  Classe,  welche  auch 
der  Ort  der  Punkte  ist,  deren  erste  Polarflächen  die  Curve  be- 
rühren. 

Analog  lassen  sich  viele  andere  ähnliche  Sätze  über  die 
Enveloppen  der  Polarebenen  der  Punkte  einer  Fläche,  die  Orte 
der  Pole  der  Tangentenebenen  an  eine  Fläche,  etc.  aufstellen. 


Der  Ort  der  Doppelpunkte  der  ersten  Polaren  einer  Fläche 
I\  ist  eine    neue  Fläche    und   wird    die  Hesse'sche  Fläche   der 

n 

gegebenen  oder  die  Jacobi'sche  des  Systems  der  ersten  Polaren 
genannt. 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  erste  Polaren  Doppelpunkte 
haben,  ist  die  sogenannte  Stdner'sche  Fläche  der  gegebenen. 

Die  Gleichungen  dieser  Flächen  ergeben  sich  aus  Formeln, 
die  denjenigen  für  die  gleichnamigen  Curven  in  Kap.  5,  §  2 
entsprechen. 

Andere  Definitionen  dieser  Flächen  sind: 

Die  Hesse'sche  Fläche  von  F^  ist  der  Ort  eines  Punkts, 
dessen  Polarebenen  bez.  der  ersten  Polaren  von  F^  durch  den 
nämlichen  Punkt  gehen,  oder: 

der  Ort  der  Berührungspunkte  der  ersten  Polaren  von 
F„j  oder: 

der  Ort  eines  Punkts,  dessen  Polarfläche  2^^  Grads  bez. 
F^  ein  Kegel  ist. 

Die  Stdner'sche  Fläche  von  F^  ist  der  Ort  der  Spitze  eines 
eine  Polar  fläche  ^**'  Ordnung  bildenden  Kegels  2^^  Grads,  oder: 

die  Enveloppe  der  Polnrebenen  der  Punkte  der  Hesse'sclien 
Fläche. 

Die  Hesse'sche  Flächte  ist  von  der  Ordnung  4(n —  2)  und 
hat  im  Allgemeinen  10  («  —  2)'  Doppelpunkte, 

Die  Stdner'sche  ist  von  der 

4  (n  —  ly  {n  —  2)^''  Klasse 

und  besitzt  10(n  —  2)'  Gerade,  von  denen  jede  einem  Doppel- 
punkt der  Hesse'schen  entspricht;  d.  h.  also: 
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cfi>  Polarflädie  S^  Grmä»  eines  Doppeipmmkts  der  Hesse'gehen 
IViche  bejMd  au»  einem  Paar  ton  Ebenen,  die  dmrA  die  ent- 
»prerJiende  Gerade  der  Steiner $eken  Flache  fftken:  und  die  JMar- 
ebene  einejf  Doppelpunkts  der  Hessesehen  Fläeke  berührt  die 
Steiner'sche  längs  der  entfpreehenden  Geraden, 

IHe  Curve  der  parabolisehen  PmnÜe  einer  gegebenen  FUiehe 
ist  der  vollständige  Schnitt  der  Fläche  nnt  ihrer  Heischen  Fläche , 
die  Curve  ist  daher  von  der  Ordnung  An(n  —  2 ». 

Wenn  die  gegd>ene  Fläche  eine  einfache  Gerade  besitzt  ^  so 
berührt  diese  letztere  die  Hesse'sche  Fläche  und  wüänn  die  para- 
bolisrJte  Curve  in  2  (n  —  2)  Punkten. 

§  6.   Lineare  nSchen^ysteme. 

Wenn  a^  =  0,  6!^  »s  0,  •••  in  symbolischer  Bezeichnung 
die  Gleichungen  in  Puhktcoordinaten  x  Ton  k  -\-  \  FlAchen  n^' 
Odnung  sind,  so  bildet  das  durch 

Ka\-^l^b\'\ =0 

dargestellte  System,  worin  Ai,ilj,  •••  willkürliche  k '\- \  Para- 
meter sind,  ein  sogenanntes  lineares  System  ä:**'  Stufe. 

Wenn  A:  =  1  ist,  so  erhält  man  das  Büschel,  für  Ar  =  2 
das  Netz  oder  Bündel.  Werden  die  Fl&chen  in  Ebenencoordinaten 
ausgedrückt,  so  heisst  ihr  lineares  System  (cx:^)  Schar. 

Alle  Flächen  eines  Büschels  haben  eine  Curve  von  der  Ord- 
nung //*  (die  Basiscurve  des  Büschels)  und  alle  Flächen  eines 
Netzes  haben  «'  Basispunkte  gemeiftschafUicJi. 

Ist  k  =  N(n)  =  (*"  +  ^)  —  1,  siehe  §  1,  so  besteht  das 

System  aus  allen  Flächen  n**'  Ordnung  des  Baums. 

Wenn  eine  Fläche  n**'  Ordnu/ng  gegeben  ist,  so  bÜden  die 
ersten  Polaren  der  Punkte  einer  Ebene  ein  Netz  und  die  ersten 
Polaren  der  Pufikte  des  Baums  ein  lineares  System  5**'  Stufe, 

Ein  lineares  System  k^^  Stufe  ist  durch  k  -{-  1  Flächen 
derselben  Ordnung  bestimmt,  die  nicht  dem  nämlidien  linearen 
System  nie4rigerer  Stufe  atigehOren, 

Unter  den  Flauten  eines  linearen  Systems  /c**'  Stufe  gibt  es 
Qc  +  1)  (w  —  ^0'  '^'c^che  eine  Berührung  Ä***'  Ordnung  mit  einer 
gegebenen  Geraden  haben,  und 

;tCn_—  k)  (n_—  Ä:  —  1) . . .  (n  —  2A-4-1) 
von  urlchen  jede  eine  gegebene  Gerade  k-mal  berührt. 
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Van  den  Flächen  eines  Büschels  berühren 

2(n-l) 

eine  gegebene  Gerade  wnd  3(n  —  l)*  eme  gegebene  Ebene. 

Unter  deti  Flächen  eines  Netzes  gibt  es  3(n  —  2),  welche 
eine  gegebene  Gerade  oscuUren, 

|(n  —  1)  (n  —  2)  (3n»  —  3n  —  11), 

tvelche  eine  doppelte  Berührung  mii  einer  gegebenen  Ebene,  und 
12  {n  —  1)  (♦*  —  2),  wddie  eine  stationäre  Berührung  mit  einer 
gegebenen  Ebene  haben. 

Der  Ort  der  Pole  einer  gegebenen  Ebene  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  eines  Büschels  ist  eine  Raumcurve  von  der  Ordnung 
3(n  —  1)1 

In  einem  Flächenbüscfiel  gibt  es  4(n — 1)'  Flächen  mit 
einem  Doppelpu/nkt\  jeder  dieser  Doppelpunkte  hat  die  nänUicJie 
Polarebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels. 

Der  Ort  der  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flädten 
eines  Netzes  ist  eine  Fläche  3  (n  —  1)**'  Ordnung. 

Der  Ort  der  Punkte,  in  welchen  sich  eine  Ebene  und  die 
FläcJten  eines  Netzes  berühren,  ist  eine  Curve  von  der  Ordnung 

3(n—  1). 

Der  Ort  der  Doppelpunkte  der  Flädien  eines  Netzes  ist  eine 
Baumcurve  von  der  Ordnung  6(n  —  l)*,  welche  zugleich  der  Oti 
der  Punkte  ist,  in  denen  sich  die  Flächen  dieses  Netzes  berühren; 
er  ist  aucli  der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Polarebenen  in  Bezug  auf 
die  Flächen  des  Netzes  durch  dieselbe  Gerade  geJien.  Diese  Curve 
führt  den  Namen  JacobVsche  Curve  des  Netzes. 

Der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Polarebeneti  bezügl.  der  Flädien 
eines  linearen  Systems  5*®'  Stufe  sämmtlich  durdi  einen  Punkt 
gdien,  ist  eine  Flädie  4(»  —  1)**'  Ordnung  und  heisst  Hesse'sche 
oder  JacobVsche  Fläche  des  Systems;  sie  ist  auch  der  Ort 
der  Doppelpunkte  der  Flädien  des  Systems  oder  der  Ort  der  Be- 
rührungspunkte dieser  Flächen. 

Wenn  das  lineare  System  aus  den  ersten  Polaren  einer  ge- 
gebenen Flädie  besieht,  so  erhält  man  die  Hesse'sche  oder  Jacobi'sdie 
Flädie  der  Fläche,  siehe  §  5. 

Eine  analoge  Fläche  kann  man  auch  in  dem  Fall  definiren, 
in  welchem  vier  Flächen  vorliegen,  die  aber  nicht  von  derselben 
Ordnung  sind,  d.  h.  kein  lineares  System  bilden: 
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Der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Polarebenen  in  Bezug  auf  vier 
gegebene  Flädien  van  den  Ordnungen  n^,n^,n^,  n^  durch  den 
nämUchefi  Punkt  gelten,  ist  eine  Fläche  van  der  Ordnung 

«1  +  w,  +  «8  +  *^4  —  4 

und  heisst  die  Hesse'sche  oder  Jacobi'sche  Fläche  der  vier  Flächen. 

Man  kann  dann  auch  hier  lineare  Systeme  A;*^  Stufe  von 
Flächen  betrachten,  die  in  projectiver  Zuordnung  zu  einander 
stellen  oder  projediv  sind,  und  die  Orte  untersuchen,  welche  durch 
die  Schnitte  der  entsprechenden  Flächen  erzeugt  werden. 

Ueber  die  vielen  Theoreme,  die  sich  auf  diesen  Gegenstand 
beziehen,  verweisen  wir  speciell  auf  die  oben  citirte  Introduzione 
von  Cremona. 


§    7.    Birationale    Transformation    des   Baums    oder    der 
Flächen.     Abbildung  der  Flachen  auf  eine  Ebene. 

Wie  man  sich  in  der  Ebene  die  eindeutige  umkehrbare 
Transformation  zwischen  zwei  Ebenen  (die  Cremona'sche)  oder 
eine  solche  nur  zwischen ,  zwei  Curven  der  beiden  Ebenen,  ohne 
dass  sie  zwischen  den  beiden  Ebenen  besteht,  vorstellen  kann, 
so  lassen  sich  auch  ün  Kaum  ein-eindeutige  Transformationen 
zwischen  zwei  Räimien  oder  nur  zwischen  zwei  Flächen  der 
beiden  Räume  denken.  Dieses  letztere  Problem  ist  das  der  so- 
genannten Abbildimg  einer  Fläche  auf  eine  andere  und  ein 
specieller  Fall  desselben  ist  die  Abbildung  der  Flächen  auf  eine 
Ebene, 

Es  seien  x^,  x^,  x^,  x^  die  homogenen  Coordinaten  der  Punkte* 
eines  Baums  und  Pi,  y^,  yz>  V^  diejenigen  in  einem  anderen  Raimi 
imd  man  habe  die  Relationen 

Vi^Ui^i^  ^'  ^8^  ^J»  (^  ===  1»  2,  3,  4),  (1) 

worin  die  f  rationale  ganze  homogene  Funktionen  w*®"  Grads 
sind;  diese  Relationen  seien  derart,  dass  man  aus  ihnen  die  x 
mittelst  der  y  ableiten  kann: 

ivorin  auch  die  (p  rationale,  ganze,  homogene  Funktionen  aber 
vom  m*®"  Grad  sind.  Eine  solche  Transformation  heisst  ein-ein- 
deutig,  biraiiopiäl  oder  eine  Cremona' sehe;  bei  ihr  entspridit  einem 
Punkt  eines  jeden  der  beiden  Bäume  ein  und  nur  ein  Punkt  des 
anderen  Raums, 
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Ist  der  Punkt  (x)  gegeben,  so  ergibt  sich  der  entsprechende 
Punkt  (^)  aus  den  Formeln  (l);  ist  der  Punkt  (t/)  als  Schnitt  der 
drei  Ebenen 

4  4  4 

111 

gegeben,  so  sind  die  entsprechenden  Punkte  x  die  Schnitte  der 
drei  Flächen 

4  4  4 

111 

Damit  die  Transformation  ein- eindeutig  sei,  ist  es  nöthig, 
dass  diese  drei  Flächen  einen  einzigen  variabelen  Schnittpunkt 
haben,  u/nd  dass  alle  anderen  Schnittpunkte  fest  bleiben,  tcie  man 
auch  die  Parameter  X,  (i,  v  variiren  mag.     Daraus  folgt: 

Bei  der  ein-eindeutigen  Transformation  müssen  alle  Flächen  des 
linearen  Systems  3^^  Stufe 

4 

1 
durdi  «'  —  1  feste  Punkte  gehen. 

Für  die  ein-eindeutige  Transformation  ist  es  nothwendig,  dass 
die  Flächen  f^{x)  =  0  vom  Geschlecht  Null  seien.  Die  Coordi- 
naten  ihrer  Punkte  lassen  sich  durch  rationale  Funktionen  zweier 
Parameter  ausdrücken.  Für  diese  Flächen  hat  Cremona  nach 
Sylvester  den  Namen  homaloidale  vorgeschlagen,  während 
Cajlej  die  Bezeichnung  unicursale  wählte. 

Der  variabele  (d.  h.  nicht  allen  f  gemeinschaftliche)  Schnitt 
R  zweier  beliebiger  der  Flächen  /J  =  0  ist  eine  rationale  Curve 
(d.  h.  vom  Geschlecht  Null)  w**'  Ordnung. 

Auch  das  aus  solchen  Flächen  f  gebildete  System  wird  homa- 
loidäl  bez.  unicursal  genannt. 

Man  beachte,  dass  der  für  die  ebenen  birationalen  Trans- 
formationen bestehende  Satz,  dass  die  Grade  m  und  n  gleich 
sein  müssen,  hier  nicht  mehr  gilt. 

Haupt-  oder  Fundamentalpunkte  oder  -Linien  heissen  die 
allen  Flächen  des  homaloidalen  Systems  gemeinschaftlichen  Punkte 
oder  Linien. 

Von  den  nm  Schnitten  einer  Curve  R  (sieiie  oben)  mit  einer 
Fläche  f,  auf  welcher  die  Curve  nicht  ganz  liegt,  befinden  sieh  nm —  1 
in  den  Fundamenialpunkten  und  -Curven  der  Transformation. 

Jedem  Punkt  einer  Fundamentalcurve,  welche  irfach  für  alle 
Flächen  des  homaloidalen  Systems  ist,   entspricht  eine  rationale 
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Curve  t*®'  Ordnung,  deren  geometrisdier  Ort  eine  Fläche  ist,  weldte 
einen  Theü  der  JaoMsöhen  FUicke  des  linearen  Systems  der 
Flächen  q>^  =  0  hüdet. 

Eine  für  die  Flächen  /'=0,  i- fache  Fundamentalcurve 
des  Raums  (x),  welche  vofi  den  Curven  R  geschnitten  «rtrd,  ist 
(4i —  i)-fach  für  die  JacoMsche  Flädte  der  f  Wird  sie  da- 
gegen von  den  Curven  B  nicht  geschnitten,  so  ist  sie  Ai-fach  für 
diese  JacoMsche  Flädie  der  f. 

Ein  für  die  f,  ^facher  Fundamentalpunkt  des  Baums  {x) 
ist  (41  —  2)-fach  für  die  Jacobi'sche  Fläche  der  f 

Üeber  die  numerischen  Relationen  zwischen  den  Ordnungen 
der  Vielfachheit  der  Fimdamentalpunkte  und  -Curven,  analog 
denjenigen,  welche  für  die  ebenen  Transformationen  bestehen  und 
von  ims  in  Kap.  5,  §  5  angegeben  wurden,  verweisen  wir  auf 
Noether,  Ann.  di  mat,,  (2),  5,  p.  17ö,  176. 

Die  Theorie  der  birationalen  Transformation  des  Baums  ist 
noch  nicht  so  vollständig  durchforscht  worden,  wie  die  der  Ebene. 

Die  Hauptarbeiten  sind  von  Cayley,  Proc,  of  Ülie  London 
Maih.  Soc,  3  =  Coli.  ma^.  papers,  7,  p.  189;  Cremona,  Cött. 
Nachr.,  1871;  Math.  Ann.,  4;  Rend.  Ist.  Lomh.,  1871;  Arm.  di 
mat..  (2),  5;  Mem.  Acc.  Bologna,  1871,  1872;  Noether,  Math. 
Ann.,  3.  Neuer  sind:  Montesano,  Rend.  Ist.  Lomb.,  1888, 
92,  93;  Rend.  Acc,  Uncei,  1888,  1889;  Rend.  Acc.  Napoli,  1888, 
1895;  Mem.  Acc.  Bologna,  1893;  AtH  Acc.  Torino,  1892;  Gtom. 
di  Batt.,  1893.  Montesano  studirte  speciell  die  involutorischen 
Transformationen. 

Ein  besonderer  Fall  ist  die  Transformation  durch  reciproke 
Radien  vectoren  oder  Inversion  (vergl.  Kap.  17,  §  1),  welche 
die  Eigenschaß  besitzt,  dass  die   Winkel  erhalten  bleiben. 

Soll  die  Transformation  nicht  für  den  ganzen  Raum,  son- 
dern nur  für  zwei  in  den  beiden  Bäumen  enthaltene  Flächen 
F(x)  =  0  und  <P(t/)  ==  0  birational  sein,  so  ist  nicht  erforder- 
lich, dass  die  Flächen  des  linearen  Systems 

2(!tf,(x)  =  0 

1 

w*  —  1  Punkte  gemeinschaftlich  haben;  es  ist  nur  nöthig,  dass 
aUe  Flächen  dieses  Systems,  welche  durcft  einen  Punkt  von  F=Q 
gehen,  sich  nicht  gleichzeitig  auf  dieser  Fläche  schneiden. 

Es  gilt  auch  hier  das  Theorem,  welches  als  eine  Erweiterung 
des  Biemann'schen  anzusehen  ist,   dass  nämlich  das  Geschlecht 
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der  beiden  Flädien,  die  suüi  ein-eindetäig  die  eine  in  die  andere 
transformiren  lassen,  dos  fiämliche  sein  muss.  Siehe  Glebsch, 
Compt  JRend.,  1868;  Math,  Ann.,  2;  Cayley,  Matlt.  Ann,,  3; 
Noether,  Ann,  di  mat.,  (2),  5;  Math,  Ann,,  2,8;  Zeuthen, 
Math,  Ann,,  4;  Gastelnuovo-Enriques,  Math.  Ann,,  48. 

Wie  bei  den  ebenen  Curven,  so  hat  man  auch  bei  den 
Flächen,  den  Untersuchungen  Noether 's  über  die  Zerlegung  der 
singulären  Punkte  entsprechend,  versucht,  ob  es  nicht  möglich 
sei,  durch  birationale  Transformationen  des  Baums  oder  der  Flächen 
eine  Fläche  mit  höheren  Singularitäten  auf  eine  solche  mit  nur 
gewöhnlichen  Singularitäten  zurückzuführen.  Mit  diesem  Problem 
haben  sich  in  verschiedenem  Sinn  Noether,  Matfi.  Ann.,  29; 
Berl. Sitztmgsber.,  1888;  Del  Pezzo,  Bend,  Palermo,  2,3;  Segre, 
Ann.di  mat,  (2),  25;  Pannelli,  ib.,  25;  Levi,  ib.,  26;  G.  Kobb^ 
Journ.  de  Liouv.,  1892  beschäftigt.  Ueber  das  ähnliche  die 
Eaumcurven  betreffende  Problem  sehe  man  Poincare,  Compt. 
Bend.,   108,   1888;    Pannelli,   Bend.  Ist.  Lomb.,   1893  nach. 

Ein  specieller  Fall  der  birationalen  Transformation  der 
Flächen  ist  die  sogenannte  AhhÜdung  der  Flädien  auf  die  Ebene. 
Wie  oben  bereits  angegeben  wurde,  nennt  Cremona  eme  Fläclie, 
die  sich  auf  die  Ebene  abbilden  lässt,  em  UomcUoid. 

SoU  sich  eine  Fläche  auf  die  Ebene  abbilden  lassen,  so 
muss  sie  vom  numerischen  Geschlecht  p^  =  0  sein.  Ausführlicheres 
über  diesen  Satz  findet  man  in  Kap.  13,  §  7. 

Eine  ausreicJiende  Bedingung  für  die  Möglichkeit  der  Ab- 
bildung einer  Fläche  auf  eine  Ebene  besteht  darin,  dass  sie  eine 
einfach  unendliche  Schar  rationaler  Curven  besitze,  weldie  auf  da* 
Fläche  von  einem  Büschel  anderer  Fläcfien  geschnitten  werden, 
Noether,  Gött.  Nachr.,  1870;  Math.  Ann,,  3.  Ueber  weitere 
Sätze  siehe  Kap.  13,  §  7. 

Es  liege  eine  Fläche  S  von  der  Ordnung  n  vor,  und  die 
homogenen  Coordinaten  ihrer  Punkte  mögen  sich  durch  die  Formeln 

^i  =  /i(^i'  y^>  y^)^  (*  =  1 .  2,  3,  4) 

ausdrücken  lassen,  worin  die  f  rationale  homogene  Functionen 
^ter  Ordnung  seien;  wir  wollen  femer  annehmen,  man  könne 
die  Verhältnisse  zwischen  den  g  umgekehrt  mittelst  dieser  Formeln 
als  rationale  Funktionen  der  x  darstellen.  Man  sagt  alsdann, 
die  Fläche  8  sei  auf  die  Ebene  abbildbar,  weil  bei  der  Inter- 
pretation der  y  als  homogene  Coordinaten  der  Punkte  einer 
Ebene  die  vorstehenden  Formeln  eine  ein-eindeutige  Zuordnung 
zwischen  den  Punkten  der  Ebene   und  der  Fläche  S  feststellen. 


240    Kapitel  IX.   Die  algebraischen  Flächen  und  Baumcurven. 
Wenn  die  Curven  des  ebenen  linearen  Systems 

4 
1 

oTj  einfache  Punkte,  u^  Doppelpunkte,  a^  dreifache  Punkte,  etc. 
gemeinschaftlich  haben,  so  bestefit  die  Eelatiofi: 

n  =  m^  —  »1  —  4a3  —  9a, .  ^ 

Nennt  man  p^  das  Geschlecht  eines  ebenen  Schnitte  der 
Fläche,  d  die  Ordnung  der  Doppelcurve  derselben  Fläche,  r  die 
Ordnung  der  Cuspidalcurve,  so  gilt  die  Beziehung: 

_  (n  -  1)  (n  -  2) 
p^  = 2 d  —  r  = 

(w  -  1)  (m-2) 
= 2 a,  —  Saj  —  6of4 . 

Ueberdies  besteht  die  Ungleichheit: 

4  S  ^ — ■ — ■- — «1  —  3a,—  öa, . 

Aus  diesen  Belntionen  folgt: 

p^^n  —  2, 

Die  Flächen  2^^  und  5**'  Ord/nwng  lassen  sich  offenbar 
immer  auf  die  Ebene  abbilden.  Bei  den  Flächen  2**'  Ordnung 
braucht  man  nur  von  einem  ihrer  Punkte  aus  die  Punkte  auf 
die  Ebene  zu  projiciren,  und  fOr  die  Flächen  3*®'  Ordnung  (siehe 
Kap.  11)  genügt  es,  zwei  ihrer  Geraden  zu  betrachten,  die  sich 
nicht  schneiden,  und  dann  von  einem  beliebigen  Punkt  einer 
Ebene  die  Gerade  zu  ziehen,  welche  die  beiden  Geraden  der 
Fläche  trifft;  sie  wird  die  Fläche  noch  in  einem  anderen  Punkt 
treffen,  der  ein-eindeutig  dem  Punkt  der  Ebene  entspricht. 

Um  die  ebene  Abbildung  einer  Fläche  4*®'  Ordnimg  mit 
Doppelkegelschnitt  (siehe  Kap.  12,  §  6)  geometrisch  zu  con- 
struiren,  kann  man,  wie  folgt,  verfahren: 

Wir  betrachten  von  den  16  Geraden  der  Fläche  eine 
solche  g,  welche  den  Doppelkegelschnitt  schneidet.  Durch  einen 
Punkt  P  einer  Ebene  und  durch  g  wird  eine  Ebene  gelegt, 
welche  den  Kegelschnitt  noch  einmal  in  einem  Punkt  schneidet, 
welcher,  mit  P  verbunden,  eine  Gerade  liefert,  die  den  Doppel- 
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kegelschnitt  und  g  trifft;  und  daher  die  Fläche  in  noch  einem 
Punkt  Q  schneidet;  die  Ziwrdnung  stvischen  P  und  Q  ist  ein- 
eindeutig. 

Paus  die  Fläche  4^'  Ordnung  eine  Doppelgerade  hat  (siehe 
Kap.  12,  §  8),  kann  analog  verfahren  werden,  wenn  man  be- 
achtet, dass  alsdann  auf  der  Fläche  Kegelschnitte  existiren, 
welche  die  Doppelgerade  schneiden. 

Bei  den  Flächen  5^'  Ordnung  mit  zwei  sich  nicht  schneiden- 
den Doppelgeraden  (siehe  Elap.  13)  lässt  sich  eine  ähnliche 
geometrische  Gonstniction  ausführen,  wie  bei  den  Flächen  3^ 
Ordnung. 

Besitzt  die  Fläche  5**'  Ordnimg  eine  Doppelcurve  3**' 
Ordnung,  so  kann  man  offenbar  die  Sehnen  ^er  Curve 
3***  Ordnung,  welche  die  Fläche  in  einem  weiteren  Punkt 
schneiden,  zu  projicirenden  Strahlen  nehmen.  Analog  ist  die 
Gonstniction,  wenn  die  Curve  3*®'  Ordnimg  in  einen  Kegelschnitt 
und  eine  Gerade  zerfällt,  welche  den  Kegelschnitt  in  einem 
Punkt  schneidet,  oder  in  drei  Gerade,  von  denen  eine  die  beiden 
anderen  trifft.  Die  Fälle,  in  denen  die  Curve  3**"  Ordnung  eben 
wäre,  oder  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade  zerfiele,  welche 
den  Kegelschnitt  nicht  trifft,  oder  auch  in  drei  sich  nicht  schnei- 
dende Gerade,  sind  unmöglich. 

Man  beachte  jedoch,  dass  bei  allen  diesen  Abbildungen  Aus- 
nahmestellen auftreten,  an  denen  die  Abbildung  aufhört,  ein- 
deutig umkehrbar  zu  sein. 


Die  Abbildung  der  Flächen  auf  die  Ebene  lässt  sich  zum 
Studium  der  auf  diesen  Flächen  gezogenen  Curven  benutzen.  Die 
ältesten  Untersuchungen  in  dieser  Hinsicht  beziehen  sich,  wie  man 
wohl  sagen  darf,  auf  die  stereographische  Projection  und  all- 
gemein auf  alle  Projectionen,  die  man  zur  Herstellung  der  geo- 
graphischen Karten  erdacht  hat. 

Das  Verebnen  der  Flächen  2*®'  Ordnung  wurde  von  Plücker, 
Crelk,  34,  1847;  Chasles,  Campt.  Rend.,  1861;  Cayley,  Bnl 
Mag.,  22,  1861  durchgeführt,  welche  sich  dessen  zur  Unter- 
suchung der  Curven  auf  einer  Fläche  2**'  Ordnung  bedienten. 
Siehe  auch  Clebsch-Lindemann,  Geom.,  2  und  weiter  unten, 
Kap.  10,  §  1. 

Die  ebene  Abbildung  der  Flächen  3**"  Ordnung  untersuchten 
Cremona,  Grelle,  69  und  Clebsch,  Grelle,  65;  die  der  Flächen 
4**'  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  oder  doppelter  Geraden  und 

Pascal,  Repertoriam.  IL  16 
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die  der  Flächen  5**'  Ordnung  mit  Doppelcurve  3**'  Ordnung 
Clebsch,  Crelle,  69;  Math.  Ann.,  1;  K orndörf er,  JfaÖ?.  Ann., 
1,  4;  Frahm,  ib.,  7. 

Ebene  Abbildungen  schliesslich  der  rationalen  Begelflächen 
studirten  Cremona,  Ann,  di  mat,  1;  Armenante,  Ann.  di 
mal.,  4,  1870,  Clebsch,  Math,  Ann.,  2,  5;  Noether,  ib.,  2. 

Für  den  Fall,  in  welchem  die  Fläche  nicht  speciell  alge- 
braisch, sondern  beliebig  ist,  lässt  sich  das  Problem  des  Ver- 
ebnens  der  ganzen  Fläche  oder  eines  Theils  derselben  nach 
den  Methoden  der  Differentialgeometrie  behandeln.  Siehe  weiter 
imten,  Kap.  16. 

Wie  in  der  Ebene,  so  lassen  sich  auch  im  Raum  mehrdeutige 
Transformationen  betrachten  (vergl.  Kap.  5,  §  5,  S.  161).*  Von 
Arbeiten  darüber  citiren   wir   De  Paolis,   Mem,  Xt«C6t,*1885. 


Kapitel  X. 
Raamcorven  verschiedener  Ordnungen. 

§  1.  Die  GuTven  auf  den  Flächen  2^'  Ordnung.     Die 

sphärischen  Gnrven. 

Wie  wir  in  dem  letzten  Paragraphen  des  vorigen  Kapitels 
gesagt  haben,  lassen  sich  die  auf  einer  Fläche  2^'  Ordnung 
liegenden  Curven  mit  Hülfe  der  Abbildung  dieser  Fl&chen  auf 
die  Ebene  leicht  studiren.  Projicirt  man  von  einem  Punkt  P 
der  Fläche  2*"'  Ordnung  Cwelcher  auch  ein  unendlich  femer 
Punkt  sein  kann)  die  Funkte  der  Fläche  auf  eine  Ebene,  z.  B. 
auf  die  Berührungsebene  an  die  Fläche  in  dem  2**"  Schnittpunkt 
0  des  durch  P  gehenden  Durchmessers  mit  der  Fläche,  so  erhält 
man  eine  ebene  Abbildung  der  Fläche,  die  man  der  Analogie 
mit  der  Abbildung  der  Kugel  wegen,  siereograpfiiscJie  Prqjedion 
nennen  kann. 

Die  auf  den  beiden  durch  P  gehenden  Erzeugenden  der 
Fläche  2**'  Ordnxmg  gelegenen  Punkte  haben  sämmtlich  ihre 
Projection  in  denselben  beiden  unendlich  fernen  Punkten  P^,  Pg, 
welche  Fundanientalpunkte  heissen;  die  Gerade  PiP^j  welche  in 
diesem  Fall  die  unendlich  ferne  Gerade  ist,  wird  Fundamental- 
gerade genannt. 

Die  Gesammtheit  aller  Geraden  der  Fläche  2*®'  Ordnung 
projicirt  sich  in  zwei  Strahlenbüschel,  deren  Mittelpunkte  in  Pj 
imd  Pj  liegen. 

Wir  wollen  nun  auf  der  Fläche  2*®''  Ordnung  ein  Coordi- 
natensystem  festsetzen. 

Wir  wählen  den  Punkt  0  zum  Coordinatenanfang  und  die 
beiden  Geraden,  in  welchen  die  Berührungsebene  in  0  die  Fläche 
zweiter  Ordnung  schneidet,  zu  Axen  OX,  OY.*)     Es  sei  A  ein 

*)  Will  man  diese  Constructionen  in  dem  reellen  Gebiet  aus- 
führen, 80  braucht  man  nur  anzunehmen,  die  Fläche  sei  ein  Hyperboloid. 

16* 
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Punkt  der  Fläche;  durch  Ä  gehen  zwei  Erzeugende,  eine  des 
ersten  und  eine  des  zweiten  Systems,  welche  die  festen  Er- 
zeugenden OX  und  OF  in  den  Punkten  Ä^  auf  OX  und  A^ 
auf  Or  schneiden;  die  Abstände  ^  =  0Ä^  \md  ri  =  OÄ^  kann 
man  als  Coordinaten  des  Punktes  Ä  der  Fläche  2^'  Ordnung 
ansehen.  Diese  Coordinaten  pflegt  man  hyperbolaidale  zu  nennen; 
sie  wurden  von  P lücker,  Crelle,  34  eingeführt. 

Bemerkenswerth  ist,  dctss  der  in  der  Tangentialebene  XY 
gelegene  Punkt,  dessen  Coordinaten  eben  J  und  ti  sind,  die  Pro- 
jeciion  des  Punktes  A  der  Flndie  2^^  Ordnung  von  P  aus  ist. 

Jede  Gleicliung  ersten  Grads 

«S  +  ^^  +  c  =  0 

gwiscfien  den  Coordinaten  J,  ri  stellt  auf  der  Fläche  eine  ebene 
durdi  den  Punkt  P  gehende  Curve  dar. 

Nimmt  man  als  Cartesische  Coordinatenaxen  im  Baum  die 
Axen  OX,  OY  und  eine  dritte  beliebige  Axe  OZ  an,  so  sind 
die  Cartesischen  Coordinaten  x,y,z  eines  Punkte  A  der  Fläcfte 
^***  Ordnung  mit  den  Hgperboloidencoordinaten  J,  i^  desselben 
Punkts  A  durch  die  Belaiionen 


.  dz  dz 


oder 


C2  +fty '      '  bz  -{-  iix 


z 


verbunden,  wenn  die  Gleichung  der  FkicJie  2^^  Grads  die  Gestalt 

z(az  4"  ^^  4"  ^"^  4"  ^)  +  f*^^  =  ^     '*ö^- 

Wählt  man  speciell  den  durch  0  gehenden  Durchmesser 
zur  Z-Axe,  50  wird  die  Gleichung  der  Fläche 

z{z  '\-  d^  -^  ^xy  =  0^  trenn  die  Fläche  ein  Hyperboloid  ist, 

oder 

dz  -\-  ^xy  =^  0,  u'cnn  sie  ein  Parabohid  ist, 

und  die  oben  angegebenen  Belationen  werden: 

Die  vorstehenden  Formeln  wurden  von  Plücker  1.  c.  be- 
nutzt. In  homogenen  Coordinaten  erhalten  sie  grössere  Sym- 
metrie.    Siehe  Clebsch-Lindemann,  Geom,,  2,  p.  422. 

Es  seien  P,  0  zwei  beliebige  Punkte  der  Fläche  2*®'  Ord- 
nung,   welche   nicht    mehr    nothwendiger  Weise   die   Endpunkte 
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eines  Durchmessers  zu  sein  brauchen,  und  das  Fundamental- 
tetraeder der  Coordinaten  habe  die  Punkte  F,  0,  P^ ,  P^  zu  Ecken, 
wobei  P|  und  P^  die  beiden  Fundamentalpimkte  in  der  Be* 
rührungsebene  an  die  Fläche  in  0  bezeichnen. 

Die  Gleichung  der  Fläche  ^^  Ordnung  hat  die  Gestalt 

wenn  die  Ebenen  x^  =  0,  x^  =  0,  Xq=^  0,  x^  =  0  bez.  die 
Ebenen  POPi,  POP^,  OPiP^,  -P^A  sind. 

Bezeichnet  man  nun  mit  g^,  1^'  ^s  ^®  homogenen  Goordi* 
naten  des  Punkts  (in  der  Ebene  OP^P^)^  in  welchen  sich  ein 
Punkt  der  Fläche  2**'  Ordnung  projicirt,  so  erhält  man  die 
Formeln 

X^lX^l  X^l  X^  =  5j  §3  '  §2  98  '  bi  §2  '  »8  • 

X  OCm 

Die  Grössen  — ,  —  kann  man  zu  Coordinaten   des  Punkts 

auf  der  Fläche  wählen,  Cayley,  CoU.  Maih.  Pap,,  5,  p.  70;  sie 
kommen  schliesslich  auf  die  Hyperboloidencoordinaten  Plücker's 
hinaus. 

Jede  ebene  Curve  auf  der  Flädie  ^*"  Ordnung  projicirt 
sich  in  einen  Kegelschnitt,  weldier  zum  Kreis  wird,  wenn  P  ein 
Kreis-  oder  Ndbelpwnkt  der  Fläche  4?**'  Ordnung  und  0  der  dia- 
metral gegenüberliegende  Punkt  ist,  ÄUe  diese  Kegelschnitte  sind 
einander  ähnlich  und  ähnlich  gelegen;  ihre  Asymptoten  sind  den 
beiden  Axen  OX,  OY  paräHd,  in  welchen  die  Berührungsebene 
in  0  die  Fläche  ^*"'  Ordnung  sdtneidet. 

Eine  Curve  n**"  Ordnung  auf  der  FläcfiC  J2^^  Ordnung,  uddie 
nicht  durch  P  geht,  wird  in  eine  ebene  Curve  n**'  Ordnung 
projicirt. 

Geht  die  Curve  mrmal  durch  den  Punkt  P,  so  ist  die  Pro- 
jection  von  der  Ordnung  n  —  m. 

Jede  Curve  n*"  Ordnung  auf  der  Fläcfie  2^"^  Grads  schneidet 
jede  Erzeugende  des  einen  Systems  k-mal  und  jede  Erzeugende 
des  anderen  k'-mal,  so  dass  ä  +  fc'  =  n  ist;  die  Projedion  dieser 
Curve  geht  dann  k-mal  durdi  P^  und  k'-mal  durcfi  P^,  Die 
beiden  Zahlen  k,  k'  cfiarakterisiren  die  Gattung  (Spedes)  der 
Curven  n*"  Ordnung  auf  der  Flädie  3^  Grads,  Diese  Gattung 
pflegt  man  daher  mit  dem  Symbol  [k,  k']  zu  bezeichnen. 

Wenn  eine  der  Zahlen  k,  k'  Null  ist,  so  zerfällt  die  Curve 
in  die  Gesammtheit  von  n  Geraden  der  Flädie  2^^  Ordnung. 
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Beta'achtet  man  die  beiden  Gattungen  von  Curven  [k,  Ä*'] 
und  [Ic,  k]  als  nicht  wesentlich  voneinander  verschieden,  so  gilt 
der  Satz: 

Auf  jeder  Fläche  J2^^  Ordnung  gibt  es  -  -^—    versdiiedene 

Gattungen  (Species)  von  eigentlichen,  d,  h.  nicht  zerfallenden  Curven 

n**'  Ordnung  hei  ungeradem  n  und  --  verschiedene  Gattungen  hei 
geradem  n. 

Der  vollständige  Schnitt  der  Flädte  2^^  Ordnung  mit  einer 
allgemeinen  Fläche  w*®'  Ordnung  (d.  h.  ohne  singtdäre  Punkte) 
ist  von  der  Ordnung  2  m  und  der  Gattung  [m,  w]. 

Durch  kk'  -^k-^k'  auf  der  Flädie  2^^  Ordnung  hdiebiff 
gegebene  Punkte  lässt  stell  nur  eine  einzige  Curve  von  der  Gattung 
[Ä%  Ä:']  legefi. 

Zwei  Curven  von  den  Gattungen  \k,  A*']  und  \l\ ,  A\']  schneiden 
sicli  in  kk^  -(-  k'k^  Punkten, 

Jede  Curve  von  der  Gattung  [A:,  A'],  welche  d  Doppelpunkte 
und  X  Spitzen  besitzt,  berührt 

2U{k—  1)  —  26  —  ^1 

Erzeugefide  des  ersten  Systems  und 

2k(k'—  1)  —  2Ö  —  Sx 

Erzeugende  des  zweiten, 

lieber  die  Singularitäten  und  charakteristischen  Zahlen  der 
Curven  auf  den  Flächen  2*®'  Ordnung  siehe  Kap.  9,  §  4. 

Auf  der  Fläche  2^^  Ordnung  gibt  es  keine  anderen  eigent- 
licJien  Curven  2^^  Ordnung,  als  die  ebenen  Sdinitte,  welcJie  den 
Typus  [1,  1]  haben. 

Es  existiren  keine  anderen  eigentlidien  Curven  5*®'  Ordnung 
als  die  vom  Typus  [1,  2]  oder,  was  dasselbe  ist,  [2,  1];  es  sind 
die  Eaumcurven  5**'  Ordnung. 

Es  gibt  zwei  versdiiedene  Famüien  von  Curven  4'®'  Ord- 
nung, die  durch  [2, 2j  (Curven  4*®'  Ordnung  1^* Species)  und  [1 ,  3] 
(Curven  4**'  Ordnung  ^**'  Species)  dargestellt  tverden. 

Durch  Verallgemeinerung  der  stereographischen  Protection 
der  Kugel  wurde  zuerst  Chasles  zur  Abbildung  der  Flächen 
2*®'  Ordnimg  auf  eine  Ebene  gefuhrt,  Ann.  de  Gergonne,  18,  19; 
Apergu  histor.,  1837,  p.  219,  Anm.  Das  Studium  der  Curven 
auf  der  Fläche  2*^'  Ordnung  unternahm  Plücker  in  zwei  Auf- 
sätzen, Crelle,  34,  p.  341,  360.  Mit  demselben  Gegenstand 
beschäftigten  sir'    "      '       m  e^«'^'^^  i^^Trzen  Artikel,  Phil.  Magaz., 
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22,  1861;  CoU.  Math.  Pap.,  5,  p.  70  und  Chasles,  Campt.  Rena., 
1861.     Siehe  auch  Clebsch-Lindemann,  Geom.,  2,  p.  414  u.  ff. 


Specielle  Fälle  dieser  Untersuchungen  betreffen  die  stereo- 
graphische Projection  der  Kugel  und  die  sphärischen  Curven, 
insbesondere  die  sogenannten  sphärisclien  Kegelschnitte.  Die 
stereographische  Projection  der  Kugel  ist  schon  seit  den  Zeiten 
der  alten  Griechen  bekannt;  ihre  wichtigste  Eigenschaft  besteht 
in  der  sogenannten  can formen  (winkeltretien)  Abbildung'^  d.  h.:  der 
Whikel,  den  zwei  sphärische  Curven  miteinander  hUden,  ist  dem 
Winkel  ihrer  ebenen  Projectionen  gleich,  wenn  man,  wie  oben, 
das  Projectionscentrum  in  einen  Punkt  P  der  Kugel  legt  und 
die  Projectionsebene  parallel  zur  Berührungsebene  in  P  annimmt, 
oder  speciell  die  Berührungsebene  in  dem  Punkt  0,  der  P  dia- 
metral  gegenüber  liegt,  zur  Projectionsebene  ninamt. 

Diese  Eigenschaft  scheinen  Hooke  und  Mo i vre  gefunden 
zu  haben,  siehe  Halley,  Phil.  Trans.,  1696;  jedoch  glauben 
auch  Einige,  sie  sei  schon  1587  Mercator  bekannt  gewesen; 
vergl.  A.  Breusing,  Das  Verebnen  der  Kugeloberfläche  etc., 
Leipzig,  1892;  spätere  Untersuchungen  sind  von  Lambert,  Euler, 
Lagrange,  Gauss,  etc.;  siehe  Chasles,  Äper^  hist.,  p.  219  u. 
235.  Deutsche  von  Wan gerin  besorgte  Ausgaben  der  Arbeiten 
von  Lambert,  Euler,  Lagrange  u.  Gauss  über  Kartenprojection 
sind  in  Ostwald's  Klass.  der  ex.  Wiss.,  Nr.  54,  55,  93  erschienen. 

Jeder  ebene  Schnitt  der  Kugel  proßdrt  sich  in  einen  Kreis. 

Die  Projedion  des  Pols  der  Schnittebene  ist  das  Centrum 
des  Kreises,  in  welchen  der  ebene  Sciinitt  projicirt  mrd.  Theorem 
von  Chasles.    Siehe  Hachette,  Geom.  ä  3  dim.,  Paris,  1817. 

Die  Coordinaten  auf  der  Kugel  und  die  sphärischen  Kegel- 
schnitte (Schnitte  der  Kugel  mit  Kegeln  2**'  Ordnung)  haben 
Chasles,  Mem.  de  Belgique,  6;  Gudermann,  Crdle,  6;  Möbius, 
Werke,  2;  etc.  studirt.  Eine  ausführliche  Darstellung  ihrer 
Theorie  findet  man  bei  Hesse,  Vorl.  über  analytische  Geom.  d. 
Raumes,  3.  Aufl.,  Leipzig  1876,  p.  51  und  Salmon-Fiedler, 
Anaigt.  Geom.  d.  Baumes,  1,  3**  Aufl.,  p.  340  u.  ff. 

Ein  sphärischer  Kegelschnitt  ist  eine  Baumcurve  4^^'  Ordnung 
und  1***'  Species  (vergl.  §  3);  er  ist  der  Schnitt  der  Kugel  mit 
einem  Kegel  2**°  Grads,  dessen  Spitze  in  dem  Centrum  der  Kugel  liegt. 

Bei  jedem  sphärischen  Kegelschnitt  ist  das  anharmonische 
Verhältniss  der  vier  Strahlen,  weldte  einen  variabelen  Punkt  der 
Curve  mit  vier  festen  Punkten  derselben  Curve  verbinden,  constant. 
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wenn  tnan  unter  dem  afüiarmonisclien  VerliäUmss  der  vier  (nidit 
in  einer  Ebene  liegenden)  Sirahlen  dcis  der  vier  Ebenen  versteht, 
welche  sie  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  aus  projiciren;  diese  Eigen- 
schaft ist  der  für  die  ebenen  Kegelschnitte  geltenden  analog. 

J?e»  einem  sphärischen  KegelsdinOt  stekt  das  Praduet  der 
Sinus  der  Normalm,  die  sich  von  einem  Pwnkt  der  Kugel  naxi%  zwei 
Bogen  den  Kegelschnitt  berührender  grössler  Kreise  eieheti  lassen, 
zu  dem  Quadrat  des  Sinus  der  Normalen^  wdche  von  demselben 
Punkt  au^  auf  den  Bogen  des  durch  die  beiden  Beriihrungspunkte 
geilenden  grössten  Kreises  gefällt  wird,  in  constantem  VerhäUniss, 

Legt  man  durch  das  Gentrum  der  Kugel  die  beiden  Kreis- 
schnittebenen  des  Kegels  2**^  Grads  (die  ihn  in  Kreisen  schneiden), 
so  heissen  die  diesen  Ebenen  auf  der  Kugel  entsprechenden  grössten 
Kreise  die  dem  sphärischen  Kegelschnitt  zugehörigen  cycUsdten  Kreise. 

Wenn  ein  grösster  Kreis  den  sphärischen  KegdsdmiU  in 
zwei  Punkten  P  und  Q  und  die  cykUsdien  Kreise  in  A  und  B 
schneidet,  so  ist  ÄP=BQ  und  es  gilt  insbesondere: 

Der  Bogen  jedes  grössten  Kreises,  wddier  den  Kegdsdinitt 
berührt  und  etcischen  den  beiden  cydiscfien  Kreisen  ent^talten  ist, 
wird  von  dem  BeriJihrungspunkt  halbirt, 

§  2.   Die  BsumouTYen  8^'  Ordnung. 

Zwei  Flächen  2*®'  Ordnung,  die  eine  Gerade  gemeinschaft- 
lich haben,  schneiden  sich  in  einer  Bestcurve,  welche  eine  Baum- 
curve  3^^  Ordnimg  ist. 

Benutzen  wir  dieselben  Bezeichnungen,  wie  in  Kap.  9,  §  4, 
für  die  charakteristischen  Zahlen  und  die  Singularitäten  der 
Raumcurven,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Werthe: 


«   —3, 

tn  —  3, 

r   -4, 

r/  -1, 

//    =1, 

X  '=0, 

!/   —0, 

«  —  0, 

13=0, 

G  —  0, 

H  —  O, 

to  —0, 

V   —0, 

p  —0, 

woraus  sich  die  Sätze  formulieren  lassen: 

IHe  Baumcurve  5**"  Ordnung  ist  eine  Curve  4**'  Cktsse  vom 
Gescfdecht  Null;  itire  Osculationsdeoeloppäbele  ist  4^'  Ordnung 
und  5*«'  Glosse 
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Durdt  einen  heUebigen  Funkt  des  Raufns  gelten  eine  einzige 
Sfhne  und  drei  Osculationsebenen  an  die  Curve  3^^  Ordnung. 

Jede  belid)ige  Ebene  des  Battms  enihäU  eine  und  nur  eine 
Gerade,  in  iceldter  sich  zwei  Osculatiansebenen  der  Curve  5**"  Ord- 
nung sdmeiden. 

Die  Prcjection  der  cubisdten  Baumcurve  auf  irgend  eine 
Ebene  ist  eine  Plancurve  3^^  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt. 

Jede  Baumcurve  3^^  Ordnung  kann  man  sich  auf  einer 
Flädte  ^'  Ordnung  aufgetragen  denken;  sie  trifft  die  Erzeugen- 
den des  einen  Systems  in  je  einem  Punkt  und  die  Erzeugen- 
den des  anderen  Systems  in  je  zwei  Punkten.  Siehe  oben,  §  1. 
Daraus  folgt: 

Auf  einer  Fläche  Sf^^  Ordnung  kann  man  sich  zwei  ver- 
sdmdene  Systeme  von  Curven  3^^  Ordnung  aufge^agen  denken, 
je  nachdem  diese  Curven  die  Erzeugenden  des  f^  Systems  in  je 
einem  oder  je  zwei  Punkten  (und  mitfiin  die  des  J3^  in  je  zwei 
oder  je  einem  Punkt)  sdineiden. 

Zwei  Curven  3^^  Ordnung  von  versdiiedenen  Systemen  treffen 
sich  in  fünf  Punkten  und  zwei  soldie  Curven  desselben  Systems  in 
vier  Punkten. 

Wenn  zwei  Flädien  ^  Grads  sich  in  einer  Curve  3^'  Ord- 
nung und  mithin  auch  in  einer  Geraden  scJmeiden,  so  gehört  diese 
letztere  auf  jeder  der  beiden  Flädien  ^*^  Grads  dem  System  an^ 
dessen  Erzeugende  von  der  Curve  5*®'  Ordnung  in  je  zivei  Ptifikten 
(fesdmUten  werden. 

Durcth  fünf  beliebig  auf  einer  Fläcfte  ^*^  Grads  gegebene 
Punkte  gehen  zwei  auf  dieser  Flädie  liegende  Curven  5**'  Ord- 
nung (für  jedes  der  beiden  Systeme  eine,  sielte  oben). 

Durdi  sechs  beliebig  im  Raum  gegebene  Punkte  gelit  immer 
eine  Curve  5**'  Ordnung. 

Um  diese  Curve  3*®'  Ordnung  zu  erhalten,  braucht  man 
nur  den  Kegel  2^**  Ordnung  zu  construiren,  dessen  Spitze  in  einem 
der  seohs  Punkte  liegt,  und  der  durch  die  übrigen  fünf  geht, 
und  dann  ebenso  einen  zweiten  Kegel  2^'  Ordnung,  dessen 
Spitze  in  einem  anderen  der  sechs  Punkte  liegt,  und  der  durch 
die  übrigen  fünf  geht.  Die  beiden  Kegel  schneiden  sich  in  der 
Geraden,  welche  die  beiden  Spitzen  verbindet,  und  in  einer  Curve, 
welche  die  gesuchte  Curve  3*®'  Ordnung  ist. 

Eine  Baumcurve  3^'  Ordnung  ist  der  Ort  der  Punkte,  welche 
den  Tripeln  sidi  entsprediender  Ebenen  dreier  zu  einander  pro- 
jectiver  Ebenenbnschd  gemeinschaftlidi  sind. 
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Die  Osculaiionsdevehppäbele  einer  Baumcurve  3^^  Ordnung 
lässt  »ich  als  die  Enveloppe  der  Ebenen  ansehen,  welche  durch 
die  Tripel  sich  entsprechender  Punkte  dreier  prqjectiver  Punktreihen 
gehen. 

Eine  Ausartung  der  Baumcurve  5**'  Ordnung  mit  einem 
einzigen  scheinbaren  Doppelpimkt  ist  die  Gesammtheit  eines 
Kegelschnitts  und  einer  Geraden,  welche  so  im  Raum  gelegen 
sind,  dass  die  Gerade  den  Kegelschnitt  nur  in  e'mem  Punkt 
schneidet. 

Verschiedene  Eigenschaften  der  Curven  3^^  Ordnung. 
Die  vier  Ebenen,  welcfte  durdi  eine  variabele  Sehne  der  Curve 
und  durch  jeden  von  vier  festen  Punkten  derselben  Curve  gehen, 
stehen  in  constantem  anharmonisdiem   Verhältniss, 

Vier  feste   Osculaiionsebenen   der  Curve   werden    von    einer 
beliebigen  Geraden,  die  der  Schnitt  zweier  Osculationsebenen  ist, 
in  vier  Punkten  getroffen,  welche  in  constantem  anharmoniscbem 
Verhältniss  stehen. 

Insbesondere: 

Die  vier  Ebenen,  welche  eine  Tangente  an  die  Curve  tnit 
vier  festen  Punkten  der  Curve  verbinden,  beJialten  bei  dem  Varii- 
ren  der  Tangente  dasselbe  anharmonische  Verhältniss  bei. 

Die  vier  Punkte,  in  welchen  vier  Osculationsebenen  durch 
eine  variabele  Tangente  gesdmitten  werden,  liegen  in  constantem 
anharmonischem  Verhältniss. 

Wenn  sieben  Punkte  1 ,  2 ,  . . . ,  7  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung gegeben  sind,  so  schneiden  sich  die  Ebenen 

712  und  745, 

723  und  756, 

734  und  761 

in  drei  Geraden  ciner^  Ebene,  welche  durch  eine  feste  Sehne  der 

Curve  geht,  wenn  die  ersten  sedis  Punkte  fest  liegen  bleiben  und 

nur  der  Punkt  7  seine  Lage  ändert.     Cremona. 

Gegeben  sind  zwei  durcii  dieselben  fünf  Punkte  gehende 
Curven  dritter  Ordnung;  die  Sehnen  der  ersten,  welche  durch 
Punkte  der  zweiten  gehen,  schneiden  alle  Sehnen  der  zweitcfi,  die 
durch  Punkte  der  ersten  gehen. 

Die  Osculationsebenen  dreier  Punkte  1,  2,  3  der  Curve  3^^ 
Ordnung  schneiden  sich  in  einem  PunM  (4)  der  Ebene  12  3. 

Die  Berührungspunkte  der  drei  von  einem  Punkt  (4)  aus 
an  die  Curve  3^^  Ordnung  gezogenen  Osculationsebenen  liegen  in 
derselben  Ebene^  wie  der  Punkt  (4).     Chasles. 


§  2.    Nullpolaritat.  251 

Die  Schnittgerade  von  Osculationsebenen,  weU^e  in  der  Ebene 
12  3  liegt,  ist  die  harmonische  Polare  des  Punktes  4  in  Bezug 
auf  das  DreiseU  (1  2  3)*). 

Die  durch  den  Punkt  4  gehende  Sehne  der  Curve  5*®'  Ord- 
nung ist  die  harmonische  Polargerade  der  Ebene  12  3  in  Be- 
zug ßuf  das  Drei  flach  der  drei  Osculationsebenen'**). 

Vier  Punkte  einer  Curve  5**'  Ordnung  bilden  ein  Tetraeder 
und  ein  zweites  Tetraeder  wird  durch  die  Osculationsebenen  in 
den  vier  Punkten  bestimmt;  jedes  der  beiden  Tetraeder  ist  dem 
anderen  zu  gleicher  Zeit  eingeschrieben  und  umschrieben,  Möbius, 
Crelle,  3,  p.  273. 

Das  Theorem  von  Chasles  zeigt,  dass  durch  eine  ge- 
wundene Curve  3**'  Ordnung  eine  besondere  Zuordnung  zwischen 
den  Punkten  und  Ebenen  im  Baum  derart  festgesetzt  wird,  dass 
jedem  Punkt  eine  durch  ihn  gehende  Ebene  und  jeder  Ebene  ein 
in  ihr  liegender  Punkt  entspricht.  Diese  Zuordnung  ist  eine 
polare  oder  involutoriscfie  Dualität  und  zwar  speciell  diejenige, 
die  wir  auf  S.  44  Nullpolaritat  oder  Nullsystem  genannt  haben. 
Siehe  Möbius,  Statik,  Leipzig,  1837,  1,  p.  151  und  Grelle,  10, 
p.  317.  Der  Punkt  und  die  ihm  entsprechende  Ebene  heissen 
Pol  und  Polarebene. 

Die  Sehne  der  Curve  5**'  Ordnung,  welcfie  durch  einen  ge- 
gebenen Pol  P  geht  und  die  in  der  Polarebene  von  P  liegende 
Gerade,  in  tcelcher  sicJi  zwei  Osculationsebenen  der  Curve 
schneiden,  sind  zwei  in  der  Ntdlpolarität  sich  entsprechende 
Gerade,  _ 

Verschiedene  Construdionen  der  Curven  5**'  Ordnung.  Die 
Probleme,  deren  Lösung  wir  hier  angeben,  betreffen  die  Con- 
struction  der  gewundenen  Curven  3*®'  Ordnung,  wenn  gewisse 
Bedingungen  gegeben  sind,  denen  sie  genügen  sollen. 

1.  Gegeben  sind  sechs  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6  der  Curve; 
die  Curve  zu  construiren. 

Man  lege  durdi  (12)  eine  beliebige  Ebene  a  und  bestimme 
die  Schnitte 


*)  Unter  harmonischer  Polaren  8  eines  Punktes  S  (des  harmoni- 
schen Pols  von  8)  in  Bezug  auf  ein  Dreiseit  versteht  man  die  Gerade, 
welche  die  Seiten  eines  Dreiseits  ABC  in  drei  Punkten  A\  B\  C 
80  schneidet,  dass  die  Strahlenpaare  SA,  SA';  SB,  SB';  SC,  SC  in 
Involution  stehen.    Siehe  oben  das  letzte  Theorem  auf  S.  58. 

**)  Jeder  wird  leicht  selbst  die  Definition  der  harmonischen 
Polaren  in  der  vorigen  Anmerkung  auf  den  Fall  des  Dreiflachs  aus- 
dehnen können. 
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[a,  (345)]  —  a,  [«,  (456)1  =  6, 

[(23),  (561)]  -=  A,  [(61),  (234)]  -  B, 

[a,{B4)]  =  C,  [«,(^5)]  =2), 

[(CD),  a]  =  E,  [(CJ)),  b]  =  F; 

der  PunJet 

[{iE),(2F)]  =  P 

gehört  der  Curve  5**'  Ordnung  an, 
Oder  auch: 
Man  bestimme 

[«,  (45)]  =  G. 

[lÄG]  =  ß,         [2BG]  —  y, 

[^,(34)]=^,     [y.(56)]-jr; 

die  drei  Ebenen 

[QIH],     a,    [23 K] 

schneiden  sidi  in  einem  Punkt  der  Curve  5*®'  Ordnung,  welcher 
seWstverständlidi  der  in  der  Ebene  a  liegende  dritte  Funkt  der 
Curve  ist. 

2.  Gegeben  sind  fünf  Punkte  1,  2,  3,  4,  5  und  eine  Seconte 
(a);  die  Curve  3**'  Ordnung  zu  construiren. 

Man  lege  durc/i  die  Secante  (a)  eine  beliebige  Ebene  a, 
welche  die  Ebenen 

[123],  [124],  [134],  [234] 

in  vier  Geraden  schneidet,  die,  mit  (a)  zusammen  genommen^ 
einen  sie  berührenden  Kegelschnitt  bestimmen;  die  Ebene  a  schneidet 
ferner  die  Ebenen 

[123],  [125],  [135],  [235] 

in  vier  anderen  Geraden,  welche  mit  (er)  zusammen  eineti  weiteren 
Kegelschnitt  festlegen;  die  beiden  Kegelschnitte  haben  eu  gemein- 
schaftlichen Tangenten  (a)  und  [a,  (123)].  Der  Schnittpunkt  der 
beiden  anderen  genieinschaßlichen  Tangenten  ist  ein  Funkt  der 
Curve  5**'  Ordnung, 

3.  Gegeben  sind  vier  Punkte  und  zwei  Secanten;  die  Curve 
zu  construiren.  Dieses  Froblem  hat  entweder  keine  oder  unend- 
lich viele  Auflösungen. 

4.  Gegeben  sind  drei  Punkte  und  drei  Secanten;  die  Curve 
gtcr  Or^niuig  zu  construiren. 

Es  genügt,  die  drei  Ebenenbüschel  zu  betrachten,  welche  die 
drei  Secanten  zu  Äxen  haben,  und  zwiscften  den  Ebenen  der  drei 
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Büschel  eine  projccüve  Zuordnung  derart  hereusteUen^  dass  sich 
die  Ebenen,  wd6he  durch  jeden  der  drei  gegebenen  Punkte  gehen, 
einander  entsprechen;  die  Punkte  der  Curve  sind  als  Schnitte 
-von  drei  hdiehigen  anderen  sich  entsprechenden  Ebenen  bestimnU. 

5.  Gegeben  zwei  Punkte  -4,  B  und  vier  Secanten  a^a^by  b'\ 
die  Curve  zu  construiren. 

Man  zielie  die  Gerade,  welche  durch  Ä  geht  und  die  Geraden 
«,  a'  schneidet,  und  die  Gerade,  ujelche  Ä  enthält  und  b,  b' 
trifft;  diese  Geraden  seien  c,  c';  alsdann  eiche  man  ebenso  die 
Geraden  d,  d',  welche  durch  B  gehen  und  a,  d  bez,  b,  V  treffen. 
Der  Schnitt  der  Ebenen\cd^  und  \c'dr\  sei  l;  die  beiden  Hyper- 
boloide 

[aa'l],  [bb'l] 

schneiden  sicfi  in  der  gesuchten  Curve  3^'  Ordnung, 

6.  Das  Problem,  die  Curve  3**"  Ordnung  zu  construiren, 
welche  durch  einen  Punkt  geht,  und  fünf  gegebene  Gerade  zu 
Secanten  hat,  lässt  ebenfalls  immer  eine  Lösung  zu, 

7.  Dßgegen  hat  das  Problem,  die  Curve  3*"'  Ordnung  zu 
construiren,  von  welcher  sechs  Secanten  gegeben  sind,  im  All- 
gemeinen sechs  Auflösungen. 

Wir  verweisen  in  Bezug  auf  diese  Aufgaben  auf  die  oben 
citirten  Werke  von  Schröter,  Cremona  und  Sturm. 


Verschiedene  Species  von  Curven  5*®'  Ordnung,  In  derselben 
Art,  wie  die  Kegelschnitte  je  nach  der  Realität  oder  Nicht- 
realität  ihrer  unendlich  fernen  Punkte  unterschieden  werden,  so 
lassen  sich  analoge  unterschiede  auch  bei  den  gewundenen  Curven 
3^'  Ordnung  feststellen: 

1)  wenn  die  unendlich  ferne  Ebene  die  Curve  in  einem 
einzigen  reellen  Punkt  schneidet,  so  ergibt  sich  die  cubiscfte 
EU^se; 

2)  wenn  die  unendlich  ferne  Ebene  drei  reelle  Punkte  der 
Curve  enthält,  die  cubische  Hyperbel] 

3)  wenn  speciell  von  diesen  drei  reellen  Punkten  zwei  zu- 
sammenfallen, die  cubische  parabolische  Hyperbel '^ 

4)  und  wenn  schliesslich  diese  drei  Punkte  sämmtlich  zu- 
sammenfallen, d.  h.  also,  die  unendlich  ferne  Ebene  eine  Oscu- 
lationsebene  ist,  die  cubisclie  Parahd. 

Durdi  jede  cubische  Hyperbel  gehen  drei  hyperbolisdie  reelle 
Cylindcr  2^  Grads, 
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Durch  die  cübische  Ellipse  geht  ein  einsiger  reeller  Cylinder 
zweiten  Grads,  welcher  elliptisch  ist 

Durch  die  cübische  parabolische  Hyperbel  gehen  zwei  reelle 
Cylinder  2^^  Grads,  von  denen  der  eine  hyperbolisch,  der  andere 
parabolisch  ist. 

Durch  die  cübische  Parabel  geht  nur  ein  reeUer  Cylinder 
^ten  Q^Q^  ^ficl  dieser  ist  parabolisch. 

Nennt  man   die  reelle   Tangente   (iin  Endlichen)   an  einen 
unendlich  fernen  Punkt  der  Curve  Asymptote,  so  gelten  die  Sätze: 
Die  cübische  Ellipse  hat  nur  eine  Asymptote. 
Die  cübische  Hyperbel  hat  de»'en  drei. 
Die  cübische  parabolische  Hyperbel  hat  eine  einzige  Asymptote. 
Die  cübische  Parabel  hat  überhaupt  keine. 


Die  gewundenen  Curven  3**'  Ordnung  wurden  zuerst  von 
Möbius  studirt,  Barycentr.  Caleül,  1827,  p.  120;  Grelle,  10, 
dann  von  Chasles,  Apergu  hist,  Note  33;  Joum.  de  LiouviUe, 
2,  1854;  Compt.  Bcnd,,  45.  Auf  sie  folgten  Seydewitz, 
Grunert's  Archiv,  10;  Hesse,  Grelle,  26;  Schröter,  ib.,  56*,. 
V.  Staudt,  Beiträge  zur  Geom.  der  Lage,  3,  1860,  p.  298 — 311; 
Cremona,  Ann.  di  mal.,  (l),  1,  2,  5;  Grelle,  58,  60,  63;  iVbur. 
Annales  etc.,  1,  2*«  Ser.;  R.  Sturm,  Grelle,  79,  80,  86;  Müller, 
Math.  Ann.,  1. 

Andere  Untersuchungen  über  die  Raumcurven  3*®'  Ordnung 
speciell  auch  die  Anwendung  der  Theorie  der  Invarianten  der 
binären  Formen  auf  dieses  Studium  findet  man  bei  Beltrami,  Ist. 
Lomb.,  1868;  R.  Sturm,  1.  c;  Voss,  Math.  Ann.,  13;  D'Ovidio, 
Acc.  Torino^  32,  1879;  Giorn.  di  Batt.,  17;  Collect,  math.  in  me- 
tnoriam  D.  GheUni,  Mediolani  1881;  Pittarelli,  Giorn.  di 
Batt.,  17;  Gerbaldi,  Mem.  Torino,  1880. 

Von  Werken,  die  sich  mit  den  Raumcurven  3**'  Ordnung 
beschäftigen,  citiren  wir  Salmon-Fiedler,  An.  Geom.  d.  Baum., 
2  und  Schröter,  Theorie  der  OberfläcJien  J2^'  Ordnung  und  der 
Baumciirven  5**'  Ordnung,  Leipzig  1880,  der  ausführlicher  auf 
sie  eingeht.  Vergleiche  auch  die  Schrift  von  Drach,  Einleitung 
in  die  Theorie  der  cubischen  Kegelschnitte,  Leipzig  1867. 

§  3.    Die  BaumouTYen  4*®'  Ordnung  1**'  Speoies. 

Jede  Raumcurve  4**'  Ordnung  1*®'  Species  ist  der  voll- 
ständige Schnitt  zweier  Flächen  2^^  Grads;  sie  schneidet  auf 
jeder   von   ihnen  jede   Erzeugende   des    einen   Systems   in    zwei 
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Punkten  und  jede  Erzeugende  des  anderen  Systems  ebenfalls  in 
zwei  Punkten'^  siehe  §  1. 

Die  Ckarctkteristiken  für  diese  Curvc  sind,  wenn  voraus- 
gesetzt unrd,  dass  die  beiden  Flächen  ^^  Grads  beliebig  seien: 

n  =  4,  m=  12, 

r  =8,  (7  =  38, 

Ä  =  2,  a;  =  16, 

//  =  8,  «  =  16, 

H=0,     a)  =  0, 
t?  =  0,     p  =  1. 

Wenn  dagegen  die  beiden  Flächen  ^*^  Grads  in  einem  Punkt 
eine  gewöhnliche  Berührung  hohen,  so  erhält  die  Curve  4**'  Ord- 
nung einen  Doppelpunkt,  und  ihre  Charakteristiken  sind: 

«  =  4 ,  wi  =  6 , 

r  =  6,  g  =  Q, 

A  =  2,  a:  =  6, 

y  =  4,  a  =  4, 

|J  =0,  G=0, 

if=l,  «=0, 

v  =  0,     i?  =  0. 

Haben  die  beiden  Flächen  2^^  Grads  in  einem  Punkt  eine 
stationäre  Berührung,  so  besitzt  die  Curve  4**'  Ordnung  eine 
Spitze;  ihre  Charakteristiken  werden 

n  =  4 ,  w  =  4 , 

r  =  5,  g  =2, 

A  =  2,  X  =  2, 

y=2,  a  =  l, 

j3=l,  (?==0, 

i/=  0,  «  =  0, 

ü  =  0,  i?  =  0. 

Degenerationen  der  Baumcurve  4^'  Ordnung  1^^  Species  sind: 

1.  Eine  ebene  Curve  3*®'  Ordnung  und  eine  Gerade,  welche 
so  im  Baum  liegt,  dass  sie  die  Curve  in  einem  einzigen  Punkt 
schneidet. 

2.  Eine  Baumcurve  3**'  Ordnung  und  eine  ihrer  Sehnen. 
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3.  Zwei  Kegelschnitte,  die  so  im  Baum  liegen,  dass  sie  zwei 
Punkte  gemeinschaftlich  haben. 

Aus  dem  Satz  über  die  Anzahl  der  Kegel  2'*''  Grads,  welche 
in  einem  Büschel  von  Flächen  2**"  Grads  existiren,  folgt: 

Durcli  jede  Curve  4**'  Ordnung  i*®'  Species  gehen  vier  Kegel 
J^^""  Grads,     Poncelet. 

Eine  Curve  4*"  Ordnung  1*®'  Species  kann  keine  drelfadic 
Secante  haben. 

Jede  Ebene  des  Ebenenbiisdiels,  welches  zur  Axe  eine  Seime 
oder  Tangente  der  Curve  4**'  Ordnung  1^  Species  hat,  schneidet 
die  Curve  in  zwei  Punkten,  deren  Verbindungslinie  die  Erzeugefide 
einer  Flädie  2^^  Grads  ist,  auf  welcher  die  Curve  4**'  Ordnung 
vollständig  liegt. 

In  einem  soldien  Büsdiel  gibt  es  vier  Berührungsehenen  an 
die  Curve  4^  Ordnung. 

Acht  beliebig  im  Baum  gegebene  Bunkte  bestimmen  eine  Curve 
4**'  Ordnung  i**'  Species, 

Zwei  auf  derselben  Flädie  ^**°  Grads  gelegene  Curven  4**' 
Ordnung  1^^  Species  sdmeiden  sich  in  acht  Buhkten. 

Solche  acht  Punkte  sind  diejenigen,  in  welchen  sich  drei 
Flachen  2*®**  Grads  schneiden;  sind  sieben  von  ihnen  gegeben,  so 
lässt  sich  der  noch  feJdende  durch  lineare  Construction  bestimmen: 
sie  bilden  eine  Gruppe  von  acht  associirten  Punkten;  durdi  sie 
gehen  unendlicli  viele  Curven  4^'  Ordnung,  Siehe  z.  B.  Hesse, 
Crclle^  26;  Reye,  ib.,  100;  Zeuthen,  ib.,  99;  Acta  math,,  12,  etc. 

Durcli  sechs  Punkte  einer  Gruppe  von  acht  associirten  Punkten 
lege  man  die  Baumcurve  5*®'  Ordnung;  die  durch  die  beiden 
übrigen  Punkte  gehende  Gerade  ist  eine  Sehne  der  Curve  3^' 
Ordnung;  und  umgekehrt:  adit  Punkte  einer  Curve  4*®'  Ordnung, 
welche  diese  Eigenschaft  besitzen,  sind  acht  associirte  Punkte, 

Durch  fünf  Punkte  einer  Curve  4^'  Ordnung  1^'  Species 
ziehe  man  alle  möglichen  Flä^ihen  2^^  Grads,  welche  die  Curve 
in  nodi  drei  Punkten  sdmeiden.  Die  Ebene  dieser  drei  Punkte 
geht  durdi  einen  festen  Punkt  der  Curve, 

Man  habe  auf  einer  Curve  4**'  Ordnung  zwei  Gi^uppen  von 
-adit  associirten  Punkten,  im  Ganzen  also  16  Punkte;  wenn  es 
nun  möglich  ist,  adit  von  Urnen  so  auszuwählen,  dass  sie  eine  neue 
Gruppe  associirter  Punkte  bilden,  so  liefern  auch  die  übrigen  acht 
eine  Gruppe  associirt^r  Punkte, 

Man  zidie  drei  Ebenen ,  welche  die  Curve  4*®'  Ordnung  in 
den  Punkten 
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A^.  J?i,  Ol,  Dj-, 

-^*    -^2*    ^2*    ^%\ 
-^3'    -"8'    ^8'    -^3 

schneiden;  die  Ebenen  Ä^Ä^Ä^,  B^B^B^,  C^C^C^,  DyD^D^ 
treffen  dann  die  Curve  in  weiteren  vier  Funkten^  welche  in  einer 
Ebene  liegen. 

Die  vier  Ebenen,  tveJche  in  vier  in  einer  Ebene  gelegenen 
Punkten  osctdiren,  8(^neiden  die  Curve  in  vier  Punkten  einer 
Ebene,     Reye. 

Es  gibt  auf  der  Curve  4*®'  Ordnimg  Tripel  van  Punkten 
A^,  Ä^,  Ä^,  die  fnit  der  Eigenschaft  begäbt  sind,  dass  die  drei 
in  ihnen  oscuUrenden  Ebenen  sich  in  einem  Punkt  S  der  Curve 
schneiden,  durch  welchen  aucfi  die  Ebene  Ä^Ä^Ä^  geht.  Der 
Punkt  S  heisst  Begleiipunkt  (Satellit)  des  Tripels, 

Man  habe  eine  Curve  4*®'  Ordnung  auf  einer  Fläche  ^^^ 
Grads;  die  drei  Punkte  B^^B^,  B^,  in  denen  die  durdi  Ä^,  Ä^,  A^ 
gehenden  Erzeugenden  desselben  Systems  die  Curve  4*®*  Ordnung 
zum  zweiten  Mal  schneiden,  bilden  ebenfalls  ein  Tripel. 

Es  sei  0  ein  Punkt  der  Curve  4*®'  Ordnung;  die  drei 
Punkte,  in  denen  die  drei  Ebenen  OA^A^f  OA^A^,  OA^A^  die 
Curve  wieder  treffen,  bilden  auch  ein  Tripel. 

Die  drei  Punkte,  in  denen  die  drei  bez.  durch  A^,  A^,  A^ 
und  durch  eine  Secante  oder  durcJi  eine  Tangente  der  Curve  4**' 
Ordnung  gehenden  Ebenen  die  Curve  von  Neuem  schneiden, 
madien  wieder  ein  Tripel  aus. 

Um  für  eine  gegebene  Curve  4**'  Ordnung  ein  Tripel  von 
Punkten  zu  construiren,  kann  man  auf  die  folgende  Art  ver- 
fahren: Man  nimmt  einen  Punkt  S  der  Curve  als  Begleitpunkt 
an,  und  projicirt  dann  die  Curve  4'*'  Ordnung  von  S  aus  auf 
eine  Ebene  in  eine  Curve  3*®'  Ordnung;  die  durch  S  und  eine 
der  Inflexionsgeraden  der  ctihischen  Plancurve  gehende  Ebene 
schneidet  die  Curve  4*®'  Ordnung  in  den  drei  Punkten  eines 
Tripels. 

Wir  haben    oben   gesagt,    dass    es   in    dem  Ebenenbiischeh 

dessen   Axe   eine   Sehne   der    Curve  4*®'  Ordnung  ist,  vier  Be- 

riifirungsebenen  an  die  letztere  gibt;  wir  wollen  die  vier  Be- 
rühnmgspunkte  ein  Punktequadimpel  nennen. 

Das    anharTnofiisdie    Vcrhälfniss    dieser    vier    Ebenen  des 

Büschels  bleibt  beim  Variiren  der  Sehne,  welche  die  Axe  des 
Büschels  ist,  constant;  oder  auch: 

PaBcal,  Repertorinm.  II.  17 
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Das  anharmonisdie  VcrhäUniss  der  vier  Punkte,  in  ledchcfi 
die  Tangenten  in  den  vier  Punkten  eines  Quadrupels  die  dem 
Quadrupel  zugeJiörige  Sehne  sdmeiden,  ist  constant. 

Die  durch  eine  Sehne  der  Curve  und  durch  je  einen  der 
vier  Punkte  eines  Quadrupels  gehenden  Ebenen  schneiden  die 
Curve  in  vier  Punkten,  die  ihrerseits  ein  Quadrupel  bilden. 

Die  vier  Seitenflächen  des  Tetraeders,  welches  die  vier  Punkte 
eines  Quadrupels  zu  Eckpunkten  hat,  schneiden  die  Curve  in  vier 
Punkten  eines  zweiten  Quadrupels,  die  eben  die  vier  Punkte  sind, 
in  denen  die  Curve  von  den  vier  OscuWionsebenen  in  den  Punkten 
des  ersten  Quadrupels  getroffen  wird. 

Es  gibt  auf  der  Curve  4*®'  Ordnung  24  Punktepaare  von 
der  Beschaffenheit,  dass  die  Osculationsebene  in  dem  einen  Punkt 
des  Paares  durch  den  anderen  Punkt  des  Paares  geht,  und  wm- 
gekehrt. 

Man  hat  auch  die  Configuration  der  16  Berührungspunkte  der 
stationären  Ehenen  der  Osculationsdeveloppahelen  mit  der  Cunre 
4**"  Ordnung  studirt,  d.  h.  der  16  Punkte  der  Curve  4**'  Ord- 
nung, in  welchen  die  Osculationsebene  eine  Berührung  3**'  Ord- 
nung mit  der  Curve  hat. 

Diese  16  Punkte  sind  die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  den 
vier  Seitenflächen  des  Polartetraeders,  d.  h,  des  Tetraeders,  welches 
die  Spitzen  der  vier  durch  die  Curve  4'*'  Ordnung  gehenden  Kegel 
zu  Eckpunkten  hat. 

Jede  Ebene,  welche  durch  drei  dieser  16  Punkte  geht,  ent- 
hält aucüi  einen  vierten  von  ihnen,  der  übrigens  mit  einem  der 
drei  in  Betracht  gezogenen  zusammenfallen  kann.  Man  erhält 
so  116  Ebetien, 

Die  16  Punkte  lassen  sich  durch  die  Symbole  (t,j)  dar- 
stellen, worin  i,  j  =  0,  1,  2,  3  sind,  und  diejenigen  vier  Punkte 
liegen  in  einer  Ebene,  für  welche  die  Summe  der  ersten  Indices 
und  die  der  zweiten  Indices,  jede  für  sich,  El  0  (mod.  4)  sind. 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Raumcurve  4*®'  Ordnung 
i**'  Species  lassen  sich  durch  elliptische  Functionen  eines  Para- 
meters ausdrücken;  man  kann  insbesondere 

a:  =F=  jp (u) ,     y=p  (m) ,     z=p' (u) 

setzen,  worin  p  die  bekannte  elliptische  Function  von  Weierstrass 
bedeutet.  Vergl.  EeperL  1,  Kap.  16,  §  4.  Vier  Punkte  in  einer 
Ebene  sind  alsdann  diejenigen,  für  welche  die  Summe  der  vier 
Argumente  =i  0  (mod.  2(0,  2(0')  ist 
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Von  diesem  Gesichtspunkt  aus  wurde  die  Raumcurve  4**' 
Ordnung  1^'  Species  von  Harnack,  Math.  Ann.,  12;  Lange, 
Dlssert.,  Dresden,  1882  und  Schlömilch^s  Zeitschr,,  28  studirt; 
siehe  auch  Halphen,  Fonct  ellipf,,  2,  p.  449  u.  ff. 

Die  Raumcurve  4**'  Ordnimg  1*®'  Species  untersuchte  Chas- 
les,  CatnpL  Bend.,  52,  54;  Reye,  Ann.  di  mat.,  2;  Gegen- 
bauer, Wien.  Berichte^  93;  Ameseder,  ib.,  37,  abgesehen  von 
den  anderen  bereits  oben  citirten  Autoren.  Wir  verweisen  auch 
auf  Schröter,  Grundzüge  einer  rein  geametrisclien  Theoi'ie  der 
Baumcurve  4*®'  Ordnung  J*®'  Species,  Leipzig  1890,  worin  man 
noch  viele  andere  Angaben  findet. 

Zu  dieser  Species  von  Curven  4*®'  Ordnimg  gehören  auch 
die  sphärischen  Kegelschnitte,  von  denen  in  §  1  die  Rede  war. 

§  4.   Baumcurven  4^'  Ordnung  2^®'  Species. 

Die  Raumcurve  4*®'  Ordnimg  2*"  Species  ist  als  diejenige 
Curve  4*^  Ordnung  definirt,  durch  welche  nur  eine  einzige  Fläche 
2**°  Grads  geht. 

Wenn  eine  Flfiche  2*«'»  Grads  und  eine  Fläche  3**°  Grads 
eine  ebene  Curve  2*®'  Ordnung  (zwei  Gerade  in  einer  Ebene 
oder  einen  Kegelschnitt)  gemeinschaftlich  haben,  so  ist  im  All- 
gemeinen der  übrig  bleibende  Schnitt  eine  Curve  4*®'  Ordnung 
!*•'  Species;  die  Curve  4*®'  Ordnung  2**'  Species  ist  dagegen  der 
Restschnitt  einer  Fläche  2**'  und  einer  3*®'  Ordnung,  welche 
zwei  windschiefe  Gerade  gemeinschaftlich  haben. 

Man  erhält  auch  eine  Curve  4*®'  Ordnung  2**'  Species,  wenn 
die  Flächen  2**'  und  3*®'  Ordnung  eine  einzige  Gerade  gemein- 
schaftlich haben,  welche  für  die  cubische  Fläche  doppelt  ist. 

Die  allgemeine  Fläche  3*®'  Ordnung  kann  man  durch  eine 
windschiefe  Regelfläche  ersetzen;  d.  h.: 

Jede  Curve  4*®'  Ordnung  2^  Species  lässt  sich  als  der 
Schnitt  einer  Fläche  2^^  Grads  und  einer  icindschiefen  cubischen 
Fläche  ansehen,  welcfie  eine  Sehne  der  Curve  zur  Doppeid irecirix 
hat.     Cremona. 

Jede  Curve  4**'  Ordnung  2^^'  Species  kann  als  der  Ort  der 
Punkte  betrachtet  werden,  die  den  sich  entsprechenden  Ebenen 
dreier  projectiver  Büschel  gemeinschaftlich  sind,  von  tv eichen  das 
erste  einfach,  das  zweite  doppelt  involutorisch  und  das  dritte  zu 
dem  zweiten  Iwmographisch  ist.     Cremona. 

Die  Frojection  der  Curve  4**'  Ordnung  2^^^  Species  auf  eine 
Ebene  ist  im  Allgemeinen  eine  Curve  4^^  Ordnung,   6**®'  Classe, 
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mit   drei   Dqppelpimkten ,   vier   Doppeltangenteti   imd    sechs    In- 
flexionspunicten. 

Wenn  das  Centrum  der  Projection  auf  der  Curve  liegt,  so 
erhält  man  eine  Curve  5**'  Ordnung  und  4**'  Classe, 

Durch  die  Curve  4^'  Ordnung  2^^  Species  getieft  vier  Kegel 
5**'  Ordnung  und  5**'  Classe. 

Die  charakteristischen  Zahlen  für  die  Cui-ve  4*®'  Ordnung 
2*®'  Species  sind: 

w  =  4,  m=  6, 

r  =  6,  //  =  6, 

/i  =  3,  jr  =  6, 

*  y  =  4,  a  =  4, 

|3=0,  ö  =  0, 

if=0,  0  =  0. 

t:  =  0,  p  =0. 

Alle  Erzeugenden  des  einen  der  beiden  Systeme  auf  der 
Fläche  zweiten  Grads  werden  von  der  Curve  4**'  Ordnung  in 
drei  Punkten,  und  alle  diejenigen  des  anderen  Systems  in  einem 
einzigen  Punkt  geschnitten;  siehe  §   1;  daraus  folgt: 

Die  Curve  lässt  ein  einfach  unendliches  Sifstem  von  drei- 
fachen  Secanten  zu. 

Es  gibt  vier  PunJcte,  in  weldien  die  Tangente  an  die  Curve 
die  Curve  noch  einmal  schneidet. 

Die  Curve  kann  speciell  eine  oder  auch  zwei  stationäre  Tan- 
genten oder  lineare  Inflexionen  (y=l,2)  haben,  was  bei 
Curven  4*®'  Ordnung  1'®"^  Species  nicht  der  Fall  sein  kann. 

Die  charalieristischen  Zahlen  für  diese  sjyecieJlen  Fälle  sind: 


n  —  4, 

m —  5, 

r  =6, 

/;-4. 

li  =3. 

X  —  T). 

?/  -  4, 

a  —  2. 

/3— 0, 

0—0, 

i/=0,     ö)  =  0, 
r  =  1 ,     p  =0 
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und 

n  =  4,     m=  4, 

r  =  6,  <7  =  3, 

/i  =  3,  a;  =  4, 

//  =4,  a  =  0, 

/3=0,  G=0, 

/f=0,  (0  =  0, 

y    =  2,      1>   =  0. 

Degenerationen  der  Raumcurve  4*®'  Ordnxmg  2^^  Species  sind: 

1.  ^n«  Baumcurve  5**'  Ordnung  und  eine  Gerade,  iveldte 
sie  in  einem  einzigen  Punkt  schneidet, 

2.  Zwei  Kegelschnitte,  weldie  einen  einzigen  Funkt  gemein- 
schaßlich  haben. 

Das  afüiarmonisdte  Verhältniss  der  vier  Ebenen,  tvelche  durch 
vier  Punkte  der  Curve  und  durdi  eine  beliebige  dreifadie  Secante 
der  Curve  gelten,  bleibt  beim  Variiren  der  dreifordien  Secante  con- 
stant.  Man  kann  es  daher  das  anhamionische  Verhältniss  der 
vier  Punkte  der  Curve  4**'  Ordntmg  nennen. 

Auf  einer  Flache  2*®"*  Grads  kann  man  zwei  Systeme  von 
Ciirven  4*^'  Ordnung  2*®'  Species  aufzeichnen,  je  nachdem  diese 
Curven  die  Erzeugenden  des  einen  Systems  (das  1**  System)  in 
je  einem  imd  die  des  anderen  Systems  (das  2**  System)  in  je 
drei  Punkten  treffen  oder  umgekehrt. 

Zwei  Curven  4**'  Ordnung,  welche  versdiiedenen  Systemen 
angehören,  schneiden  sich  in  zehn  Punkten  und  zwei  Curven  des- 
selben Systems  in  sechs  Punkten. 

Eine  Curve  4**'  Ordnung  i**'  Species  und  eine  soldie  2^^ 
Species,  welche  auf  derselben  Fläche  2*^  Grads  beschrieben  sind, 
treffen  sich  in  acht  Punkten. 

Eine  Baumcurve  5**'  Ordnung  und  eine  Curve  4*®'  Ordnung 
2^'  Species,  die  auf  derselben  Flädte  2*^  Grads  aufgetragen  sind, 
und  von  welchen  jede  dieselbe  Erzeugende  der  Fläche  in  einem 
einzigen  Punkt  trifft,  schneiden  sich  in  fünf  Pimkten. 

Wenn  dagegen  die  Curve  5*®'  Ordnung  dieselbe  Erzeugende 
in  zwei  Punkten  und  die  Curve  4*®'  Ordnung  in  nur  einem 
Punkt  trifft,  so  haben  die  beiden  Curven  sieben  Punkte  gemein- 
schaftlich. 

Durch  acJit  beliebige  Punkte  des  Baums  gelten  vier  Curven 
4^^  Ordnung  2^^  Species. 
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Durdi  »leben  Punkte  auf  einer  Fläche  3^^  Grads  lassen 
sich  zwei  Curven  4**'  Ordnung  ^**'  Species  zieheft,  die  auf  dieser 
Fläche  2^  Grads  liegen. 

Von  einem  Punkt  P  der  Curve  aus  können  drei  Osculations- 
ebenen  an  die  Curve  gezogen  werden;  die  drei  Berührungs- 
punkte liegen  in  ein^  durch  P  gehenden  Ebene,  weldie  die 
harmonische  Polarebene  der  durch  P  gezogenen  dreifachen  Secante 
in  Bezug  auf  das  Dreiflach  der  drei  Oscülationsebenen  ist.  Ueber 
die  Definition  der  harmonischen  Polarebene  siehe  die  Aiun.  zu 
§  2  dieses  Kapitels. 

Variirt  man  den  Punkt  P,  so  hüllt  die  Ebene  der  drei  Be- 
riüirungspunkte  einen  Kegel  2^^  Ordnung  ein.     Cremona. 

Man  nennt  diejenigen  Sehnen  der  Cunre,  durch  welche  sich 
zwei  Oscülationsebenen  von  der  Beschaffenheit  an  die  Curve  legen 
lassen,  dass  die  Berührungspunkte  die  Schnittpunkte  der  Sehnen 
mit  der  Curve  sind,  HauptseJinen.     Bertini. 

Es  gibt  drei  Hauptselinen ;  sie  sdineiden  sich  in  demselben  Punkt. 

Durch  einen  Punkt  des  Raums  gehen  drei  Sehnen  der 
Curve  (A  =  3);  wenn  man  nun  durch  diesen  Punkt  und  durch 
die  sechs  Tangenten  an  die  Curve  in  den  sechs  Schnittpunkten 
mit  den  Sehnen  Ebenen  legt,  so 

berühren  diese  sechs  Ebenen  denselben  Kegel  2^'  Ordnung, 

Es  gelten  femer  die  Sfttze: 

Die  sechs  von  einem  Punkt  an  die  Curve  gezogenefi  Oscü- 
lationsebenen berüJiren  denselben  Kegel  2^^  Grads. 

Die  acht  Geraden,  weldfie  durcHi  einen  Punkt  des  Raufns 
sich  nach  den  Berührungspunkten  der  vier  durch  diesen  Punkt 
gelegten  Doppeltangentialebenen  zielten  lassen,  sind  Erzeugende 
eines  Kegels  2^^^  Grads. 

Die  Oscülationsebenen  der  Curve  berühren  eine  Fläche  2^^^ 
Grads,  deren  Tangentialebenen  die  Curve  in  vier  eine  äquianhar- 
monische  Gruppe  bildenden  Punkten  sdineiden.  Diese  Fläche  ^*** 
Grads  ist  in  die  Oscidationsdeveloppabele  der  Curve  eingeschriebcti. 
Cremona. 

Die  Ebenen,  weldie  die  Curve  4**'  Ordnung  in  vier  eine 
harmonische  Gruppe  bildenden  Punkten  schneiden,  hüllen  eine 
Steincr'sche  Fläche  (4^^  Ordnung  und  .?**'  Classe),  siehe  Kap.  12, 
§  9,  ein,  welche  der  Osculationsdeveloppabelen  der  Curve  4*®'  Ord- 
nung eingesdirieben  ist.     Cremona. 

Wir  wollen  das  Büschel  von  Ebenen  betrachten,  dessen  Axe 
eine  Gerade  ist,  welche  die  Curve  4**'  Ordnung  in  zwei  Punkten 
schneidet;  dei'  Ort  der  Geraden,  welche  die  beiden  arideren  Punkte 
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rerhindet,  in  denen  eine  jede  Ebene  die  Curve  4**'  Ordnung 
irifft,  ist  eine  windschiefe  Reffelfläche  3^^  Ordnufig,  deren  Doppel- 
directrix  die  Axe  des  Ebenenhüschels  ist. 

Aus  den  Tabellen  im  Anfang  dieses  Paragraphen  ersieht 
man,  dass  die  Curve  4**'  Ordnung  2*®'  Species  vier  stationUre 
Osculationsebenen  hat  (a  =  4);  nun  gelten  die  Sätze: 

Die  vier  Tangenten  in  den  vier  stationären  Punkten  (wir 
nennen  die  Berührungspunkte  der  station&ren  Ebenen  statianäre 
Pimkte)  liegen  auf  demselben  Hyperboloid. 

Die  vier  stationären  Punkte  gehören  der  Knotencurve  (6^^ 
Ordnung)  der  Oscidationsdeveloppäbelen  an  (Kap.  9,  §  1);  in 
ihnen  smd  die  stationären  Ebenen  zugleich  auch  Osculationsebenen 
an  die  Knotencurve, 

Die  Knotencurve  hat  ebenfalls  vier  stationäre  Punkte  und 
leine  anderen  mehrfadien  Punkte;  sie  ist  der  Schnitt  einer  Fläche 
ä^^  mit  einer  Fläche  5*"'  Ordnung,  welche  in  vier  Punkten  eine 
stationäre  Berührung  hohen. 

Die  Curve  4**'  Ordnung  2^^  Species  schneidet  die  entsprechende 
Knotencurve  in  acht  PunMen,  von  welchen  vier  die  stationären 
Punkte  der  Curve  4**'  Ordnung  und  die  übrigen  vier  die  statio- 
fuiren  Punkte  der  Ktwtencurve  sind. 


Die  Existenz  der  Curven  4*®'  Ordnung  2*®'  Species  haben 
Salmon  und  Cayley  nachgewiesen,  Cambr,  Math,  Jaum,,  5, 
1850,  später  Steiner,  Flächen  3^  Grades,  Crelle,  53,  1857. 

Die  erste  bedeutende  iVrbeit  über  den  Gegenstand  ist  von 
Cremona,  Äcc,  Bologna,  1861  oder  Ann,  di  Tortolini,  4;  dann 
folgten  Emil  Weyr  mit  vielen  Beiträgen,  Math,  Ann,,  4;  Wien. 
Berichte,  1871,  75,  76,  78;  Bertini,  Ist,  Lowb.,  1872;  Arme- 
nante,  Giorn,  di  mat,,  11,  12;  Bohn,  Lcipz,  Ber.,  1890/91  und 
viele  Andere. 

Bez.  der  Curve  4*®'  Ordnung  2*®'  Species  hat  Study,  Leipz, 
Berichte,  1886  gefunden,  dass,  wenn  ein  Punkt  des  Raums  ge- 
geben ist,  auf  der  Curve  eine  Involution  4*®'  Ordnung  und  1*®' 
Stufe  bestimmt  ist;  ein  specieller  Fall  dieser  Involution  war 
schon  Bertini  (1.  c.)  bekannt.  Sie  ersetzt  gewissermassen  das 
Fehlen  jener  anderen  Involution,  die  auf  den  rationalen  Raum- 
curven von  der  Ordnung  n  >  4  existirt.     Siehe  §  6. 

Die  sogenannte  Theorie  der  Osculanten  steht  in  Verbindimg 
mit  der  Theorie  dieser  Involutionen.  Vergl.  J olles,  Tkeor,  der 
Osculanten,  Aachen,  1886;  Stahl,  Crelle,  101,  104. 
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Ausführlichere  historische-  und  Literaturnachweise  findet  ^an 
in  der  Vorrede  zu  einer  neueren  Ai'beit  Berzolari's  über  diesen 
Gegenstand,  Ann,  di  mai,,  20.  Berzolari  bewies,  d(xss  die  in 
Rede  *  stehende  Involution  die  apolare  derjenigen  ist,  die  man 
durcli  Sdtnitte  der  Curve  mit  den  durch  den  gegebenen  Pufüä 
gehenden  Ebenen  erhält, 

Ueber  die  weiter  oben  (S.  260,  261)  besprochenen  speciellen 
Fälle,  in  denen  die  Curve  stationäre  Tangenten  besitzt,  siehe  Cre- 
mona,  Bend,  Ist.  Lomb»,  1868;  Appell,  Compt  Bend.  1876;  etc. 


§  5.  Die  Baumourven  5^*"%  6**'  eto.  Ordnung. 

Die  Curvefi  5**'  Ordnung. 

Wie  wir  schon  gesagt  haben  (siehe  Kap.  9,  §  3),  gibt  es 
drei  Familien  von  Raumcurven  5**'  Ordnung,  eine  mit  4  schein- 
baren Doppelpimkten  und  vom  grössten  Geschlecht  2,  die  andere 
mit  5  scheinbaren  Doppelpunkten  und  vom  grössten  Geschlecht  1 
und  die  dritte  mit  6  scheinbaren  Doppelpunkten  und  vom  Ge- 
schlecht 0.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  Curven  keine 
wirklichen  Singularitäten,  d.  h.  wirkliche  Doppelpunkte,  Spitzen, 
etc.  haben  dürfen. 

Wir    wollen    diese    Curven    mit    It^*,  Ii^\  B^^    bezeichnen. 

Durch  jede  Baumcurve  5**'  Ordnung  gehen  unendlidi  viele 
Flädien  3^^  Ordnung. 

Die  cJiarakteristiscJien  Zahlen  für  B^^  sind: 

r  =  12,  X  =  48, 

m=  21,  g  =  32, 

/i  =  4,  a  =  32, 
g  =  156. 

Die  übrigen  chardkterisiisdien  Zafden  sind  Null. 

Von  jedem  Funkt  der  Curve  B^^  geht  eine  dreifache  Secante 
der  Curve  aus. 

Die  Curve  ist  der  ÜteUweise  Schnitt  einer  Flädie  3^'  und 
einer  Fläche  5**"  Ordnung,  ueldte  eine  die  Curve  dreimal  schnei- 
dende Gerade  gemeinschaftlicJt  haben. 

Der  Ort  der  dreifadien  Secanten  der  Curve  ist  die  Fläche 
^ten  Qffj^^s^  Q^^f  welcher  die  Curve  liegt. 

Es  existiren  acßU  Funkte  von  der  Besdiaffenheit ,  dass  die 
in  Urnen  an  die  Curve  gelegten  Tangenten  die  Curve  aucfi  sofist 
nocfi  treffen  (A  =  8,  vergl.  Kap.  9,  §  4). 
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Es  gibt  96  Punkte,  in  denen  sich  drei  nicht  unendlich  nahe 
liegende  Tangenten  schneiden  (dreifache  Punkte  der  Knotencurve 
der  Beveloppäbelen). 

Es  gibt  72  Osculationsebenen^  welche  die  gegebene  Curve 
noch  anderswo  berühren. 

Die  Curve  JBg*  hat  keine  vierfachen  Secanten,  • 

Die  Curve  B^^  kann  man  sidi  aus  drei  prqjectiven  Büsdieln 
entstanden  denken,  von  denen  das  eine  aus  Flädien  ^^  Ordnung 
und  die  beiden  anderen  aus  Ebenen  bestehen;  die  Fläche  ^*"'  Ord- 
nung, welche  durch  B^  geht,  wird  durch  die  Schnitte  der  sich 
entsprechenden  Ebenen  der  beiden  Ebenenbüschel  erzeugt. 

B^^  kann  auch  definirt  tverden  als  der  theüweise  Sdinitt 
zweier  Flächen  5**'  Ordnung,  welche  ausserdem  eine  Baumcurve 
4*®'  Ordnung  1**'  Spedes  gemeinschaftlich  haben.  Diese  letztere 
Curve  trifft  B^^  acJit  mal. 


Die  diarakteristisdien  Zaidcn  für  B^  sind: 

r  =  10, 
in=  15, 
h  =5, 
g  =  70, 
X  =  30, 
2/  =  20, 
€t  =  20. 

Diese  Curve  lässt  sicJi  als  der  partielle  ScJinitt  zweier  Flächen 
5**'  Ordnung  ansehen,  welche  sich  ausserdem  in  einer  Curve  4*®' 
Ordnung  2^^  Spedes  treffen. 

Von  jedem  Punkt  der  Curve  kann  man  zwei  dreifacJte  Se- 
canten  durch  sie  ziehen. 

Es  gibt  10  Tangenten  der  Curve,  welche  sie  ausserdetn  nocfi 
anderswo  schneiden. 

Es  existiren  30  Osculatvonsebenen,  welche  die  gegebene  Curve 
noch  anderswo  berühren. 

Es  gibt  40  Sdinittpufüde  von  drei  nicJit  unendlich  nagten 
Tangenten  an  die  gegebene  Curve. 

Der  Ort  der  dreifachen  Secanten  von  B^^  ist  eine  Begelfläche 
o**'  Ordnung. 

B^^  hat  keine  vierfacfte  Secante. 
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Die  charakteristischen  Zahlen  für  li^^  sind: 

r  =8. 
m=  9, 
h  =6. 
ff  =  20, 
X  =  16, 

If  =  12, 
a  =  8. 

Durdt  jeden  Punkt  der  Curve  gehen  drei  dreifache  Secanten. 

Es  gibt  12  Tangenten  y  tcelche  die  Curve  nodi  sonstwo 
schneiden. 

Es  existiren  12  Osculationsebenen,  weldie  die  Curve  auch 
sonst  noch  berühren. 

Es  gilt  adtt  Punkte,  in  weldien  sidi  drei  nidd  unendlidt 
nahe  Tangenten  der  Curve  sdnieiden. 

Die  Curven  J?5®  untersdteiden  sich  in  zwei  Species,  weldie 
dadurdi  diaraJcterisirt  werden,  dass  die  erste  eine  einzige  vierfach 
sdtneidende  Gerade  entliält,  während  die  andere  deren  unendlich 
viele  besitzt,  die  eine  FMdie  ^*'"  Grads  bilden. 

Jede  Br^^  der  ersten  Species  lässt  sich  als  Ort  des  Punkts 
ansehen,  welcher  den  sidi  entsprechenden  Ebenen  dreier  pro- 
jectivcr  Büschel  gemeinschaftlich  ist,  von  denen  zwei  doppelt  und 
das  dritte  einfach  involutorisdi  sind. 

Die  Br,^  der  zweiten  Species  kann  als  Ort  des  Punkts  auf- 
gefasst  werden,  in  welchem  sidi  die  entsprechenden  Ebenen  dreier 
projectiver  Büschel  schneiden,  von  denen  zwei  einfach  und  das 
dritte  dreifcwh  involutorisdi  sind. 

Jede  BrJ^  der  ersten  Species  ist  der  theilweise  Sdinitt  zweien' 
Flächen  5**'  Ordnung,  welche  ausserdem  noch  eine  Baumcurve 
5**'  Ordnung  und  eine  Gerade,  welche  diese  Baumcurve  nlcfd 
sdineidet,  gemeinschaftlich  haben;  oder  auch  der  theilweise  Schnitt 
zweier  Begelflächen  3^^  Ordnung,  weldie  ausserdem  eine  Doppel- 
gerade und  zwei  andere  Gerade  gemeinschaftlidi  haben,  von  denen 
die  eine  die  Doppelgerade  schneidet  und  die  andere  nicht. 

Die  B^^  der  zweiten  Species  ist  der  partielle  Schnitt  ein4*r 
Fläche  2^^  Grads  mit  einer  Begelfläche  4**'  Ordnung,  tcelahc  eine 
rierfadie  Secante  von  Br^  zur  dreifachen  Geraden  hat. 

Die  dreifachen  Secanten  einer  B-^  der  eisten  Species  .bildefi 
eine  Begelflädie  8**'  Ordnung,  für  welche  B^  dreifach  und  die 
vierfache  Secante  von  B.^  vierfadie  Gerade  ist. 
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Von  dem  Standpunkt  der  Classification  der  Raumcurven 
darf  man  die  zweite  B^^  nicht  als  Beprftsentantin  einer  von  der 
ersten  B^^  yerschiedenen  Familie  ansehen,  sondern  als  speciellen 
Fall  von  ihr.  Siehe  darüber  Halphen,  Journ,  de  Vicole  polyt, 
52,  p.  12. 

Die  Curven  5**'  Ordnung  untersuchte  zuerst  Cayley,  Compf. 
Bend,,  54,  58,  1862,  1864;  Coli  Math.  Pap,,  5,  p.  15,  24; 
spater  R.  Sturm,  Syn^ietische  Untersuchungen  über  Flächen  5**' 
Ördn.t  Leipzig  1867,  da,  wo  er  die  Curven  studirt,  die  auf  der 
Fläche  3*^  Ordnung  liegen;  dann  folgten,  bez.  der  B^^  Bertini, 
Collect  math.  in  memoriam  D,  Chelini,  Mediolani,  1881;  Ber- 
zolari,  Mem,  Lincei,  1893  und,  bez.  der  B^\  Emil  Weyr, 
Wiener  Beridde,  90,  2.  Abth.,  1884,  p.  206;  92,  2.  Abth.,  1885, 
p.498;97,2.Abth.,1889,p.592undMontesano,^cc.iVapo/*,1888. 


Curven  6^^  Ordnung, 

Es  gibt  fünf  Familien  von  Raumcurven  6*®'  Ordnung,  welche 
durch  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  charakterisirt 
werden.  Siehe  Kap.  9,  §  3.  Durch  jede  von  Hinen  geht  immer 
eine  FUiche  3^'  Ordnung,  Die  wichtigste  ist  v^om  Geschlecht  4 
und  der  vollständige  Scfmitt  einer  Fläche  2^^  mit  einer  FUiche 
t?*®'  Ordnung,  Diese  Curve  ist  speciell  fär  die  Theorie  der 
AbeUschen  Functionen  vom  Geschlecht  4  von  Bedeutung;  sie 
leistet  dieser  Lehre  dieselben  Dienste,  wie  die  ebene  Curve 
4**"  Ordnung  den  AbeFschen  Functionen  vom  Geschlecht  3. 

J>ie  charakfei''istischen  Zahlen  für  diese  Curve  sind: 

r  =  18, 
w=36, 
h  =6, 
g  =531. 
X  =  126, 
y  =96. 
a  =  60. 

Dujxli  jeden  iJtrer  Punkte  gehen  zwei  dreifaclie  Secanten 
(die  beiden  Geraden  der  Fläclie  ä^^  Grads,  auf  welcher  sie  Hegt). 

Die  ÄnsM  der  Tatigenten,  die  auch  sonst  noch  schneide^i, 
beträgt  2A, 

Die  Anzahl  der  Osculatiansehenen ,  die  sonst  noch  beriiJiren, 
ist  324, 

Die  Osculationsdevehppabele  hat  480  dreifache  Punkte, 
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Bk  Curve  besitzt  120  dreifacfie  Tangentialehenen  und  kann 
selbstverständlich  keine  vierfache  Secante  haben. 

Man  hat  angefangen,  die  Configuration  der  120  dreifachen 
Tangentialebenen  der  Raumcurve  6*®'  Ordnung  und  der  360  zu- 
gehörigen Berührungspunkte  zu  studiren.  Diese  Configuration 
ist  für  das  Geschlecht  jp  b»  4  als  eine  Erweiterung  dessen  zti 
betrachten,  was  die  Gonfiguration  der  28  Doppeltangenten  der 
ebenen  Curve  4***  Ordnung  für  das  Geschlecht  p  =  3  ist. 

Die  360  Berührungspunkte  der  Curve  6^^  Ordnung  mit 
ihren  dreifachen  Tangentialebenen  liegen  zu  je  12  auf  32130 
FläcJten  ^**°  Grads, 

Diese  Flächen  2^^  Grads  lassen  sidi  in  Paare  vereinigen 
und  es  gibt  aclit  verschiedene  Arten  solcher  Paare;  ein  Paar  erster 
Art  ist  durdi  die  Eigenschaft  ausgezeidinet,  dass  vier  andere  der 
FläcJien  2^^  Grads  existiren,  welclie  jede  der  beiden  gegebenen 
Flächen  in  6  Punkten  (auf  der  Curve  ^®'  Ordnung)  treffen, 
und  dass  es  ferner  16  andere  FläcJien  2^^  Grads  gibt,  welclte 
eine  der  beiden  Flächen  des  Paars  in  6  Punkten  und  die  andere 
nur  in  drei  Punkten  (auf  der  Curve  6^^  Ordnung)  schneiden, 
während  dagegen  Flächen  2^^  Grads,  tcelche  die  entgegengesetzte 
Eigenschaft  hätten,  nicht  existiren.  Wie  man  sieht,  besitzt  also 
dieses  Paar  eine  gewisse  Asymmetrie, 

Wir  begnügen  uns  mit  diesen  Hinweisen;  Näheres  findet 
man  bei  Pascal,   Bend.  Lincei,  1.  Sem.,   1893  p.  204  u.  239. 

Wenn  man  zwei  Wurzeln  der  Gleicfiung  kennt,  von  welcher 
die  Bestimmung  der  120  dreifachen  Tangentialebenen  der  Baum- 
curve  6^*  Ordnung  abhängt,  so  zerfallen  die  übrigen  118  in 
54  -{-  64  und  die  Gleichung  der  64  hat  zur  Resolvente  die 
Gleidmng  der  54,  welche  sich  ihrerseits  nach  Auflösung  einer 
Gleichung  27*^  Grads,  welche  keine  Resolventen  niedrigeren  Grads 
hat,  in  27  quadratische  Factoren  zerlegen  lässt. 

Kennt  man  drei  Wurzeln,  so  hängt  das  Problem  nodfi  von 
einer  Gleidiung  27^^  Grads  ab,  welche  keine  Resolventen  niedri- 
geren Grads  hat.  Dieses  Theorem  ist  dem  Satz  über  die  28 
Doppeltangenten  der  ebenen  Curve  4*®'  Ordnung  oder  der  27 
Geraden  der  Fläche  3*®'  Ordnung  analog.  Siehe  Pascal,  Rend. 
Lincei,  1.  Sem.,  1893,  p.  120. 

Mit  den  Raumcurven  6*®'  Ordnung  befassten  sich:  Clebscb, 
Crdle,  63;  Baule,  Disserf.  Göttingcn^  1872;  Emil  Weyr,  Wiener 
Berix:hte,  99,  2.  Abth.,  1890,  p.  932;  100,  2.  Abth.,  1891,  p.  457; 
Noether,  Crelle,  93;  London,  Math.  Ann.,  45;  Petot,  Conipt. 
Rend,,  102,  etc. 
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Was  die  Cur\'en  7**'  Ordnung  anlangt,  so  verweisen  wir  auf 
Eduard  Weyr,  Wien.  Bcr„  69,  2.  Abth.,  1874,  p.  399;  von 
der  Curve  9'*'  Ordnung,  welche  der  vollständige  Schnitt  zweier 
Flächen  5*®'  Ordnung  ist  (d,  h.  die  Basiscurvc  eines  Büsdiels 
cuhischer  Flächen)^  geben  wir  hier  die  charakteristischen  Zahlen 
an.     Sie  sind: 

r  =36, 

a«=  81, 

h  =  18, 

g  =  3006, 

X  =  576, 

y  =  504, 

a  =  144, 

i>  =  10. 

Durch  jeden  Punkt  dei*  Curie  gehen  11  dreifache  Secantev. 

Es  gibt  144  Tangenten,  die  nocJi  sonst  scJineiden  und  2160 
Osculationsehenen,  die  noch  anderswo  berühren. 

Es  existiren  3360  dreifache  Tangentialebenen. 

Die  verschiedenen  Degenerationen  dieser  Curve,  des  Schnittes 
zweier  Flächen  3*®'  Ordnung,  sind  sämmtlich  bei  R.  Sturm  an- 
gegeben, Flächen  3.  Ordn.,  Leipzig  1867. 

§  6.   Die  rationalen  Baumourven. 

Die  Curven  vom  Gesddecht  Null  heissen  rational  oder  auch 
unicursal.  Man  hat  ihre  allgemeinen  Eigenschaften  festgestellt. 
Wir  geben  im  Folgenden  einige  der  elementarsten  Sätze,  die 
sich  speciell  auf  ihre  charakteristischen  Zahlen  beziehen.  Selbst- 
verständlich wird  vorausgesetzt,  dass  die  Curve  keine  singulären 
Punkte  besitzt. 

Die  Osculationsdeveloppabele  einer  rationalen  Baumcurve  «**' 
Ordnung  ist  von  der  Ordnung  2  («  —  l). 

Es  gibt  {n  —  1)^  Gerade,  die  ztvei  willkürliche  Gerade 
treffen  und  die  Curve  in  zwei  Punkten  scJineiden. 

Eine  beicegliche  Gerade,  welche  eine  feste  Gerade  trifft  und 
die  Curve  zweimal  scfineidet,  beschreibt  eine  windschiefe  Fläche 
von  der  Ordnung  (n  —  1)^  für  welche  die  feste  Gerade  vielfach  von 

der  Ordnung-  — — und  die  gegebene  Curve  vielfach  von 

der  Ordnung  n  —  1  ist,  und  welche  2  (n  —  l)  («  —  2)  Cusjndal- 
punkte  hat,  die  auf  der  9'ationalen  Curve  liegen. 
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Die  rationale  Ctirve  hat  offenbar 

{nj-_y)  (»*^_2) 

scheinbare  Doppelpunkte. 

Durdi  jeden    ihrer  Punkte  gehen ^ dreifcLche 

Sccanten. 

Es  gibt „    , vierfadie  Secanten. 

Die  von  den  dreifachen  Secanten  gebildete  windschiefe  Flädie 

ist  von  der  Ordnung 

(n_— Jl)  (n_—  2)  (n  —  3) 

3  ~      * 

Die  Classe  der  Curve  ist  die  3  (n  —  2)*®. 
Durch  jeden  Punkt  der  Curve  gehen  3  (n  —  3)  in  anderen 
Punkten  osculirende  Ebenen, 

Durch  jeden  Punkt  des  Baunis  gehen 

2(n  —  2)(w  —  3) 

DoppeltangenticUebenen. 

Durch  jeden  Punkt  der  Curve  gehen 

2(n  — 3)(n  — 4) 

in  zwei  anderen  Punkten  berührende  Ebenen. 

Jede  Tangente  wird  von  2  (n  —  3)  anderen  Tangenten  ge- 
troffen. 

Die  Curve  hat  4t  (n  —  3)  stationäre  Ebenen. 

Es  gibt  6  (n  —  3)  (n  —  4)  Osculationsebenen,  die  attdi  sonst 
noch  berühren. 

Es  existiren  2  (n  —  2)  (n  —  3)  Tangenten,  welche  die  Curve 
noch  sonstwo  schneiden. 

Die   Curve  hat  — ^ Bitangenttalebenen. 

Eine  wichtige  Eigenschaft  der  rationalen  Curven  betrifft 
die  auf  diesen  Curven  existirende  sogenannte  Fundamental- 
involution: 

Die  Coordinaten  x^,  x^,  x^,  x^  eines  Punkts  der  Curve  lassen 
sich    als  rationale   Funktionen   eines   Parameters  A   mittelst   der 

Relationen 

Xi  ^^  aiy 

n 

T^^  dx 
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ausdrücken,  worin  unter  ax,bx<,  "•  in  symbolischer  Bezeiclmung 
binäre  Formen  n**"  Grads  verstanden  werden.  Man  construirt 
nun  die  n  —  3  Formen  w*^  Orads,  die  zu  jeder  der  vier  ge- 
gebenen und  mithin  zu  jeder  beliebigen  Form  des  durch  diese 
vier  Formen  individualisirten  Systems  apolar  sind.     Siehe  Kap.  2. 

Das  durch  die  n  —  3  so  gebildeten  Formen  individualisirte 
lineare  System  stellt  dann  eine  Involution  (siehe  Kap.  2)  von 
Gruppen  von  n  Punkten  auf  der  gegebenen  Gurre  dar.  Man 
hat  also: 

Auf  der  gegebenen  rationalen  Curve  existirt  eine  Involution 
n^^  Ordnung  und  {n  —  4)*®'  Stufe,  deren  Gruppen  von  n  Putzen 
apolar  zu  allen  Gruppen  von  n  Punkten  sind,  die  von  einer  be- 
liebigen Ebene  des  Baums  auf  der  Curve  ausgeschnitten  werden. 

Diese  Involution  hat  Stahl  fundamental  genannt. 

Für  «  =  4  reducirt  sich  die  Involution  oflFenbar  auf  eine 
Gruppe  von  nur  4  Punkten.  Bei  der  (rationalen)  geumndenen 
Curve  4*®'  Ordnung  f^  Species  uird  diese  Gruppe  von  vier 
Punkten  durch  die  vier  Berührungspunkte  der  stationären  Oscu' 
lationsebenen  gebildet  (siehe  §  4).  In  diesem  Fall  treten  jedoch 
noch  andere  Involutionen  auf,  die  im  Allgemeinen  Study  ge- 
funden hat,  wie  schon  in  §  4  gesagt  wurde. 

Zum  Studium  der  Ft4ndamcntalinvolution  auf  den  rationalen 
Curven  ist  besonders  Stahl  zu  empfehlen,  Grelle,  104;  Math. 
Ann,,  40.  Andere  Arbeiten  über  die  rationalen  Cui*ven  sind  von 
Emil  Weyr,  Giorn,  di  Batt,,  9;  Ann.  di  mat.,  4;  Crelle,  74;  Ist. 
Lomb.,  1882;  Prag.  Berichte,  1882,  etc.;  Korndörfer,  Mat^f. 
Ann.,  3;  Brill,  ib.,  36;  etc.  Berzolari,  Ann.  di  mat.,  21 
dehnt  einige  der  vorstehenden  Betrachtungen  auf  die  rationalen 
Curven  in  einem  Raum  von  einer  beliebigen  Anzahl  von  Dimen- 
sionen aus. 


Kapitel  XI. 
Die  Flächen  S*««*  Ordnung. 

§  1.   AllgemeineB.     Die  Flächen  mit  Doppelpunkten. 

Geometrische  Erzeugping. 

Die  allgemeine  Fläche  5*®'  Ordnung  ist  von  der  12^^  Classc. 
Der  aus  einem  beliebigen  Punkt  des  Raums  beschriebene  Tan- 
gentenkegel  der  Fläche  ist  im  Allgemeinen  von  der  6^^  Ordnung 
und  besitzt  sechs  Rückkehrkanten,  aber  keine  eigmÜiche  Doppel- 
tante.     Die  parabolische  Curve  ist  von  der  12^^  Ordnu/ng, 

Die  allgemeine  Gleichung  der  allgemeinen  Fläche  3^^  Ord- 
nung en&iält  19  nicht  homogene  Coefficienten. 

Auf  einer  allgemeinen  Fläche  5*®'  Ordnung  gibt  es  27  Gerade. 

Wenn  eine  Flädie  3^'  Ordnung  eine  Doppellinie  hat,  so 
kann  diese  mir  eine  einzelne  Gerade  sein;  in  diesem  Fall  ist 
jedoch  die  cubisdie  Fläche  eine  Regelfläche, 

Bei  einer  solchen  Flädie  3^'  Ordnung  gibt  es  auf  der 
Doppelgeraden  zwei  xmiplunare  Funkte  (siehe  Kap.  9,  §  4);  die 
amleren  sind  biplanar. 

Eine  Fläche  5*®'  Ordnung  kann  höchstens  vier  Doppelpunkte 
haben. 

Eigentliche  abwickelbare  Flächen  5*®""  Ordnung  gibt  es  nicJtt, 
sondern  nur  uneigentliche,  wie  die  Kegel  und  CyUnder  5'®' 
Ordnung, 

Wir  lassen  hier  eine  Classification  der  verschiedenen  Arten 
von  Flächen  3*®'  Ordnung  mit  singulären  Punkten  und  von  Regel- 
flächen 3**'  Ordnung  folgen.  Von  diesen  letzteren  gibt  es  nur 
zwei  Spccies. 

Diese  Classification  hat  Cayley,  Phil,  Trans,,  1869  voll- 
ständig durchgeführt;  die  Fälle  (5),  (7),  (ll),  (15),  (20)  waren 
schon  vorher  von  Schlaefli,  Phil,  Trans.,  1863  untersucht 
worden.     Die  Regelflä'^'       ****'  ^dnuni?  wurden  noch  früher  von 
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Gremona,  Ist  Lomhardo,  1861;  CreUe,  60  studirt.  Man  sehe 
auch  eine  Arbeit  von  Em.  Weyr  nach,  Geom,  der  räuml.  Er- 
Zeugnisse,  Leipzig,  1870. 

(In  den  folgenden  Tabellen  bezeichnen  wir  mit  den  Sym- 
bolen u(*>,  u(*\  , . .,  t;(^^  f^^\  . . .  homogene  Funktionen  1*^,  2**" . . . 
Grads  in  x^^,  x^,  x^). 


Laufende 
Nummer 


Beschaffenheit  der  Singularität 


Classe 


Gleichung  der  Fl&che 


2 


Ohne  flingnläre  Punkte. 


Ein  konischer  Punkt. 


Ein  biplanarer  Punkt. 


Zwei  conische  Punkte. 


Ein  biplanarer  Punkt 
derart,  das«  der  Schnitt 
der  beiden  Tangenten- 
ebenen der  Fl&che  ange- 
hört. Er  ist  als  die  Ver- 
einiffung  zweier  conischer 
Punkte  anzusehen. 


Ein  conischer  Punkt  und 
ein  biplanarer  Punkt. 


Ein  biplanarer  Punkt, 
wie  in  Fall  (ö),  aber  unter 
der  Voraussetzung,  dass 
die  Berührungsebene  an 
die     Fläche     längs     der 

Pascal,  Repertorium.  IL 


12 


10 


9 


8 


Der  conische  Punkt  ist 


ii(i)„a)4.uc»)=.0. 
Der  biplanare  Punkt  ist 


Xr 


x^ 


x,  «0. 


Man  nehme  in  der  Glei- 
chung unter  (2)  an,  uW,  uW 
enthalten  x^  nur  im  ersten 
Grad. 


Wird  der  Gleichung 
unter  (3)  die  reducirte 
Form 

gegeben,  so  erhält  man  die 
Gleichung  für  (6),  wenn 
man  z.  B.  annimmt,  t«C') 
enthalte  x^*  nicht.  Die 
Tangentenebenen  sind 

x^  —0,  x^  =  0. 


Die  Gleichung  in  diesem 
Fall  erhält  man  aus  (4) 
durch  die  Annahme,  der 
Coefficient  von  x^  zerfalle 
in  zwei  Factoren. 


Eine     reducirte     Glei- 
chung für  diesen  Fall  lautet 

X^  Xf  X^  -p  iTi  «Z!g    -f-  X^    X^  — 

—  ax^^^^O. 
18 
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Laufende 
Kammer 

Betcbaffenhelt  der  SlnffulariULt 

Claue 

Gleichnng  der  Fliehe 

Schmügeraden  der  beiden 
Tangentenebenen  mit  einer 
der  letzteren  zusammen- 
falle.   Diese  Singtdaritftt 
ist    als    die  Vereinigung 
eines    konischen   Pnnkis 
mit  einem  biplanaren  Punkt 
anzusehen.     Die    Berüh- 
rung^ebene  längs  der  Ge- 
raden schneidet  die  Fläche 
in  der  zweimal  gezählten 
Qeraden    selbst    und    in 
einer  anderen  von  ihr  ver- 
schiedenen Qeraden. 

6 
6 

6 
6 

Der  biplanare  Punkt  ist ' 

JTj  =  X,  —  X,  _  0 

mit  den  Tangentenebenen 
Xi  =  0,  oj,  =  0;  die  Be- 
rührunffsebene  in  einem 
Punkt  der  Schnittgeraden 
dieser  Ebenen  ist  immer 
X.  =  0  und  schneidet  die 
Fläche  in  der  zweimal  zu 
rechnenden  Greraden 

und  in  der  nur  einmal 
gezählten 

oTj  «=  a^  =  0. 

8 

Drei  konische  Punkte. 

In  der  Gleichung  unter 
(2)  nehme  man  an,  uC«>,tt^*^ ' 
enthalten  x^ ,  x^    nur   im  ' 
ersten  Grad. 

9 

Zwei  biplanare  Punkte. 

Man  braucht  nur  anzu-  i 
nehmen,  die  Gleichung  in 
Fall  (3)  enthalte  x»  nur  im 
ersten  Grad  und  cier  Coef- 
ficient  von  x^  zerfalle  in 
zwei  Factoren. 

10 

Ein     konischer    Punkt 
und  ein  biplanarer  Punkt 
von  der  Art,  wie  in  Fall  (5). 

Man  setze  in  Fall  (5) 
voraus,  u(*)  enthalte  auch 
Xj*  nicht. 

11 

Ein  biplanarer   Punkt, 
wie  in  Fall  (7),  aber  mit 
der  neuen  Eigenheit,  dass 
die  Berührungsebene  längs 
der  Qeraden   die   Fläche 
in  derselben  dreimal  ge- 
zählten Geraden  schneidet. 
Man  sagt  in  diesem  Fall, 
die   Gerade    osculire   die 
Fläche.   Der  Funkt  ist  als 
die  Vereinigung  von  drei 
conischen  Punkten  anzu- 
sehen. 

Die  reducirte  Gleichung 
lautet: 

1 

1 
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Laufende 
Nummer 


Beaohaffeaheit  der  Singularität 


Glaeae 


Gleichung  der  Fläche 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


19 


20 


21 


Ein  uniplanarer  Punkt. 


Ein  gewöhnlicher  bi- 
planarer  Punkt  und  zwei 
conische  Punkte. 


Ein  biplanarer  Punkt, 
wie  in  Fall  (7),  und  ein 
conischer  Punkt. 


Ein  uniplanarer  Punkt, 
aber  derart,  dass  die  Tan- 

f  entenebene  in  ihm  die 
lache  l&ngs  drei  Geraden 
schneidet,  von  denen  zwei 
zusammenfiftllen. 


Vier  konische  Punkte. 


Zwei  biplanare  Punkte 
und  ein  conischer  Punkt. 


Ein  Punkt,  wie  in  Fall 
(6),  und  zwei  conische 
Punkte. 


Ein  Punkt,  wie  in  Fall 
(11),  und  ein  conischer 
Funkt. 


Ein  uniplanarer  Punkt, 
aber  derart,  dass  die  Tan- 

f entenebene   in   ihm  die 
lache  längs  drei  zusam- 
menfallenden     Geraden 
schneidet. 


Drei  biplanare  Punkte. 


~y"  «C.  OCm  Xm   ^^  U . 


^  ^  *4  4"  ^l    (^1  +  *»  "T 

+  x,)^0 


XiX^X^+X^X^^+X^*X^^O 


5 


X^^X^  +  Xf^X^  +  X^X^^^O. 


X^X^X^  "T*  »^  ^  «^4  ~r 

"^  Xm  Xa  Xm    ~J~  Xa  X*  X^    S^^  W. 


•Ci  Xm  Xm  ~y"  «Cf  Xm      "*T~  Xa       -^~  V. 


«i  Ä,  a;^  +  (ar^  +  a;,)a?,  •=  0, 


X^  X^  X^  -j-  X^  «Cj    -\-  X^   •—  V. 


^1  *^4  +  ^l  ^  *  +  "ÖJ,*  =»  0. 


3 


Man  braucht  nur  anzu- 
nehmen, die  Gleichung  im 
Fall  (9)  enthalte  auch  ol 
nur  im  ersten  Grad  und 
der  Coefficient  von  x^  zer- 
falle in  zwei  Factoren. 

In  dem  speciellen  Fall, 
in  welchem  den  drei  bi- 
planaren  Punkten  zu  je 
zweien  eine  gemeinschaft- 

18* 
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I«aafende 
Nummer 

BMohaffenheit  der  SinguUritftt 

OlMae 

Oleiehnng  der  FUche 

liehe  Berührungsebene  ent- 
spricht, lautet  die  redu- 
cirte  Gleichung  der  Fläche : 

22 

Eine  Doppelgerade, 
deren  Punkte  bis  auf  zwei 
uniplanare  sämmtlich  bi- 
planar  sind.    Die  Fläche 
ist  eine  Begelfläche.    Sie 
wird  von   einer  Geraden 
erzeugt,  die  an  zwei  an- 
deren (Directricen)  derart 
hingleitet,   dass   die   auf 
ihnen  entstehenden  Punkt- 
reihen projectiv  sind,  und 
die  eine  der  letzteren  ein- 
fach, die  andere  doppelt  in- 
volutorisch  ist.  Die  zweite 
Directriz  ist  die  Doppel- 
gerade. 

3 
3 

1 

Die    Doppelgerade    ist 

«1  =  0,  «,=0. 

Die  Directricen  sind  die 
Geraden 

Xj  =0,  «,  «0 
und 

<C^  as  0 ,  Of^  =  0. 

28 

Eine  Doppelgerade,  in 

deren  ^o(jer  uniplanaren/ 
Punkten  eine  Berührunffs- 
ebene     immer     dieselbe 
bleibt.  Diese  Fläche  lässt 
sich  alsGrenzfall  der  vori- 
gen ansehen,  wenn  die  bei- 
den Directricen  sich  unbe- 
grenzt einander  zu  nähern 
suchen,    üeber    ihre  Er- 
zeugung siehe  Salmon- 
Fiedler, l.c.,p.  370.  Man 
pflegt  sie  die  Cayley^sche 
Begelfläche  3^'  Ordnung  zu 
nennen. 

a^»-f-«i  (Xj  ic, -f- flCjXj— 0.  j 

Die  Ebene  x^^^O  be- ' 
rührt  die  Fläche  in  jedem ! 
Punkt  der  Doppel^raden 
x^=x^=^0  und  sdbneidet 
die  Fläche  längs  der  näm- 
lichen  dreimal  gezählten 
Geraden.    Die  zweite  Be- 
rührungsebene umhüllt  ein 
Hyperboloid 

iC|  Xm   — ^  X»  Xa    ^^  U. 

Wir  lassen  hier  femer  eine  Tabelle  der  charakteristischen 
Zahlen  für  die  allgemeine  Fläche  3*®'  Ordnung  und  für  einige  der 
in  der  vorstehenden  Zusammenstellung  enthaltenen  Flächen  folgen. 

Die  in  der  ersten  Zeile  stehenden  Zahlen  beziehen  sich 
auf  die  laufenden  Nummern  der  in  der  vorigen  Tabelle  auf- 
geführten Flächen;  Über  die  Bedeutimg  der  in  der  ersten  Columne 
stehenden  Buchstaben  verweisen  wir  auf  Kap.  9,  §  1. 
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Allge- 
meine 
Flache 

(2) 

(3) 

W 

(6) 

w 

(9)  (12)  (18) 

(16) 

(17) 

(21) 

(22) 

konische 
Pnnkte 

0 

1 
0 

0 

1 

2 

1 

3 

0 

2 

0 
6 

0 

2 

4 

1 

0 
3 

"  —   "   T 

0 

6 
0 

' 

biplanare 
Punkte 

0 

0 

1 

0 

6 
1 

0 

0 
6 

0 

1 

0 

2 

^ 

uniplanare 
Punkte 

0 

0 
6 

0 

0 

1 
6 

0 
6 

0 
6 

0 

6 

1 



a^d 

6 

6 

6 
2 
6 

4 

d 

0 

1 

0 

3 

0 
8 
6 

3 
6 
6 

2 

7 



5 

4 

0 

X 

6 

6 

7 

7 

6 
6 
9 
3 

6 

8 

9 

3 

n' 

12 

10 
9 

9 

8 

7 
9 

4 

4 
9 
0 

^    .   ■ 

0 

3 
9 

3 

X 

9 

9 

9 

9 
0 

9 
S 

9 

9 

8 

6' 

27 

15 

9 

7 

3 

1 

3 

0 
0 
0 
0 

1 

AT 

216 

105 

36 

21 

3 
0 
3 

10 

1 

24 
12 

8 

1 

0 

3 

0 
0 

1 
4 
2 
5 

4 

3 

0 

r 

45 

15 

6 

9 

16 

S 

7 

12 

38 

0 

1 
3 
6 
7 

1 

0 

0 

* 

27 

16 
18 

8 
6 
6 
9 

0 

8 

24 

3 

0 

1 

c' 

24 

0 
0 
0 
0 

2 

0 

0 

V 

180 

96 

84 

0 
2 
2 
0 

0 

0 

r' 

30 

24 
12 

18 
12 
18 

17 
10 
13 

8 

7 

0 
0 
0 

0 

0 

12 

9 
6 

6 
3 

8 

6 

0 

? 

54 

30 

0 

3 

i|o 

0 

lieber  die  Anzahl  und  Configuration  der  auf  den  Flächen 
3^^  Ordnung  mit  Doppelpunkten  gelegenen  Geraden  siehe  weiter 
unten  §  3. 

Die  verschiedenen  geometrischen  Erzeugungsarten  der  Flächen 
3^'  Ordnung  sind  die  folgenden: 

Man  habe  zwei  Trieder  Ä  und  B]  jede  Ebene  des  ersten 
schneidet  jede  Ebene  des  zweiten;  somit  erhält  man  im  Ganzen 
neun  Gerade;  durch  einen  Punkt  F  des  Baums  wird  eine  Ebene 
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gelegt,  welche  die  neim  Geraden  in  neun  Punkten  trifiPt;  durch 
diese  neun  Punkte  und  durch  P  geht  immer  eine  Curye  3*^  Ord- 
nung. Der  Ort  dieser  Curve,  wenn  man  die  Lage  der  durch  P 
gelegten  Ebene  auf  alle  mögliche  Art  ändert,  ist  eine  allgemeine 
durch  P  und  die  neun  Geraden  gehende  Fläche  5*®'  Ordnung. 
Steiner,  Berl  Ak.,  1856;  CreUe,  53. 

Gegeben  sind  zwei  projeciive  Büschel,  das  eine  von  Flächen 
2^^  Ordnung,  das  andere  von  Ebenen;  der  Ort  der  Sdmittcurve 
der  sicfi  entsprechenden  Elemente  ist  eine  FläcHie  5**'  Ordnung,  (id.) 

Lis  Besondere: 

Der  Ort  der  Kegelschnitte,  in  wdchen  jede  Fläche  2^^  Ord- 
nung emes  Büschels  von  der  Polarebene  eines  Punkts  P  in  Be- 
zug auf  sich  selbst  geschnitten  wird,  ist  eine  Fläche  3^  Ord- 
numg.    (id.) 

Der  Ort  der  Punkte  ^  welche  dreien  su^  entsprechenden 
Ebenen  dreier  projectiver  Netze  von  Ebenen  gemeinschaftlich  sind, 
ist  eine  Fläche  3^  Ordnung.  Grassmann,  CreUe,  49;  Schröter, 
Crdle,  62. 

Der  Ort  des  Pols  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Fläcfien 
2^^  Grads  eines  Netzes  ist  eine  Fläche  3^^  Ordnung.    Steiner. 

Der  Ort  des  Schnittpunkts  dreier  Polarebenen  aller  Punkte 
einer  anderen  Ebene  in  Bezug  auf  drei  Flächen  2^^  €h-ads,  die 
nicht  demselben  Büscfiel  angehören,  ist  eine  Fläche  5*®'  Ord- 
nung,   (id.) 

Man  habe  sechs  Ebenenbüschel  a,b,  c;  a^,b^,  c^  und  die 
drei  Axen  der  drei  ersten,  ebenso  wie  diejenigen  der  drei  letzten, 
mögen  sich  nicht  schneiden;  man  stelle  eine  projective  Beziehung 
zwischen  a  und  a^,  b  und  &^,  c  und  q  her  und  betrachte  eine 
Ebene  n  imd  in  ihr  einen  Punkt  P,  durch  den  drei  Ebenen  der 
ersten  drei  Büschel  gehen;  diesen  3  Ebenen  entsprechen  drei 
Ebenen  der  zweiten  drei  Büschel.  Der  Ort  des  Schnittpunkts 
dieser  letzten  drei  Ebenen,  wenn  sich  P  in  n  bewegt,  ist  eine 
Fläche  5**'  Ordnung.  F.  August,  Disscrt.,  Berlin,  1862;  Eudolf 
Sturm,  Flädi.  3.  Ordn.,  Leipzig  1867,  p.  44. 

Eine  Fläche  3**'  Ordnung  mit  einem  konischen  Punkt  wird 
auf  die  folgende  Art  erzeugt  (Salmon): 

Die  vier  Ebenen  eines  Tetraeders  rotiren  imi  vier  Punkte, 
während  die  drei  Kanten  einer  Seitenfläche  sich  in  drei  festen 
Ebenen  bewegen;  der  Ort  des  gegenüberliegenden  Eckpunkts  be- 
schreibt eine  cubische  Fläche,  für  welche  der  Schnittpunkt  der 
drei  festen  Ebenen  Doppelpunkt  ist.  Dieses  Theorem  ist  ein 
specieller  Fall  des  Gras  sm  an  naschen. 
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Es  seien  Ä^^  A^,  Ä^j  Ä^  vier  Punkte  einer  Ebene  und 
-A/,  A^\  Än\  A^  ihre  Projectionen  von  einem  Punkt  P  aus  auf 
vier  gegebene  Ebenen;  der  Chi  des  Funkis  F,  für  weichen  die 
vier  Punkte  Ä  in  dersdben  Ebene  liegen,  ist  eine  cubische  Fläche 
mit  vier  Doppelpunkten,  welche  die  Eckpunkte  des  aus  den  vier 
gegebenen  Ebenen  gebildeten  Tetraeders  sind.  B.  Sturm,  1.  c.^ 
p.  381. 

Diese  Fläche  mit  vier  konischen  Punkten  (4*"  Classe)  wurde 
zuerst  von  Cayley,  1844,  Jaurn.  de  Liauville,  9  studirt;  man 
nennt  sie  desshalb  wohl  auch  die  Cagley'sdie  Fläche.  Sie  ist 
von  besonderem  Interesse,  weil  sie  die  reciproke  Polare  der  Steiner'^ 
sehen  Fläche  ist.  Siehe  Kap.  12,  §  8.  Sie  wurde  auch  von 
Eckhardt  in  der  weiter  unten  citirten  Arbeit  und  von  Anderen 
untersucht. 

Fällt  man  von  einem  Punkt  der  Cayley'schen  Fläche  Lothe 
auf  die  vier  Seitenflächen  des  von  den  Doppelpunkten  bestimmten 
Tetraeders,  so  liegen  die  FusspunMe  dieser  Leihe  in  einer  Ebene. 

Diese  Eigenschaft  gab  Veranlassung  zu  einer  Construction, 
die  ein  specieller  Fall  der  oben  angegebenen  ist. 

Beltrami  kam  bei  dem  Studium  einiger  stereometrischer 
Eigenschaften  zu  den  folgenden  einfachen  Sätzen  über  die  in  Bede 
stehende  Fläche  {Giom.  di  Bau,,  1): 

Die  Mittdpunkte  der  28  Strecken,  die  durch  die  Centren 
der  6  in  ein  Tetraeder  eingeschriebenen  Kugdn  bestimmt  werden, 
liegen  auf  einer  Fläche  3^  Ordnung,  wdche  die  sechs  Kanten 
dieses  Tetraeders  vollständig  enfhäli.  Diese  Fläche  ist  die  Cayley'- 
sehe  und  ihre  vier  konischen  Punkte  sind  die  Eckpunkte  des 
Tetraeders. 

Die  vier  der  Fläche  5*®'  Ordnung  umschriebenen  Kegel, 
deren  Spitzen  in  den  Eckpunkten  des  Tetraeders  liegen,  sind 
Kegel  ^**'  Ordnung  und  schneiden  sich  zu  je  zweien  in  sechs 
ebenen  Kegelschnitten.  Die  Ebene  des  Schnitts  der  beiden  Kegel, 
deren  Spitzen  in  den  Endpunkten  einer  Kante  liegen,  geht  durch 
die  gegenüberliegende  Kante  und  ist  der  Berührungsebene  an 
die  Fläche  längs  dieser  Kante  harmonisch  conjugirt  in  Bezug 
auf  die  beiden  Seitenflächen  des  Tetraeders,  die  sich  in  dieser 
Kernte  schneiden.  Femer  gehen  die  6  Ebenen  der  6  Kegeh 
schnitte  durch  einen  und  denselben  Punkt. 
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■ 

Von  den  ältesten  Studien  über  die  Fläche  3^  Ordnung  sind 
speciell  die  von  Cajley  und  Salmon,  Cawibr,  maih,  Joum.,  4, 
1849;  Sylvester,  ib.,  6,  1851;  Steiner,  1.  c;  Orassmann, 
1.  c.  und  F.  August,  Dissert.,  Berlin  1862  bervoxzubeben. 

Besonders  wichtig  waren  die  späteren  Arbeiten  von  Cre- 
mona,  Cr^,  68  und  von  B.  Sturm,  die  von  der  Berliner  Akademie 
1866  prämürt  wurden.  Von  B.  Sturm  sind  auch  die  synthetischen 
Untersuchungen  über  Flächen  3^  Ordnung^  Leipzig  1867;  femer 
ist  ein  grosser  Theil  der  deutschen  Uebersetzung  der  Teoria  ddle 
superficie  von  Cremona,  die  Curtze,  Berlin  1870  besorgt  hat, 
diesen  Flächen  gewidmet. 

.  Mit  speciellen  cubischen  Flächen  oder  solchen  mit  singulären 
Punkten  beschäftigten  sich  unter  Anderen:  Cajlej,  Ihü,  Trans., 
1869;  Schläfli,  ib.,  1863;  Clebsch,  Math,  Ann,,  4;  G(>U. 
Nachr.,  1872;  Eckardt,  Math,  Ann,,  5,  10;  Kohn,  Wien,  Bir., 
96,  1887;  etc. 

Die  Begelflächen  3**'  Ordnung  studirten  Cayley,  Fhü,  Mag,, 
1862,  1864;  Fhil,  Trans.,  1864;  Cremona,  Ist,  Lamh.,  1860; 
CreUe,  60;  Em.  Weyr,  Geam.  d.  räumt,  Ergcugn,,  Leipzig  1870; 
Pittarelli,  Giorn.  di  BaU,,  32. 

Auch  in  der  Geom.  d,  Baumes,  2  von  Salmon- Fiedler 
und  in  der  Geom.  der  Lage  von  Beye  wird  die  Theorie  der 
cubischen  Flächen  ausführlich  behandelt. 

Eine  reiche  Sammlung  von  Gypsmodellen  der  verschiedenen 
Formen  der  Flächen  3^'  Ordnung  hat  der  Verlag  von  L.  Brill 
in  Darmstadt  (jetzt  im  Besitze  von  Schilling  in  Halle)  heraus- 
gegeben; siehe  seinen   Catalog  math.  Modelte,  Darmstadt  1892. 

§  2.  Das  SylveBter*Bohe  Pentaeder.     Die  Hesse^Bohe  oder 
Kemfläohe  der  Fl&che  8^'  Ordnung. 

Der  Gleichung  einer  allgemeinen  Fläche  5'*'  Ordnung  ohne 
singulare  Punkte  kann  man  die  Form 

gehen,  worin  X^  =  0,  X^  =  0,  •  •  •,  X5  =  0  die  Gleichungen 
von  fünf  Ebenen  sind,  die  ein  sogenanntes  Sylvester'sches  Pen- 
taeder bilden.  Wie  man  weiss,  besteht  zwischen  den  fünf  X 
immer  eine  homogene  lineare  identische  Belation;  man  kann  nun 
selbstverständlich  immer  voraussetzen,  die  Constanten,  welche  in 
die  Gleichungen  der  Ebenen  X  eintreten,  seien  derart  gewählt, 
dass  die  homogene  lineare  Belation,  welche  zwischen  den  linken 
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Seiten  der  Gleichungen  der  fOnf  Ebenen  besteht,  sich  auf  die  ein- 
fache Form 

6 

^x..  =  0 

1 
reducirt 

Man  kann  den  Satz  also  auch  so  aussprechen: 

Der  Gleichung  der  cubischen  Fläche  lässt  sich  die  Gestalt 

5 

^a,.X/=  0     (Fentaedergldchung) 
1 

geben,  wobei  ztcischen  den  X  die  idenUsche  Relation 

6 

^Xi  =  0     besteht 
1 

Dieser  sehr  wichtige  Satz  wurde  zuerst  Yon  Sylvester 
ohne  Beweis  aufgestellt,  Cambr,  math,  Joum.,  6,  1851,  p.  198, 
später  von  C  leb  seh,  CreUe,  59  streng  bewiesen;  darauf  folgten 
dann  die  Arbeiten  von  Oordan,  Math.  Ann,,  5  iind  Eeje, 
CreUe,  78. 

Die  Gleichung  der  Hessischen  Fläche  (Kemfläche)  der- 
jenigen cubischen  Fläche,  deren  Gleichung  die  vorstehende  Gestalt 
hat,  lautet: 

l«Y        1-r.Y       l«Y        »/.Y  ^* 


OjXi        öj-X,        »s^        «4-2l4        a^Xj 

Die  Hess^sdie  und  Steiner'sche  Fläche  einer  Fläche  3*" 
Ordnung  sind  identisch  (siehe  Kap.  9,  §  5)  und  von  der  4^^ 
Ordnung, 

Die  Punkte  dir  Hessischen  Fläche  entsprechen  si<^  daher 
zu  je  zweien  derart,  dass  die  polare  Fläche  ^^  Grads  eines 
Punkts  der  Hessischen  Fläche  in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche 
ein  Kegel  ist,  dessen  Spitze  in  einem  anderen  PunJct  der  Hesse'- 
sehen  Fläehe  liegt. 

Diese  Zuordnung  ist  reciprok. 

Die  Gerade,  welche  zwei  sich  entsprechende  Punkte  der  Hesse*- 
sehen  Fläche  verbindet,  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  Polarebenen 
ihrer  Punkte  durch  eine  feste  Gerade  gehen,  welche  Doppeltangenie 
der  Hesse'sehen  Fläche  ist,  d.  h,  sie  in  zwei  Punkten  berührt. 

Die  Hesse'sche  Fläche  besitzt  10  Doppelpunkte  und  10  Gerade; 
die  ersten  sind  zu  je  dreien  auf  10  Geraden  vertheilt  und  diese 
gehen  zu  je  dreien  durch  die  zehn  Punkte. 
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Diese  10  Funkte  und  10  Gerctdcn  sind  die  Ecken  und 
Kanten  des  Sylvester' sciicn  Pentaeders  in  Bezug  auf  die  gegebene 
FUiche  5*«'  Ordnung. 

Die  Polarfläcke  2^  Grads  (in  Bezug  auf  die  Fläche  3^ 
Ordnung)  eines  der  10  Dqppdpuhkte  der  Hessischen  Fläche  zer- 
fällt in  zwei  Ebenen,  deren  Schnitt  auf  der  Hesse'schen  Fläche  liegt 
und  eine  der  crwiihnten  10  Geraden  ist;  die  beiden  Irenen  sind 
in  Bezug  auf  die  beiden  durch  diese  Geraden  gehenden  Seitenflächen 
des  Pentaeders  harmonisch  conjugirt. 

Durch  dieses  Theorem  wird  eine  Zuordnung  zwisclien  den 
10  Punkten  und  10  Geraden  hergestellt. 

Der  Schnitt  (12^  Ordnung)  der  cuhisehen  Fläche  mit  ihrer 
Hesse'schen  Fläcfie  ist  für  beide  Flächen  eine  parabolische  Curve. 
B.  S türm. 

Die  der  Flädie  3^^  Ordnung  längs  der  parabolischen  Curte 
umschriebene  Devdqppäbele  ist  auch  der  Hesse'schen  Fläche  um- 
schrieben. 

Jede  Gerade  der  Flädie  5**'  Ordnung  beriürrt  die  Hessische 
Fläche  doppelt. 

Die  Bestimmung  der  10  Doppelpunkte  der  Hesse'scHien  Fläche 
hängt  von  der  Auflösung  einer  Gleichung  10*^  Grads  ab,  die 
ihrerseits  wieder  von  der  Lösimg  einer  Gleichung  5**^  Grads  ab- 
hängig ist.  Siehe  Clebsch,  CreUe,  49;  Salmon-Fiedler,  1.  c, 
§§  298,  299. 

Ueber  die  Configuration  der  Ebenenpaare,  welche  die  polaren 
Flächen  2**^  Grads  der  10  Doppelpunkte  der  Hesse'schen  Fläche 
darstellen,  und  der  Geraden,  in  welchen  diese  Paare  sich  schneiden, 
etc.  gibt  es  ein  Clebsch'sches  Theorem  (1.  c),  das  von  R.  Sturm 
imd  Salmon-Fiedler  reproducirt  und  vervollständigt  wurde. 

Wenn  man  in  der  Pentaedergleichung  der  Fläche  3*"  Ord- 
nimg annimmt,  alle  a  seien  gleich  1,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 

während  zwischen  den  X  die  Relation 

^X^  =  0     besteht. 

Die  durch  die  vorstehende  Gleichung  dargestellte  Fläche 
wurde  von  Clebsch  Diagonalflädie  genannt.    Math.  Ann.,  4. 

Betraditet  man  in  jeder  der  fünf  Seitenflächen  des  Penta- 
eders dets  durdi  die  übrigen  vier  Seitenfläclien  bestimmte  Vierseit 
und  von  diesem  die  drei  Diagonalen,  so  liegen  die  15  sich  so 
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ergebenden  JOintgonälen  auf  der.  Clebsch' sehen  Flädie,  Daher 
kommt  der  Name  Dicigonalfläche. 

Die  Fläche  hai  mithin  15  Gerade,  die  zu  je  dreien  10  mal 
durch  einen  Punid  gehen  und  5  mal  in  einer  Ebene  liegen. 

Alle  Punkte  der  Diagonalfläche  sind  hyperbolisch  (siehe 
Kap.  9,  §  1)  mit  Ausnahme  der  10  Eckpunkte  des  Pentaeders, 
weiche  der  Fläche  angehören  und  parabolische  Punkte  für  sie 
sind.     Klein,  MaGi.  Ann.,  6. 

Der  reelle  Theil  der  parabolischen  Curve  reducirt  sich  auf 
diese  10  isolirten  Punkte  allein. 

Die  übrigen  12  Geraden  der  Clebsch'schen  Fläche  (ausser 
den  15  Diagonalen)  büden  eine  Doppdsec>i$,     Siehe  §  3. 

Eine  Flftche,  die  zwischen  der  allgemeinen  Fläche  3**'  Ord- 
nung imd  der  Diagonalfläche  ihre  Stellung  hat,  ist  die  Cajley'sche, 
Phü,  Mag.,  1,  1864: 

a,Z,»  +  «2  V  +  K^s'  +  ^4*  +  Xs")  =  0. 

Si^  hat  drei  dreifache  Tangentialebenen,  die  durch  eine 
Gerade  gehen  und  drei  Gerade,  die  durch  einen  Punkt  gehen. 

Studien  über  das  Pentaeder  hat  auch  Bodenberg,  Matf}. 
Ann.,  14;  Dissert.,  Göttingen,  1874  gemacht.  Sonstige  Unter- 
suchungen findet  man  bei  Cremona  und  Anderen;  siehe  weiter 
unten  §  3. 

Als  Erweiterung  eines  Satzes  über  die  cubischen  Plancurven 
lässt  sich  das  folgende  von  Clebsch  gefundene  Theorem  an- 
sehen, CreUe,  63: 

Die  Polarebene  eines  Punktes  P  einer  Fläche  5**'  Ordnung 
in  Bezug  auf  ihre  Hesse*säie  Fläche  schneidet  die  in  P  die 
cubische  Fläche  berührende  Ebene  in  einer  Geraden,  wdche  die 
Jnflexionsgerade  des  Schnitts  dieser  Ebene  mit  der  Fläcfie  5**" 
Ordnung  ist. 

Die  Enveloppe  der  Ebenen,  welche  die  cubische  Flädie  in 
harmonischen  Curven  5**'  Ordnung*)  schneiden,  ist  eine  Fläche 
6***'  Classe,  und  die  Enveloppe  der  Ebenen,  tvelche  sie  in  äqui- 


*)  Unter  TMrmonischen  Curven  3**'  Ordnung  versteht  man  die- 
jenigen, f^r  welche  das  anharmonische  Verhältniss  (d.  h.,  das  con- 
staute  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Tangenten,  die  sich  von 
einem  beliebigen  Punkt  der  Corve  3**'  Ordnung  an  diese  Curve  ziehen 
lassen),  vergl.  Kap.  7 ,  §  1 ,  gleich  —  1  ist.  Ebenso  sind  äguianhar- 
monische  Curven  5**'  Ordnung  diejenigen,  bei  welchen  dieses  Verhält- 
niss den  Werth  —  s  (der  Cubikwurzel  aus  —  1)  hat.  Siehe  auch 
Kap.  7,  §  3. 
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anharmonischen  Curvm  3^'  Ordnung  treffen,  eine  Fläche  4*" 
Glosse,  Diese  beiden  Flächen  sind  in  die  Devdqppabden  der 
stixHanären  Ebenen  eingeschrieben,  d.  h.  in  die  der  Fläche  3*^ 
Ordnung  längs  der  parabolischen  Curve  umschriebene  Devdoppabele. 

Unter  den  Ebenen,  welche  die  ctMsd^e  Fläche  in  ägui- 
anharmanischen  Curven  ^^®'  Ordnung  schneiden,  gibt  es  10,  die 
durch  einen  Doppelpunkt  der  Hessefschen  Fläche  und  durch  die 
ihm  entsprediende  Gerade  gehen, 

üeber  andere  Eigenscbaffcen  der  Hesse'schen  Fläche  der 
Flache  3^'  Ordnung  siehe  speciell  Cremona  und  B.  Sturm,  1.  c. 
Die  Hesse'sche  Fläche  der  Hesse'schen  Fläche  einer  Fläche  3.  O. 
behandelt  G.  Bauer,  Abh,  der  Münch.  AJcad.^  1883. 


§  3.   Die   Gtoradea   der   Fläche   8^'  Ordnong.     Die   drei- 
fachen Tangentialebenen.     Die  FolsechBflaohe  0remona*8. 

Wie  wir  schon  gesagt  haben,  besitzt  eine  allgemeine  Fläche 
3^  Ordnung  27  Gerade, 

Jede  Ebene,  welche  durch  eine  dieser  Geraden  geht,  ist  eine 
DoppeltangentiaHebene  der  Fläche;  ihre  Berührungspunkte  sind  die 
beiden  Punkte,  in  denen  die  Gerade  den  Kegelsthnitt  schneidet, 
welcher  der  Restschnitt  der  Ebene  mit  der  Fläche  ist. 

In  jedem  dieser  Ebenenbüschel  gibt  es  5  Ebenen,  für  welche 
ein  solcher  Kegelsdmitt   in  zwei   Gerade   zerfällt;   diese  Ebenen 

sind  dann  dreifache  Tangentialebenen  der  Fläche;  die  Anzahl  der 

6  •  27 
letzteren  beträgt  daher  — - —  =  45. 

Durch  jede  Gerade  gehen  5  der  45  dreifachen  Tangential- 
ebenen und  jede  dreimal  berührende  Ebene  geht  selbstverständlich 
durch  drei  Gerade. 

Jede  Gerade  der  Fläche  berührt  die  parabolische  Curve  der 
Fläche  in  zwei  Punkten, 

Die  Punkte,  in  denen  die  durch  eine  feste  Gerade  der 
Fläche  gehenden  Doppeltangentialebenen  die  Fläche  berüJtren,  bUden 
auf  der  Geraden  eine  Involution,  deren  Doppelpunkte  die  bdden 
Punkte  sind,  in  welchen  die  Gerade  die  parabolische  Curve  berührt. 

Aus  einem  der  vorstehenden  Theoreme  folgt  auch: 

Jede  Gerade  schneidet  10  andere  Gerade  der  Fläche  und 
die  übrigen  16  nicht  Es  gibt  135  Schnittpunkte  der  Geraden 
der  Fläche, 

Zwei  Gerade  a,  b,  welche  sich  nicht  treffen,  werden  von  den- 
selben fünf  Geraden  geschnitten;  von  dtn  übrigen  20  gibt  es  fünf. 
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welche  nur  a,  und  fünf,  wdche  nur  h,  und  zehn,  welche  weder  a 
noch  h  treffen. 

Es  exüsüren  216  windschiefe  Qercidenpaare  (welche  sich  nicht 
treffen). 

Drei  Gerade,  wddie  sich  nicht  schneiden,  werden  von  drei 
anderen  Geraden  getroffen,  die  einander  ebenfaUs  nicht  schneiden 
und  es  gibt  sechs  weitere  Gerade,  die  keine  der  drei  gegdienen 
Geraden  treffen. 

Die  drei  windschiefen  Geraden  und  die  anderen  drei  wind- 
schiefen, welche  die  ersteren  schneiden,  bilden  eine  sogenannte 
Doppeldrei  (Sturm). 

Es  gibt  360  Doppeldreie, 

Vier  Gerade,  die  sich  nicht  schneiden,  werden  von  zwei 
Geraden  getroffen  und  von  drei  anderen  nicht  getroffen. 

Es  gibt  zwei  Arten  von  Systemen  von  fünf  Geraden,  die 
sich  nicht  schneiden  (windschiefe  Quintupd),  die  Qmntupel  erster 
Art  werden  dadurch  charäkterisirt ,  dass  eine  sechste  Gerade 
exislirt,  welche  keine  der  Geraden  des  Quiniupels  schneidet;  für 
die  der  zweiten  Art  gibt  es  dagegen  eine  solche  sechste  Gerede 
nicht.    Es  existiren  432  Quintupel  i**'  Art  und  216  ^  Art. 

Es  gibt  72  mndschiefe  Sextupel  d.  h.  Systeme  von  sechs 
Gereuten,  wdche  sich  zu  je  zweien  nicht  schneiden;  windschiefe 
Systeme  von  mehr  als  sechs  Geraden  existiren  nicht. 

Die  72  windschiefen  Sextupel  lassen  sich  in  Paare  ver- 
einigen, welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass,  wenn 

»1^    «2'    «3'    ^4'    ^b>    «61 

^1,   ^2'  hy   \>  \>  h 

die  Greraden  der  beiden  Sextupel  bezeichnen,  jede  Gerade  a^  die 
Gerade  b^  nicht  trifft,  dagegen  jede  andere  Gerade  b  trifft  und 
umgekehrt.  Ein  solches  Paar  hat  Schlaf li  eine  Doppelsechs 
genannt.     Es  gibt  mithin  36  Doppdsechse, 

Zwei  Doppelseclise  haben  4  oder  6  Gerade  gemeinschafäich. 

Zwei  dreifache  Tangentialebenen,  welche  keine  Geraden  der 
Fläche  gemeinsam  haben,  bestimmen  eine  dritte  Ebene,  welche  mit 
ihnen  in  demselben  Yerhältniss  steht  derart,  dass  die  9  in  den 
drei  Ebenen  enthaltenen  Geraden  sich  noch  auf  eine  andere  ein- 
zige Art  in  drei  anderen  Ebenen  vereinigen  lassen;  von  diesen 
beiden  Tripeln  von  Ebenen  sagt  man,  sie  bilden  ein  Pctar  con- 
jugirter  (St  ein  er 'scher)  Trieder. 

Es  gibt  120  Pcuire  conjugirter  Trieder, 
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Die  15  Geraden,  welche  von  den  27  übrig  Vieiben,  wenn 
man  die  12  Geraden  einer  Doppelsechs  wegnimmt,  Uegen  eu  je 
dreien  in  15  Ebenen,  welche  zu  je  sedis  10  Fäare  amjugirter 
Trieder  bilden. 

Es  leuchtet  ein,  dass  zwei  conjugirte  Trieder,  da  sie  sich 
in  neun  Geraden  der  Fläche  schneiden  und  jedes  von  ihnen  eine 
degenerirte  Fläche  3^'  Ordnung  darstellt,  einen  Büschel  cuhischer 
Flächen  bestimmen,  denen  die  gegebene  angehört 

Wenn 

^  =  0,  J5  «=  0,  C  =  0; 

Ä'=o,  jr=o,  (r=o 

die  Gleichungen  der  Ebenen  zweier  conjugirter  Trieder  sind,  so 
hat  die  Gleidiung  der  Flädie  den  Typus 

Jedem  Paar  conjugirter  Trieder  entsprechen  zwei  andere  der- 
art, dass  der  Complex  der  drei  Paare  aUe  27  Geraden  der 
Fläche  enthält.  Es  gibt  40  solche  Complexe  von  drei  Paaren 
conjugirter  Trieder. 

Die  geometrische  Construction  der  27  Geraden  der  Fläche 
wird  auf  die  folgende  Art  (Salmon,  Sturm)  ausgeführt: 

Man  nimmt  vier  Gerade  b^,b^,b^,b^  an,  welche  sich  nicht 
schneiden  und  nicht  demselben  Hyperboloid  angehören,  zieht  die 
beiden  Geraden  a^,  a^,  die  sich  nicht  treffen,  dagegen  die  vier 
ersteren  schneiden;  b^  sei  eine  Gerade,  welche  nur  a^  und  nicht 
a,  trifft  und  mit  keiner  Gruppe  von  drei  unter  den  vier  b  ge- 
wählten Geraden  auf  demselben  Hyperboloid  liegt;  b^  femer  sei 
eine  ähnliche  andere  Gerade,  die  aber  nur  a^  und  nicht  a^ 
schneidet  Auf  a^  wählt  man  nun  vier  Puslcte  willkürlich  und 
drei  Punkte  auf  jeder  der  fünf  Geraden  b^,  b^,b^,  b^,  b^.  Die 
Flädie  5*"  Ordnung,  welche  durch  diese  19  Punkte  geht,  enthält 
alle  construirten  Geradepi  a,b,  sie  en^ält  femer  auch  die  Gerade 
a^,  die  mit  a^  das  Paar  von  Geraden  büdet,  weldie  da^  Quadrupel 
\f  ^4'  ^6/  ^6  schneiden,  und  die  überdies  mit  o,  das  Paar  von 
Geraden  büdet,  wddie  das  Quadrupel  b^,b^yb^,  b^  sdineiden. 
Construirt  man  auf  ähnlidte  Art  die  Geraden  a^,  a^,  a^,  weldie 
bez.  die  Geraden  der  Quadrupel 

\f  bz>  h>  h\  h>  h*  h^  ^e?  h'  ^a»  \^  h 

treffen,  so  ergehen  sich  im  Ganzen  12  auf  der  Flädie  3^  Ord- 
nung liegende  Gerade,  welche  eine  Doppelsechs  bilden. 
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Die  übrigen  15  Geraden  erhäU  man  als  die  15  Sdinitüinien 
der  Ebenen 

(üibj)     und     (ajbi), 

(wobei  i  und  j  von  einander  verschieden  sind). 


JOie  Substitutionengrujppe  der  27  Geraden  der  Fläche  3^^ 
Ordnung  ist  von  der  Ordnung  6!  72. 

Die  Bestimmung  dieser  27  Geraden  hängt  van  der  Auf- 
lösung einer  Gleichung  ah,  welche  keine  Besölventen  niedrigeren 
Grads  hat;  kennt  man  jedoch  eine  der  Wurzeln  dieser  Gleichung, 
d.  h.  eine  der  27  Geraden,  so  trennen  sich  die  übrigen  Wurzeln 
in  10  +  16  und  die  Gleichung  der  zweiten  16  hat  zur  Eesölr 
vente  die  Gleichung  der  ersten  10,  welche  iJirerseits  durch  die 
Auflösung  einer  allgemeinen  Gleichung  5**®  Grads  in  fünf  quadra- 
tische Fadoren  zerfäUt. 

Kennt  man  noch  eine  Wurzel  van  den  16,  d.  h.  sind  im 
Ganzen  zwei  Gerade  bekannt,  die  sich  nicht  schneiden,  so  hängt 
die  Kenntniss  der  übrigen  wieder  von  einer  allgemeinen  Gleichung 
5*^  Grads  ab  (Jordan). 

Die  Gleichung  der  27  Geraden  wurde  studirt  von:  C  leb  seh, 
GöU.  Abh.,  14,  1868,  1869;  Jordan,  Traitd  des  SubstU.,  Paris 
1870,  p.  310,  368;  Sylvester,  Proc.  London  matt.  Soc,  2, 
p.  165;  Klein,  Jaum,  de  LiouviUe,  4,  1887,  p.  169;  Burkhardt, 
GöU.  Nadir.,  1892. 

Wir  wollen  nun  dazu  übergehen,  eine  gewisse  von  Cre- 
me na,  Matfi.  Ann,,  13  gefundene  Beziehung  zwischen  den 
windschiefen  Doppelsechsen  und  dem  Sylvester 'sehen  Pentaeder 
darzulegen.  Wir  denken  uns,  der  Gleichung  der  Fläche  3^^' 
Ordnung  sei  die  Form 

^i'  +  Y,'  +  r,»  +  v  +  Ts«  +  r,*  =  0 

gegeben,  worin  die   J)  =  0  sechs  Ebenen  darstellen  und  es  sei 

Man  kann  zeigen,  dass  sich  die  Gleichung  der  Fläche  als- 
dann in  die  Form 

(r,+r,)(r,+r,)(r,+r,)+(r5+r,)(r,+rj(r,+r5)=o 

bringen  lässt  und  selbstverständlich  auch  in  alle  anderen  dieser 
Form  analogen,   die   aus  ihr  durch  beliebige  Yertauschung  der 
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Indices  abgeleitet  werden  können.  Man  erh&lt  daher  so  viele 
Gleichungen,  als  es  Arten  gibt,  sechs  Elemente  in  zwei  Gruppen 
Yon  je  3  Elementen  zu  vertheilen,  d.  h.  also  10. 

Die  15  Ebenen  l^i  +  Yj  =  0  sind  dreifache  Tangential' 
ebenen  der  Fläche  und  sind  zu  je  sechsen  die  Ebenen  zweier  bez. 
derselben  Fläche  conjugirter  Trieder. 

Die  sechs  Ebenen  Y^  =  0  bilden  ein  sogenanntes  Polsechs- 
flach oder  polares  Hex€teder  (Cremona). 

Die  10  Paare  der  gegenüberliegenden  Ecken  des  Pölsechs- 
flachs;  d.  h.  z.  B,  die  PufMe 

Ti  =0,  y,  =  0,   r,  =  0     und     Y^  =  0,   Tg  =  0,   Fe  =  0 

sind  Paare  sich  auf  der  Hesse'schen  Kemfläche  (vergl.  §  2)  ent- 
sprechender Punkte.  Daher  führt  das  Hexaeder  den  Namen 
polar '^  denn  die  correspondirenden  Punkte  der  Kemfläche  sind 
derart,  dass  der  Polarkegel  des  einen  Punkts  in  Bezug  auf  die 
Fläche  3^*^  Ordnung  seine  Spitze  in  dem  anderen  Punkt  hat. 

Die  gegenüberliegenden  Ecken  des  Polsechsflachs  sind  auch 
die  Ecken  zweier  cor\jugirt^,  aus  den  dreifachen  Tangentialt^enen 
der  Fläche  5*®'  Ordnung  gebOdeter  Trieder. 

Offenbar  schneiden  sich  die  drei  dreifachen  Tangentialebenen 

y*  +  ^»  =  0, 

r, +  r„=o, 

worin  h,k,i,j,l,m  eine  Permutation  der  Zahlen  1,  2, 3, 4, 5, 6 
darstellen,  in  derselben  Geraden  der  Fläche.     Daraus  folgt: 

Die  15  dreifachen  Tangentialebenen  ^i  +  Yj  =  0  gelten 
durch  15  Gerade  der  Flädie.     Mithin: 

Die  übrigen  12  Geraden  der  Fläche  bilden  eine  Doppdsechs 
(siehe  oben);  daraus  ergibt  sich,  dass  jedem  Polsechsflach  eine 
Doppelsechs  entspricht  und  umgekehrt. 

Es  gibt  36  Polsechsflache. 

Bemerkenswerth  ist  das  folgende  Theorem: 

Zwei  Polsechsflache  bestimmen  zwei  ihnen  eingescliriebene 
developpabele  Flächen  3^''  Classe;  diese  letzteren  haben  fünf 
Tangentialebenen  gemeinschaßUch ,  tcelche  ein  Sylvester^ sches  Pen- 
taeder büden. 

Weitere  Untersuchungen  über  die  Beziehungen  zwischen 
dem  Pentaeder  und  den  Hexaedern  findet  man  bei  Beltrami, 
Bend.  Ist.  Lomb.,  1879  und  Franz  Meyer,  Apolarität,  etc., 
Tübingen  1883. 
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Jede  Fläcke  3^^  Ordnung  mit  einem  Doppdpuhki  enthäU  6 
durch  diesen  Doppdpuhkt  gdiende  Gerade  und  15  andere  Gerade; 
Jede  der  ersten  6  ist  als  die  Vereinigung  von  zwei  Geraden  an- 
zusehen; mithin  gibt  es  auch  15  dreifaöh  berührende,  durch  den 
Doppdpuhkt  gehende  Ebenen  und  15  andere  Ebenen,  welche  durch 
die  übrigen  15  Geraden  gehen. 

Die  Configuration  dieser  letzten  15  Ebenen  und  15  Geraden 
ist  der  Configuration  der  15  Geraden  (und  der  von  ihnen  ge- 
büdden  Ebenen)  ähnlidi,  welche  übrig  bleiben^  wenn  man  von  den 
^  Geraden  die  12  einer  Doppdsedis  hinwegnimmt. 

Mit  jdieser  Configuration  in  Verbindung  mit  den  Configu- 
rationen  der  PascaTschen  Sechsecke  (siehe  Kap.  3,  §  2)  hat  sich 
Cremona,  Mem,  Lincei,  1876,  1877  beschäftigt. 

Die  Fläche  5**'  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  besitzt 
eine  Gerade,  welche  die  beiden  Doppelpunkte  verbvndd,  8  Gerade^ 
die  durch  einen  von  ihnen  gehen,  und  7  cmdere  Gerade. 

Jede  Fläche  5*®'  Ordnung  mit  drei  Dqppelpimkten  enthält 
drei  Gerade,  welche  die  drei  Doppelpunkte  zu  je  zweien  ver- 
"binden,  6  durch  einen  von  ihnen  gdiende  Gerade  und  drei  andere 
Gerade. 

Jede  eubische  Fläche  mit  4  Doppelpunkten  enthält  6  Gerade, 
die  durch  zwei  von  ihnen  gdien  und  drei  andere  Gerade,  die 
durch  keinen  der  Doppelpunkte  gehen. 


Mit  den  Geraden  der  Fläche  3^  Ordnung  haben  sich  zuerst 
Cayley  und  Salmon,  Cambr.  ma^.  Joum.^  4  und  Steiner, 
CreUe,  53  beschäftigt.  Auf  sie  folgten:  Schläfli,  Quart.  Joum.^ 
2;  E.  Sturm,  Flächen  3^  Ordn.,  Leipzig  1867;  Math.  Ann,,  23 
und  Affolter,  Grtmerfs  Ardiiv,  56,  welche  speciell  die  wind- 
schiefen Systeme  von  Geraden  studirten,  dann  Schröter,  CreUe, 
62  und  Cremona,  Ist.  Lonib.,  1870,  1871;  Grelle,  68. 

Neuere  Arbeiten  über  die  Configuration  der  Geraden  und  der 
Ebenen,  wie  über  die  Polyeder,  die  sich  aus  ihnen  bilden  lassen, 
sind  von  Bertini,  Ann.  di  mat.,  12;  Pascal,  Ann.  di  mat, 
20,  21;  Ist  Lomb.,  1892,  1893. 

Die  sogenannte  SchlaejlVsche  BezdcJmung  für  die  27  Geraden 
ist  die  folgende: 

Die  Symbole 

Ö^H  «2»  «8'  «4*  %'  öfg; 

\>  \f  ^3>  \f  ^5*  ^6 
Pascal,  Bepertorium.  IL  19 
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werden  für  die  Geraden  einer  Doppelsechs  benutzt,  wobei  jede 
Gerade  a^,  wie  man  weiss,  keine  andere  a,  dagegen  alle  h  mit 
Ausnahme  von  &|  trifEt. 

Bezeichnet  man  femer  mit  c^j  die  Schnittgerade  der  Ebenen 

a^bj^  ajbi, 

so  sind  diese  Cj^  die  übrigen  15  Geraden.  Zwei  Gerade  c,  die 
einen  Index  gemeinschaftlich  haben,  schneiden  sidt  nidit*^  zwei  c, 
die  keinen  Index  gemeinschaftlich  haben,  schneiden  sich;  jede 
Gerade  a  (oder  h)  schneidet  eine  o,  wenn  der  Index  von  a  bez.  h 
einer  der  beiden  Indices  von  c  ist. 

Eine  andere  Darstellung  der  27  Geraden,  die  man  im 
Wesentlichen  auch  aus  der  yorstehenden  ableiten  kann,  besteht 
darin,  sie  einzeln  den  Geraden  entsprechen  zu  lassen,  welche  zu 
je  zweien  acht  Fundamentalpunkte  1,2,...,  8  verbinden,  wenn 
man  yon  diesen  Verbindungslinien  eine,  z.  B.  (12),  weglftsst. 
Man  betrachtet  dann  zwei  Gerade  als  sich  schneidend  oder  nicht, 
je  nachdem  sie  in  Verbindung  mit  (12)  ein  Theil  zweier  Funda- 
mentaJfiguren  (^Quadrupd,  qtuUeme-zero)  sein  können  oder  nicht, 
die  entweder  aus  vier  Geraden  wie  (12),  (34),  (56),  (78)  oder 
aus  vier  anderen  wie  (12),  (23),  (34),  (41)  bestehen. 

Man  beachte,  dass  die  Configuration  der  Geraden  einer 
Fläche  mit  Doppelpunkten  studirt  werden  kann,  indem  man 
zwei  der  Punkte  dieser  Figur  sich  einander  nfthem  l&sst,  so  dass 
gewissermassen  auch  diese  Figur  Doppelpunkte  erhält. 

um  femer  die  Configuration  der  reellen  einer  reellen  Fläche 
angehörigen  Geraden  zu  imtersuchen,  genügt  es,  in  derselben 
Figur  zwei  der  Punkte  oder  vier  etc.  als  conjugirt  imaginär  vor- 
auszusetzen imd  daraus  die  nöthigen  Consequenzen  zu  ziehen« 
Vergl.  §  4. 

Das  Studium  der  Configuration  der  27  Geraden  mittelst 
dieser  Figur  ist  verwandt  mit  dem  der  28  Doppeltangenten  der 
Plancurve  4^'  Ordnung.  Biehe  darüber  auch  Geiser,  Math. 
Ann,,  1. 

§  4.   OlaBsifloation  der  reellen  allgemeinen  Flächen 

S^'  Ordnung. 

Die  reellen  Flächen  3**'  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  lassen 
sich  in  Bezug  auf  die  Bealität  oder  Nichtrealität  der  auf  ihnen 
gelegenen  Geraden  classificiren. 
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Man  erhält  fünf  Arten  solcher  Flächen,  nämlich: 

a)  Alle  Geraden  sind  reell;  auch  die  dreifach  berührenden 
Ebenen  sind  dann  sämmtlich  reell;  das  Pentaeder  ist  reell. 

b)  15  Gerade  und  15  Ebenen,  die  zu  je  dreien  durch  eine 
.reelle   Grerade   gehen ^   sind   reell.     Diese  15  Geraden   sind   die- 
jenigen, die  übrig  bleiben,  wenn  man  von  den  27  Geraden  die 
12  einer  Doppelsechs  hinwegnimmt. 

c)  7  Gerade  imd  5  Ebenen  sind  reell  und  die  5  Ebenen 
gehen  sämmtlich  durch  dieselbe  reelle  Gerade.  Vier  andere 
Gerade  sind  imaginär,  jede  von  ihnen  geht  aber  durch  einen 
reellen  Punkt.  Solche  Gerade  heissen  putüctirt  (nach  August, 
Dissert.,  Berlin  1862;  auch  ß.  Sturm,  Fläch.  3.  0.,  p.  242  ge- 
braucht diesen  Ausdruck). 

d)  3  Grerade  und  7  Ebenen  sind  reell;  die  drei  Geraden 
liegen  in  derselben  Ebene;  durch  jede  von  ihnen  gehen  ausser 
dieser  Ebene  noch  andere  2  reelle  Ebenen.  Zwölf  Gerade  sind 
imaginär  und  punktirt. 

e)  3  Gerade  und  13  Ebenen  sind  reell;  die  drei  Geraden 
liegen  in  derselben  Ebene;  durch  jede  von  ihnen  gehen  ausser 
dieser  Ebene  noch  4  andere  reelle  Ebenen.  Die  übrigen  24 
Geraden  sind  punktirt. 

Diese  Classification  rührt  von  Schläfli  her,  Qfsari.  Joum., 
2,  p.  55  und  110;  Fhü.  Trans.,  153,  p.  193,  der  auch  die 
Flächen  mit  singulären  Punkten  studirte.  Mit  demselben  Gegen- 
stand befassten  sich  auch  Cremona;  B.  Sturm,  1.  c;  Klein, 
Maih.  Ann.,  6  und  Schläfli,  Ann.  di  mat,  5.  Analytisch  wurde 
die  Classification  auch  von  August,  1.  c.  durchgeführt. 

In  Zusammenhang  mit  den  Betrachtungen  in  diesem  Para- 
graphen steht  das  Studium  der  Eigenschaften  der  Lage  und  der 
Form  der  cubischen  Flächen  der  verschiedenen  Arten.  Zeuthen, 
Math.  An/n.,  8  benutzte  den  Satz,  dass  der  Umfang  einer 
Fläche  3*"  Ordnung,  die  von  einem  ihrer  Punkte  auf  eine 
Ebene  projicirt  wird,  eine  Curve  4**'  Ordnung  ist,  um  eine  Art 
stereographischer  Projection  der  Fläche  auf  eine  Doppelebene, 
d.  h.  auf  zwei  superponirte  längs  des  ümfangs  der  Curve  4**' 
Ordnung  vereinigte  Ebenen,  auszuführen  und  auf  diese  Art  die 
Lage  der  verschiedenen  reellen  Schalen  der  cubischen  Flächen 
zu  untersuchen.  Siehe  auch  seinen  Aufsatz  in  den  Math.  Ann., 
7,  p.  428  u.  ff. 
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§  5.   Ebene  Abbildungen  der  Flächen  8^'  Ordnung. 

Es  lassen  sich  verschiedene  ebene  Abbildungen  der  cubischen 
Fläche  denken. 

Man  stelle  sich  eine  projective  (ein-eindeutige)  Zuordnung* 
zwischen  drei  linearen  Systemen  3^**  Stufe  von  Ebenen  und  dem 
Punktesystem  des  gewöhnlichen  Eaums  derart  vor,  dass  jeder 
Ebene  eines  Systems  eine  Ebene  in  jedem  der  beiden  anderen 
und  auch  ein  Punkt  P  des  Raimis  entspricht  und  umgekehrt 
jedem  Punkt  P  des  Baums  drei  Ebenen,  in  jedem  der  3  Systeme 
eine,  entsprechen;  wenn  P  eine  Ebene  E  beschreibt,  so  besdireiben 
die  entsprechenden  Ebenen  drei  Netze  und  iJir  Schnittpunkt  eine 
allgemeine  Flächte  5*®'  Ordnung  (Grassmann,  siehe  §  1),  der&n 
Punkte  also  auf  diese  Art  auf  der  Ebene  E  abgebildet  werden. 

Alle  cubischen  Flächen,  welche  in  der  vorstehenden  Weise 
allen  Ebenen  des  Raums  entsprechen,  gehen  durch  eine  und  die- 
selbe Baumcurve  6^'  Ordnung;  den  Punkten  dieser  Curve  ent- 
sprechen in  der  Bildebene  nidht  Punkte,  sondern  Gerade. 

Die  sechs  Punkte,  in  denen  die  Curve  ^'  Ordnung  die 
Bildebene  schneidet,  entspredien  6  Geraden  (a^, . . .,  o^)  der  Fläche 
5**'  Ordnung;  sie  wurden  von  Cremona,  Fundamentalpunkte 
der  ebenen  Abbildung  der  Fläche  S^  genannt,  und  mit  den 
Ziffern  1,  2, ...,  6  bezeichnet. 

Die  6  Kegelscfinitte,  welche  durdi  fünf  der  Fundamental- 
punkte gehen,  entsprechen  anderen  sedts  Geraden  (b^, .,.,  b^)  der 
cubischen  Fläche,  und  die  15  Geraden,  welche  die  6  Funda- 
mentalpunkte eu  je  zweien  verbinden  ^  entsprechen  den  übrigen 
15  Geraden  von  S^,  (c^,). 

Die  Geraden  (fei, ...,  i^e)»  ^^^^^  den  6  Kegclsdmitten  zu- 
geordnet sind,  und  die  Geraden  (a^, . . .,  a^),  welche  den  6  Punkten 
entsprechen,  bilden  eine  ScIdäßVsche  Doppelsechs. 

Einer  ebenen  auf  &,  liegenden  Curve  3^'  Ordnung  ist  in 
der  Ebene  eine  durch  die  sechs  Fundamentalpunkte  gehende  Curve 
5**'  Ordnung  zugeordnet. 

Dem  Kegelsdinitt^  welcher  in  einer  durch  eine  Gerade  a 
gehenden  Ebene  enthalten  ist,  entspricht  eine  durch  die  6  Funda- 
mentalpurikte  gehende  Curve  5*®'  Ordnung,  die  einen  von  diesen 
Punkten  zum  Doppelpunkt  hat. 

Dem  Kegelschnitt,  welcher  in  einer  durch  eine  Gerade  b  gehen- 
den Ebene  liegt,  ist  eine  durch  einen  Fundamcntalpiinkt  gehende 
Gerade  zugeordnet 
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Dem  KegelschmU,  der  in  einer  durch  eine  Gerade  c^,  gehen- 
den Ebene  gelegen  ist,  entspricht  ein  durch  vier  Fundamental'' 
punkte  mit  Äusncthme  van  r  und  s  gehender  Kegelschnitt. 

Der  gewundenen  Curve  van  der  Ordnung  3n,  welche  der 
Schnitt  van  S^^  mit  einer  Fläche  «*•'  Ordnung  ist,  entspricht  eine 
n  mal  durch  jeden  Fundamentalpunkt  gehende  ebene  Curve. 

Einer  Geraden  der  Ebene  ist  auf  S^  ein  Kegelschnitt  oder 
eine  Baumcurve  5**'  Ordnung  zugeardnet,  je  nachdem  die  Gerade 
durch  einen  Fundamentalpunkt  geht  oder  nicht 

Einem  Kegelschnitt  der  Ebene  enispridit  auf  S^  eine  Baum- 
curve vom  Geschlecht  0  und  der  Ordnung  4,  5  ader  6,  je  nach- 
dem der  Kegelschnitt  durch  2,  1  ader  0  FundamentälpuiMe  geht 

Diese  Abbildung  rührt  von  Olebsch,  Crdle,  65  und  Cro- 
mo na,  1.  c.  her.  Eine  andere  ebene  Abbildung  der  cubischen 
Fläche  hat  Olebsch,  Ma&k.  Ann.,  1  mitgetheilt;  es  ist  dieselbe, 
von  der  am  Ende  des  §  7,  Kap.  9  die  Bede  war.  Siehe  auch 
Gajley,  London  ttto^.  Soc.,  3. 


Kapitel  XH. 
Die  PlächeE  4*«^  Ordnung. 

§  1.   Allgemeines.     Flächen  mit  Doppelpunkten  und 

Doppellinien. 

Die  allgemeine  Fläche  4^'  Ordnung  ist  von  der  36^^  Ciasse; 
die  Ordnung  des  iJir  umschriebenen  Kegels,  dessen  Spitze  m  emem 
helidngen  Punkt  des  Baums  liegt,  ist  die  1^;  es  gibt  24  Bück- 
kehrereeugende  dieses  Kegels;  zwölf  von  ihnen  sind  doppdt. 

Die  Ordnung  der  paraibolischen  Curve  ist  die  82^, 

Die  aUgemeine  Gleichung  der  Fläche  4^  Ordnung  hängt 
von  34  nicht  homogenen  Coefficienten  ab. 

Die  Fläche  4^^  Ordnung  kann  nicht  metir  als  16  Doppel- 
punkte haben. 

Die  Fläche  kcmn,  ohne  eine  Begdfläche  zu  sein,  eine  Doppd- 
gerade,  einen  Doppelkegelschnitt,  einen  Cuspidälkegelschnitt  (vergl. 
Kap.  9,  §  4)  tmd  drei  Doppelgerade  besitzen,  die  sich  in  einem 
Punkt  schneiden  und  nicht  in  derselben  Ebene  liegen. 

Eine  Fläche  4^  Ordnung,  welche  zur  Doppellinie  eine  nicht 
ebene  Linie  hat  (die  aber  nicht  die  Gesammtheit  von  drei  nicht  in 
einer  Ebene  liegenden  und  sich  in  einem  Punkt  treffenden  Geraden 
sein  darf),  ist  immer  eine  Begdfläche. 

Die  höchste  Singularität,  die  eine  Fläche  4^  Ordnung  haben 
kann,  ist  eine  dreifache  Gerade;  die  Fläche  ist  dann  fwüiwendiger- 
weise  eine  Begdfläche, 

Wenn  die  Fläche  16  Doppclpunkte  hat,  so  ist  der  ifir  um- 
scfirid>ene  Kegd,  dessen  Spitze  in  einem  der  Doppelpunkte  liegt, 
von  der  6^^  Ordnung  und  zerfällt  in  6  Ebenen. 

Die  allgemeinen  Flächen  4^  Ordnung  sind  noch  nicht  so 
eingehend  untersucht  worden,  wie  die  entsprechenden  cubischen 
Flächen.  Man  hat  sich  mehr  mit  den  speciellen  Flächen  4^' 
Ordnung,  die  durch  die  Eigenschaft  charakterisirt  sind,  dass  sie 
Doppelpunkte  oder  Doppellinien  enthalten,  und  mit  den  Begel- 
flächen  4**'  Ordnung  beschäftigt. 
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Am  bemerkenswerthesten  von  den  bis  jetzt  studirten  Flächen 
4^'  Ordnung  sind  die  folgenden: 

Die  Kummer 'sehe  Fläche,  welche  16  Doppelpunkte  enthält, 
die  eine  merkwürdige  Configuration  bilden;  femer  eine  andere 
Gattung  von  Flächen,  die  auch  zuerst  von  Kummer  untersucht 
wurden,  und  die  durch  die  Eigenschaft  ausgezeichnet  sind,  imend- 
lieh  viele  Kegelschnitte  zu  besitzen;  unter  ihnen  sind  hervor- 
zuheben: die  Fläche  4*^  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  und  die 
Bömerfläche  St  einer 's;  schliesslich  die  Begelfiächen,  von  denen  Cr  e  * 
mona  tmd  C  leb  seh  eine  vollständige  Classification  gegeben  haben. 

In  den  folgenden  Paragraphen  werden  wir  diese  verschie-' 
denen  Flächen,  jede  fOr  sich,  behandeln. 

Wir  geben  zunächst  hier  eine  Tabelle  der  charakteristischen 
Zahlen  der  allgemeinen  Fläche  4^  Ordnung,  der  Flächen  mit 
Doppelkegelschnitten,  mit  Cuspidalkegelschnitten  und  mit  12 
Doppel-  oder  Knotenpunkten.  Yergl.  Salmon-Fiedler,  AnaL 
Geam.  d.  Raumes,  2,  §§  512 — 516. 


- 
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§  2.   Die  Flächen  4^'  Ordnung  mit  Doppelpunkten. 

Die  Existenz  eines  Doppelpunktes  ist  für  eine  Fläche  4^' 
Ordnung  vier  einfachen  Bedingungen  gleichwerthig;  es  könnte 
daher,  weil  eine  solche  Fläche  von  34  Goefficienten  abhftn^ 
scheinen,  als  ob  sie  höchstens  acht  wiUMrlich  festgesetzte  Doppel- 
punkte enthalten  könnte;  man  erkennt  aber,  dass  dieses  nicht 
möglich  ist,  und  ddss,  wenn  eine  Fläche  4^^  Ordnung  nicht 
degenerirt  ist  und  aa^t  Doppelpunkte  besitzt,  diese  in  einer  spedeUen 
Configuration  zu  einander  stehen  müssen  tmd  dass  nur  sieben  von 
ihnen  u^iUkürlidi  sind.  Cayley,  Proc.  Land.  math.  Soc.,  3  =  CoU. 
nuxih.  papers,  7,  p.  133;  femer  7,  p.  256  und  7,  p.  264. 

Von  den  Flächen  4^'  Ordnung  mit  Doppelpunkten  ist,  wie 
wir  schon  gesagt  haben,  die  Kummer 'sehe  Fläche  mit  16 
solchen  Punkten  von  besonderer  Bedeutung;  Oajley,  1.  c^  hat 
auch  die  Flächen  mit  einer  geringeren  Anzahl  von  Doppel- 
punkten studirt,  während  Kummer  schon  yorher  auf  die  mit 
11,  12,  13,  14,  15  Doppelpunkten  bei  Gelegenheit  seiner  Unter- 
suchungen  über  die  Strahlensysteme  oder  Congruenzen  2^'  Ordnimg 
(vergl.  Kap.  14)  aufinerksam  gemacht  hatte,  Berl.  Ahh.,  1866. 
Die  Untersuchung  der  von  Kummer  behaadelten  Flächengattungen 
ist  dann  von  Cayley  1.  c.  wieder  aufgenonmien  worden. 

Um  die  Gleichung  einer  Fläche  4**"  Ordnung  mit  4  ge- 
gebenen Doppelpimkten  zu  erhalten,  legt  man  6  Flächen  2^*^ 
Ordnung  Xj  ==  0,  . . .,  X^^O  durch  diese  Doppelpunkte;  eine 
homogene  Function  ^*®"  Chrads  der  X,  gleich  Null  gesetzt,  steXU 
d<mn  eine  Fläche  4*®'  Ordnung  der  verlangten  Art  dar.  Sie 
enthält  18  unabhängige  Constante. 

Beträgt  die  Anzahl  der  gegebenen  Punkte  5,  so  legt  man 
fünf  Flächen  2**"  Ordnung  X,.  =  0  durch  diese  Punkte;  eine  Form, 
die  in  den  X  vom  2^^  Grad  ist,  gleich  NuU  gesetzt,  unrd  dann 
die  Fläche  4*®'  Ordnung  mit  den  fünf  Doppelpunkten  darstellen; 
sie  hat  14  Constanten. 

Wenn  sechs  Punkte  gegeben  sind,  so  lautet  die  Gleichung 
der  allgemeinen  Fläche  4*®'  Ordnung,  welche  diese  sechs  Punkte  zu 
Doppelpunkten  hat: 

(Xj,  Xg,  X^,  X^)   -f*  A«/(Xi,  Xj,  Xg,  X^)  =0; 

sie  enthält  genau  10  Constante;  die  X,.  =  0  sind  die  Glei- 
chungen von  vier  durch  die  gegebenen  sechs  Punkte  gehenden 
Flächen  ^**''  Ordnung;  (X^,  X„  X^,  ^^^  -^"^   eine  Form  ^^ 
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Ghrada  in  den  X  dar  und  J  die  Jacobiscke  Flädie  des  Systems 
der  vier  Flächen  2^  Ordnung. 

Von  den  Flächen  mit  sechs  Doppelpunkten  ist  diejenige 
besonders  bemerkenswerth,  deren  Gleichung 

u\X-j^,  Xg,  Xj,  X^J  =  0 

lautet,  die  also  die  Jacobi'sche  Fläche  des  Systems  der  vier  Flächen 
2*"'  Ordnung  ist 

Sie  wird  die  Weddle'sche  Fläche  genannt,  weil  sie  dieser 
Autor  zuerst  untersucht  hat,  Cambr,  Jaurn.,  5,  1850,  und  ist 
der  Ort  der  Spitzen  der  Kegel  ^*"'  Ordnung,  welche  durch  sechs 
Punkte  des  Bcwms  gehen. 

Die  Weddle'sche  Fläche  enthält  25  Gerade,  welche  die  sechs 
Fu/nkte  zu  je  zweien  verbinden,  und  die  10  Geraden,  in  welchen 
die  durch  drei  der  PuMe  gehende  Ebene  die  Ebene  schneidet, 
welche  durch  die  drei  übrigen  Punkte  gelegt  wird. 

Der  Beriüinrngskegel,  dessen  Spitze  in  einem  Doppelpunkt 
Uegt,  schneidet  die  Fläche  in  den  fünf  Geraden,  welche  diesen  Punkt 
mit  den  übrigen  fünf  verbinden  und  in  der  Raumcurve  3^'  Ord- 
nung, welche  durch  die  sechs  Punkte  des  Baums  individtuilisirt  wird. 

Die  Weddle'sche  Fläche  wurde  auch  von  Cayley,  Campt. 
Bend.,  52,  1861;  Hierholzer,  Math.  Ann.,  2,  4;  Hunyady, 
CreUe,  92;  Caspary,  Campt  Bend.,  1891;  etc.  studirt.  Sie  ist 
eine  Fläche,  deren  Punkte  Coordinaten  haben,  die  sich  durch 
hgpereUiptische  Funktionen  zweier  Parameter  ausdrücken   lassen. 

Cayley,  Proc.  Land.  math.  Soc,  4  untersuchte  auch  andere 
Flächen,  deren  geometrische  Definition  analog  ist,  die  aber  nicht 
mehr  von  der  4**'*  Ordnung  sind. 

Um  die  allgemeinste  Gleichung  der  Fläche  4**'  Ordnung 
mit  7  Doppelpunkten  aufzustellen,  legt  man  drei  Flächen  2^' 
Ordnung  X^  ==  Oj  Zj==0,  Xg=»0  durch  diese  Doppelpunkte, 
bestimmt  dann  eine  Fläche  3^'  Ordnung  Y=^  0,  welche  durch 
die  sämmtUchen  7  Punkte  geht  und  vier  von  ihnen  zu  Doppel- 
punkten hat  und  legt  schliesslich  die  Ebene  Z  =»  0  durch  die 
drei  übrigen.     Die  Gleidiung 

(x„x„x^y  +  k'Yz^o 

enthält  sechs  Constanten  und  steUt  die  verlangte  Fläche  dar. 

Um  die  Gleichimg  der  Fläche  4*®'  Ordnung  mit  acht  (nicJit 
iviUkürlichen)  Doppelpimkten  zu  erhalten,  kann  man  auf  die 
folgende  Art  verfahren:  man  betrachtet  drei  Flächen  2**'  Ordnung 

Zi  =  0,  Xj  =  0,  X3  =  0, 
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welche  sich  in  acht  Punkten  schneiden,  bildet  dann  eine  quadratische 
homogene  Function  der  drei  X  und  setzt  diese  Function  gleich 
NulL  Man  erhält  $o  eine  Fläche  4^  Ordnung  mit  acht  auf 
drei  Flächen  2^^  Ordnung  hegenden  Dqppdpunkten,  Sie  ist 
übrigens  nicht  der  allgemeine  Typus  einer  Fläche  4^'  Ordnung 
mit  8  Doppelpunkten;  es  existirt  ncicJi  Cayley  noch  ein  anderer 
Typus. 

Studien  über  die  zuletzt  genannten  Flftchen  sind  von  Cayley, 
Quart.  Jcum.,  10,  p.  34;  11,  p.  111;  OoK.  Math,  Pap.,  7,  p.  304; 
8,  p.  25. 

Es  lassen  sich  dann  auch  Flächen  4^^  Ordnung  mit  9  und 
10  Doppelpunkten  auffinden,  von  denen  7  willkürlich  ge- 
wählt sind. 

Bemerkens werth  aber  ist  der  Satz: 

Eine  Fläche  4**'  Ordnung  Icann  nicht  mehr  als  10  Doppel- 
punkte Juiben,  von  denen  7  iriZlArärZüiA  gewählt  sind. 

Eine  Fläche  4^'  Ordnimg  mit  10  Doppelpunkten  ist  das 
sogenannte  Sgmmetroid,  dessen  Gleichung  auf  die  folgende  Art 
entsteht. 

Man  habe  10  lineare  Funktionen  der  Yariabelen 

/ll'   /IS'   •••'  tu 

mit   den    Bedingungen   fj^^  f^j^   imd    bilde    die    symmetrische 
Determinante 

/ll'  /12'  118'  /l4 

h%>  f%%*  /25'  /24 

/18>  /28'  /88'  /84 

/l4'  /W  /84'  /u 

Sie  liefert,  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichimg  des  Symmetroids, 

Die  Minoren  5**'  Ordnung  der  Determinante  ergeben,  gleich 
NuU  gesetzt,  cubische  Flächen,  die  10  Punkte  gemeinscJfaßlich 
haben;  diese  Punkte  sind  die  Doppelpunkte  des  Symmetroids. 

Der  dem  Symmetroid  umschriebene  Kegel,  dessen  Spitze  in 
einem  Doppelpunkt  liegt,  zerfällt  in  zwei  Kegel  3^  Ordnung, 
welche  sich  in  9  Geraden  schneiden,  die  diesen  Doppelpunkt  mit 
den  übrigen  neun  verbinden. 

Wenn  in  einer  Fläche  4**'  Ordnu/ng  mit  10  Doppelpunkten 
einer  von  diesen  die  im  vorigen  Theorem  angegebene  Eigenschaß 
besitzt,  so  haben  auch  die  übrigen  diese  Eigenschaft. 

Ausser  dem  Symmetroid  gibt  es  noch  eine  andere  Fläche 
4^  Ordnung  mit  10  Doppdf'^-'^   -welche  jedoch  nicht  die  Eigen- 
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sdiafi  hat,  dasa  der  der  Fläche  umschriebene  Kegel  6^^  Ordnung, 
dessen  Spitze  in  einem  der  Doppelpunkte  liegt,  in  zwei  Kegel  3^^ 
Ordnung  zerfäUt, 

Die  Hesse'sche  Kemfläche  der  ciMschen  Fläche  ist  ein 
Symmetroid;  in  der  That  sind  dann  die  f  die  zweiten  DeriTirten 
der  linken  Seite  der  Gleichung  der  Fläche  3*^  Grads. 

Ist  /ii  =  0,  so  hat  das  Symmetroid  noch  einen  11^^ 
DoppdpmM,  ist  auch  f^^  ^  0,  so  hat  es  noch  einen  1J2^,  für 
f^  =  0  einen  13^  und  sMiesdich  für  f^'^0  noch  einen  14^ 
Doppelpunkt. 

Man  hat  die  Flächen  4**'  Ordnung  mit  11,  12,  13,  14,  15 
Doppelpunkten  classificirt,  indem  man  die  ihnen  umschriebenen 
Kegel,  deren  Spitze  in  einem  Doppelpunkt  liegt,  in  Betracht 
zog;  je  nachdem  diese  Kegel  6^'  Ordnung  auf  die  eine  oder 
andere  Weise  in  Kegel  niedrigerer  Ordnung  zerfallen,  hat  man 
die  Flächen  4*^  Ordnung  in  yerschiedene  Arten  getrennt.  Solche 
Studien  sind  von  Kummer,  Cajley,  1.  c.  und  spätere  von 
Bohn  in  einer  von  der  Jablonowski'schen  Ges.  zu  Leipzig  im 
Jahre  1886  preisgekrönten  Abhandlung;  siehe  auch  Maih, 
Ann,,  29,  1887.  Gayley  und  die  englischen  Autoren  haben, 
wie  es  ihre  Gewohnheit  ist,  zahlreiche  und  complicirte  Be- 
nenlnungen  fOr  einige  der  oben  genannten  Flächen,  speciell  fOr 
die  mit  8,  9,  10  Doppelpunkten  eingeführt;  es  scheint,  dass 
diese  Benennungen  eher  dazu  dienen,  die  Sache  zu  verwickeln, 
als  sie  einfacher  zu  machen.  .       . 

Ein. Theil  der  Flächen  mit  11,  12,...,  15  Doppelpunkten 
kann  auch  als  Brennfläche  einer  Congruenz  2^'  Ordnimg  aufgefasst 
werden.     Siehe  weiter  unten  Kap.  14. 

§  3.   Die  Kiiiniiier*BOhe  Fläche. 

Wie  schon  gesagt  wurde,  wird  die  Kummer'sche  Fläche  als 
Fläche  4^'  Ordnung  mit  16  isoHrten  Doppelpunkten  definirt. 

Sie  ist  4*"'  Classe;  ihre  allgemeine  Gleichung  enthält  18  un- 
abhängige Constante. 

Der  die  Fläche  heriüirende  Kegel  6^^  Ordnvmg,  dessen  Spitze 
in  einem  Doppeilpunkt  liegt,  zerfällt  in  6  Ebenen. 

Jede  dieser  6  Ebenen  berührt  die  Fläche  längs  eines  Kegel- 
schnitts, auf  welchem  noch  andere  5  Doppelpunkte  liegen. 

Es  gibt  16  solche  singulare  Ebenen;  man  hat  also  16  sin- 
gulare Punkte  und  16  singulare  Ebenen,  die  sich  durch  die 
wichtige  Eigenschaft  auszeichnen,  dass  jede  Ebene  durch  6  auf 
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einem  Kegelechniü  liegende  Dappelptmkte  gelit  und   dass  durdi 
jeden  Pmkt  6  Ebenen  gdien. 

Die  Kummer'sche  Fläche  wird  hesonders  in  der  lAmen- 
geamekie  henutzt,  sie  kann  als  Brennfläche  einer  Congruenz  St^ 
Ordnung  und  ^^'  Classe  definirt  werden^  Kummer,  Berl.  Abk., 
1866,  oder  audi  als  Singularitätenfläche  des  allgemeinen  quadra- 
tiscken  C&mplexes,  oder  als  Singularitätenfläche  unendlich  vider 
oonfocäler  quadratischer  Complexe,  Klein,  Math,  Ann.,  2.  Siehe 
weiter  unten  Kap.  14  über  die  Geometrie  der  Geraden. 

Eine  wichtige  Eigenschaft  dieser  Fläche  bestdit  darin,  dass 
sie  in  sechs  Fölaritäten  reciprök  zu  sich  selbst  ist. 

Der  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche  haben  Kummer 
selbst,  Cayley  und  Andere  verschiedene  Formen  gegeben. 

Wenn  X^^»  0,  X^  =  0,  X^=  0,  X^=  0  die  Gleidiungen 
van  4  singuHären  Ebenen  sindj  deren  4  Schnittpunkte  zugteick 
auch  Knotenpunkte  der  Fläche  sind,  so  lässt  sich  die  Gleidtung 
schreiben: 

0^  =  UkX^X^X^X^, 

worin  k  eine  Constante  bezeicfinet  und  (Z>  eine  in  den  X  quadra- 
tische Form  darstellt,  nämlich 

a>  =  Xi«  +  X,'  +  X,'  +  XJ  +  2a{X^X,  +  X,X^  + 
4-  2b{X,X,  +  X,XJ  4-  2ciX,X,  +  x,x^, 

Aj  =  a*  -f.  ^*  +  c*  —  2abc  —  1,         Kummer. 

Eine  irrationale  Form  der  Gleichung  dieser  Fläche  ist  die 
folgende,  Cayley,  CreJle,  73,  p.  292;  CoU,  Matft.  Pap.,  7,  p.  126: 


yaxi  (/ 


/'..,-^r^-^)  + 


of  / 


+  Yßx,  («'«"X.  -  y'fx,  -  f )  + 
mit  den  Bedingungen: 

«  + 15  +  y^  =  0, 
«  +  Z^'  +  /  =  0, 

a'  -{-  ß"  "■{-  y"  =  0. 

Andere  Formen  erhält  man,  wenn  das  System  ccy  ßyy 
cyklisch  mit  dem  System  a',  /S',  /  oder  dem  System  a\  ^',  y" 
vertauscht  wird. 
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Auf  raücnäle  Form  redudrt^  lautet  die  vorstehende  Gleichung 
^4*(V  +  V  +  ^s*  —  ^^^z  —  2a:ga?i  —  2x^x^  + 

--  {aaa'x^x^  +  ßß^ß^'x^x^  +  yyy'x^x^^  =  0, 
trorin  de»*  Küree  wegen 

Ö  =  (/5  —  y)a  a'  +  (y  —  «)l^/^'  +  («  —  1^)//' 

gesetzt  wurde. 

Man  beachte,  dass  auch  in  diesem  Ausdruck  für  6  die  er- 
wähnten cjklischen  Yertauschungen  gemacht  werden  können, 
ohne  dass  dadurch  der  Werth  von  0  verändert  wird. 

Die  16  singutären  Ebenen  sind  durch  die  Gleichungen 
pegeiben: 

a?i  =  0,  aj,  =  0,  a^  =  0,  x^  =  0, 

-  +  ^  +  --=-0, 

^  +  §  +  -'  =  0, 

^1       I       ^«       r     ^»    -r-   o 

a      '     p      '     y  ' 

/fx,  -  p^ß^'x,  -  ^  -  0, 
/'yrr,  -  ß^'ßx,  -  §  =  0, 

y/«8  —  ßß^x,  —  J*  =  0, 

«««»  — yy^i  — y==0, 

a  aXf  —  y  yx^  —  -^*  =  0, 
a«  arg  —  yy  x^  —  -^  r=  0, 

j5"j3a:i  —  aax^  —  :^*  =  0, 
ßß!  x^  —  ««'a^g  —  -;^,  =  0. 
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Eine  andere  Form  der  Gleichang  der  Kwmmer^sdien  Fläche 

ist  die  folgende  (Bohn,  1.  c.  und  Math,  Ann.,  18)*): 

worin 

^  ^  (*.  -  *.)  %  -  K)  (*.  -  *.)n*»^*'«  +  *4  —  *5  —  *«)  H- 

+  *iÄ:,(A-5  +  fc,  -  Äj  — Ä,)  +  *iÄi(ti  J^lc^-h^—i^, 

_   (t,  -  fe;,)  (]C^  -  t^  +  (*^  -  *,)  (<y  -  Jfc^)       . 
"*'>*'  (*.•  -  *>)  (**  -  *,)  ^ 

Die  Coeffidenten  dieser  Gleichung  h&ngen,  wie  man  sieht, 
von  den  sechs  Grössen  k  ab,  welche  sich  als  die  Wurzeln  einer 
bin&ren  Form  6^'  Ordnung  auffassen  lassen.  Daraus  erhellt  die 
Möglichkeit,  eine  Beziehung  zwischen  den  Kummer'schen  Flftchen 
und  den  binären  Formen  6^'  Ordnung  herzustellen;  es  ergibt 
sich  in  der  That,  dass  diese  Fläche  in  besonderer  Verbindung 
mit  den  hjperelHptischen  Functionen  vom  Geschlecht  2  in  Be- 
zug auf  eine  binäre  Form  6**'  Ordnung  steht. 

Klein,  Ma(h,  Ann,,  5  war  der  erste,  der  erkannte,  dass 
man  die  Goordinaten  eines  Punktes  der  Kvmmer'schen  Fläche 
durch  vier  specielle  hyperelliptische  Functionen  yon  zwei  Argu- 
menten ausdrücken  könne;  auf  ihn  folgten  die  diesbezüglichen 
Arbeiten  von  Cayley,  Grelle,  83;  Borchardt,  ib.,  id.;  Weber, 
ib.,  84;  Rohn,  Math,  Ann.,  15,  18;  Reichardt,  Nova  acta  der 
Leop.  Carol.  Ac,  50,  Halle  1887;  etc. 

Wir  lassen  hier  einige  Angaben  darüber  folgen:  Es  gibt, 
wie  man  weiss,  16  «O* •  Functionen  vom  Geschlecht  2  (vergl. 
Bepert.,  1,  Kap.  17,  §  3);  jeder  von  ihnen  entspricht  eine  Charak- 
teristik', solcher  Charakteristiken  sind  10  gerade  und  6  ungerade 
vorhanden  (ebenda  p.  455).  Durch  die  Art  der  Gruppirung  dieser 
Charakteristiken  unterscheiden  sich  die  sogenannten  GöpeTschen 
(CreUe,  35)  und  Rosenhain'schen  (Mem.  des  sav,  etr.,  11,  Paris 
1846)  Quadrupel.  Ein  GöpeTsches  Quadrupel  (es  existiren 
ihrer  60),  ist  ein  System  von  vier  Charakteristiken,  die  entweder 
aUe  gerade,  oder  von  denen  zwei  gerade  und  zwei  tmgerade  sind 
und  deren  Sunune  Null  ist.  Ein  Rosenhain'sches  Quadrupel 
(es  gibt  ihrer  80)  ist  dagegen  ein  System  von  vier  Charakte- 


*)  Man  beachte,  dass  auf  p.  142  der  citirten  Rohn'schen  Arbeit 
dem  CoefQcienten  A  von  x^  x^  x^  x^  die  Zahl  4  statt  8  zugeordnet  ist. 


§  3.   Die  Kammer^Bche  Fläche.  303 

ristiken,  deren  Summe  wieder  Ntdl  ist,  von  denen  aber  entweder 
eine  ungerctde  und  drei  gerade  oder  drei  ungerade  und  eine 
gerade  sind.     Es  gilt  dann  der  Satz: 

Zwisdien  den  Quadraten  der  vier  den  Charakteristiken  eines 
QGpd^schen  oder  Easenhain' sehen  Quadrupels  entsprechenden  ^ 
Functionen  besteht  immer  eine  r(Uionale  homogene  Relation  4^^ 
Qrads;  und,  nimmit  man  diese  ^  zu  homogenen  Coordinaien  eines 
Punkts  des  Baums,  so  stdlt  eine  solche  Bdation  eine  Kummer'sdie 
FUkhe  dar.  Im  FäU  des  GöpeVschen  Quadrupels  sind  die  Ebenen 
des  FundamentaUetraeders  der  Coordinaten  vier  singulare  Ebenen 
der  Fläche,  jedoch  ist  keine  Ecke  dieses  Tetraeders  ein  Knoten 
der  Fläche;  bei  dem  Rosenhain' sehen  Quadrupd  dagegen  sind  die 
vier  Ebenen  des  Tetraeders  der  Coordinaten  noieder  vier  singulare 
Ebenen,  die  vier  Ecken  aber  vier  singulare  Punkte. 

Bei  dieser  Darstellung  entsprechen  die  übrigen  d^  jeder  der 
anderen  singulären  Ebenen, 

Zu  einer  weiteren  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche 
kann  man  auch  von  einem  anderen  Standpunkt  aus  gelangen. 
Werden  nämlich  zu  homogenen  Coordinaten  eines  Punkts  des 
Baums  gewisse  vier  von  Klein  mit  2  bezeichnete  hjperellip- 
tische  Functionen  gewählt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  der 
Fläche,  deren  Coefficienten  rationale  Invarianten  einer  binären 
Form  6*^  Ordnung  sind,  welche  auf  die  oben  angegebene  Art 
der  Eummer'schen  Fläche  entspricht;  eine  solche  Gleichung  pflegt 
man  die  rationale  Gleichung  der  Fläche  zu  nennen.  Näieres 
darüber  findet  man  bei  Pascal,  Ann,  di  mat.,  18,  19. 


Die  Configuration  der  16  singulären  Punkte  und  Ebenen 
der  Kimmier'schen  Fläche  ist  vielfach  untersucht  worden.  Wir 
dtiren  Caporali,  Lincei,  1878;  Schröter,  Crelle,  100;  De 
Paolis,  Lincei,  1890. 

Die  16  zu  je  zweien  conjugirten  Fimdamentalpimkte  er- 
zeugen ebenso,  wie  die  sich  zu  je  zweien  schneidenden  Funda- 
mentalebenen 120  Gerade,  die  Caporali  die  Geraden  B  nannte. 

Die  16  Fundamentalpunkte  liegen  zu  je  dreien  in  J240  nicht 
fundamentalen  Ebenen  (den  Ebenen  U)  und  die  16  Fundamental- 
ebenen liefern  zu  je  dreien  240  nicht  fundamentale  Punkte  (die 
Punkte  P), 

Die  Ebenen  U  gehen  zu  je  6  durcfi  die  Geraden  B  und 
die  Punkte  P  liegen  zu  je  6  in  den  letzteren.     Umgekehrt  gehen 
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die  Geraden  R  zu  je  dreien  durch  die  Punkte  P  und  liegen  gu 
je  dreien  in  den  Ebenen  Tl. 

Die  Punkte  P  sind  zu  je  45  in  den  FundamenUdebenen 
gelegen  und  die  Ebenen  II  gehen  zu  je  45  durch  die  Funda- 
mentalpunkte. 

Es  gibt  80  Tetraeder,  deren  Ecken  und  Seitenflächen  Funda- 
mentalpunkte  und  -Ebenen  sind;  sie  entsprechen  den  80  Bösen- 
hain 'sehen  Quadrupeln  yon  Charakteristiken;  siehe  oben. 

Es  gibt  60  Tetraeder,  deren  Seitenflä(hen  FumdamentaH- 
ebenen  und  deren  Ecken  Punkte  P  sind-,  sie  entsprechen  den  60 
OöpeTschen  Quadrupeln. 

Aus  dem  letzten  Satz  folgt  dann  selbstverständlich  die 
duale  Eigenschaft. 

Die  240  Punkte  P  tmd  Ebenen  U  bilden  15  neue  Kummer'- 
sehe  Canfigurationen. 

Schneidet  man  die  Kiunmer'sche  Fläche  mit  einer  Ebene,  so 
kann  man  eine  allgemeine  ebene  Curve  4^'  Ordnung -erhalten; 
es  gelten  darüber  die  Sätze: 

Durch  jede  allgemeine  ebene  Curve  4**"  Ordnung  gehen  oo* 
Kummer'sche  Flächen. 

Die  16  Singular cn  Ebenen  werden  von  der  schneidenden 
Ebene  in  16  Doppeltangenten  der  Curve  4**'  Ordnung  getroffen. 
Diese  16  Doppeltangenten  sind  mit  denen  identisch,  die  übrig 
bleiben,  wenn  von  den  28  die  zwölf  nicht  gemeinsamen  Doppel- 
tangenten zweier  Äronhold'sdier  Systeme  weggenommen  werden, 
welche  eine  einzige  Gerade  gemeinsam  haben;  mit  anderen  Worten: 
diese  16  Doppeltangenten  bilden  unter  sich  eine  ähnlicJie  Con- 
figuration,  wie  die  16  Doppeltangenten  einer  ebenen  Curve  4**' 
Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt,  wenn  man  die  6  von  dem 
Doppelpunkt  ausgelienden  Tangenten  nicht  in  Bechnung  ziM. 
Siehe  Kap.  8,  S.  198. 

Die  vier  Doppeltangenten,  die  aus  dem  Schnitt  eines  Göpel'- 
sehen  Tetraeders  (siehe  oben)  hervorgelien ,  sind  vier  Doppeltan- 
genten,  durch  deren  8  BeriUirungspunkte  ein  Kegelschnitt  geht. 

Auf  diese  Beziehungen  zwischen  den  Doppeltangenten  der 
Curve  4*®'  Ordnung  und  den  singulären  Punkten  und  Ebenen 
der  Kummer'schen  Fläche  gründen  sich  einige  neuere  Arbeiten 
von  Ciani,  Ann.  di  mat^  (3),  2;  Bend.  Ist.  Lomb.^  1898. 


Es   lässt   sich   eine  Bezeichnungsart  für  die  16  singulären 
Ebenen   und  Punkte    der  Kummer'schen  Fläche    ermitteln:    ge- 
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braucht  man  für  eine  der  Ebenen  das  Symbol  0  und  für  die 
sechs  auf  ihr  gelegenen  Punkte  die  Symbole  1,  2,  ^,  4,  5,  6,  so 
UMsm  sich  die  iUnigen  15  Ebenen  durdi  die  BappeUymböle 
12,  13,  14, . . .,  56  und  die  übrigen  10  Fundamentalptmkte  durch 
die  dreizähligen  Symbole 


/123\      /124\ 
V456/'     U56/'*   • 


darstellen. 

/123\ 
Durch  den  Punkt  l  ,  ^^  \  gehen  die  sechs  Ebenen  12,  23,  31, 

45,  56,  64   durch   den  JPunkt   (l)   dagegen    die    sechs    Ebetien 
(0),  (12),  (13),  (14),  (15),  (16). 

Eine  andere  Bezeichnungsart  fCb:  die  16  singulftren  Ebenen 
geht  aus  der  obenerwähnten  Beziehung  zwischen  ihnen  und  den 
Charakteristiken  vom  Geschlecht  2  hervor. 

Legt  man  nämlich  jeder  Ebene  das  Symbol  (a 6 cd)  bei, 
worin  a,  b,  c,  d  keine  anderen  Werthe  als  0  und  1  annehmen 
können  (und  der  grösseren  Einfachheit  wegen  die  Charakteristik 

mit  (ab cd)  statt  mit  (    j)  bezeichnet  wird),  so  werden  die  16 

Ebenen  durch  die  Symbole 

(0000),  (1000),  (0100),  (1100), 

(0010),  (1010),  (0110),  (1110), 

(0001),  (1001),  (0101),  (1101), 

(0011),  (1011),  (Olli),  (1111)     dargestellt. 

Die  sechs  sich  in  einem  Punkt  schneidenden  Ebenen  bestehen 
aus  den  drei  Ebenen,  welche  sich  in  dieser  Tabelle  mit  einem 
gegebenen  Element  in  derselben  Horizontalreihe  befinden,  und  den 
drei  anderen,  die  mit  dem  nändichen  Element  in  ders^en  Verti- 
coHreihe  liegen. 

Sechs  sich  in  einem  Punkt  schneidende  Ebenen  werden 
daher  mit 

(a,  6,  c,  el  +  1). 

(a,  b,  c-\-l,  d), 

(a,  6,  c+1,  d+1), 

(a  +  1,  b,  c,  d), 

(a,  b  -{-  1,  c,  d), 

(a  -\-  1,  b  -{-  1,  c,  d)     bezeicfinet. 

Pascal,  Bepertoriam.  II.  20 
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Die  Anzahl  der  SubstUtäianen  der  StubsHtwtionenffruppe, 
weldie  die  ConfiguraUon  unverändert  lassen,  "beträgt  6!  16. 

Die  Gleichttng  1&^  Grads,  von  welcher  die  Bestimmung  d^ 
16  singulären  Ebenen  oder  Punkte  der  Kummer^ sehen  Fläche  ab- 
hängt, wird  nadt  Auflösung  einer  Gleichung  6*^  Grads  eine 
Ab eV sehe  Gleichung  und  lässt  sich,  nachdem  dies  geschehen,  durch 
Auflösung  von  tner  Gldchungen  Sf^  Grads  lösen.     Jordan. 

Mit  diesen  Problemen  hat  sich  Jordan  beschäftigt,  CreUe, 
70;  siehe  auch  seinen  Tratte  des  subst.,  Paris  1870. 


Die  Haupttangentencurven  (Asymptotehlinien)*)  auf  der 
Kummer' sehen  Fläche  sind  im  Allgemeinen  Curven  16*^  Ord- 
nung und  i^'  Classe. 

Sie  haben  16  Spitzen  in  den  16  singulären  Punkten  der 
Fläche,  16  stationäre  Ebenen,  wdche  die  singulären  Ebenen  der 
Fläche  sind,  und  96  stationäre  Tangenten.     Siehe  Kap.  9,  §  4. 

Ihr  Rang  r  ist  der  48^,  die  Anzahl  ihrer  sdieinbaren 
Doppelpunkte  beträgt  72,  die  Ordnung  der  Doppelcurve  der  deve- 
loppabelen  Fläche  ist  die  95^;  sie  sind  vom  Geschlecht  17. 

Es  gibt  6  ausgezeichnete  Haupttangentencurven,  deren  Ordnungs- 
und ClassenzaM  sich  auf  die  Hälfte,  also  auf  8,  redwiren;  jede  von 
iJmen  ist  doppelt  zu  rechnen,  Sie  haben  keine  Spitzen  und  statio- 
nären Ebenen  und  besitzen  40  stationäre  Tangenten;  ihr  Bang 
ist  der  24^,  die  Anzahl  ihrer  scfieinbaren  Doppelpunkte  16^  die 
Ordnung  der  Doppdcurve  der  Developpabelen  die  200^;  sie  sind 
vom  Geschlecht  5. 

Durch  die  Haupttangentencurven  einer  Kummer'schen  Fläche 
geltt  ein  Büschel  von  Flächen  4**'  Ordnung.     Beye. 

Die  parabolische  Curve  der  Kummer^scfien  Fläche  ist  eine 
Curve  3^  Ordnung  und  zerfällt  in  16  Kegelschnitte,  wddie 
identisch  mit  den  in  den  16  singulären  Ebenen  liegenden  Kegel- 
schnitten sind. 

Mit  den  Haupttangentencurven  der  Kummer^schen  Fläche 
haben  sich  speciell  Klein  und  Lie,  Math.  Ann.,  23;  Beye, 
CreUe,  98  und  Segre  an  demselben  Ort  beschäftigt. 


*)  Die  Haupttangentencurven  sind  Linien,  bei  denen  die  Os- 
culationsebene  in  jedem  ihrer  Punkte  mit  der  Berührungsebene  an 
die  Fläche  zusammenfällt  (siehe  weiter  unten  Kap.  16).  Die  Tan- 
genten an  die  Haupttangentencurve  sind  Gerade,  welche  die  Fläche 
oBculiren. 
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Ueber  die  Classification  der  Eummer^schen  Flächen  auf 
Grund  der  Bealität  oder  Nicht -BeaJität  der  singulären  Punkte 
und  Ebenen  ist  eine  Arbeit  von  Bohn,  Math.  Ann.y  18  vor- 
handen. Weiler,  Math.  Ann.,  6  dagegen  classificirt  sie  nach 
den  besonderen  Eigenschaften,  die  sie  annehmen,  wenn  einige 
der  16  singulären  Punkte  sich  vereinigen.  Beide  gehen  von  der 
Betrachtung  der  6  Werthe  Ä;i,...,Äg,  den  Wurzeln  einer  Form 
6^^'  Ordnung,  aus,  die,  wie  wir  oben  gesagt  haben,  in  Beziehung 
zur  Gleichung  der  Kiunmer^schen  Fläche  stehen;  wenn  man  an- 
nimmt, diese  6  Werthe  specialisiren  sich  in  Bezug  auf  ihre 
Realität  oder  Nicht-Bealität  und  in  Bezug  auf  ihre  Orösse,  so 
ergeben  sich  alle  Falle,  die  möglich  sind. 

Wir  geben  hier  einige  der  Bohn 'sehen  Besultate  an: 

I.  Die  sechs  Grössen  k  sind  reell. 

a)  Die  Kunmier'sche  Fläche  hat  16  reelle  singulare 
Pimkte  und  16  reelle  singulare  Ebenen. 

b)  Die  Fläche  ist  reell,  aber  alle  ihre  singulären  Punkte 
und  Ebenen  sind  imaginär.  Betrachtet  man  in  einer 
Berührungsebene  an  die  Fläche  die  Schnittcurve 
4**'  Ordnung,  so  sind  die  sechs  von  dem  Doppel- 
punkt an  diese  Curve  gezogenen  Tangenten  sämmt- 
lich  reell. 

c)  Die  Fläche  ist  imaginär  und  ihre  sämmtlichen  sin- 
gulären Punkte  und  Ebenen  sind  imaginär. 

n.  Zwei  der  Grössen  k  sind   conjugirt  imaginär  und   die 
übrigen  reell. 

a)  Die  Fläche  hat  8  reelle  singulare  Pimkte  und  eben- 
soviele  reelle  singulare  Ebenen. 

b)  Die  Fläche  ist  reell,  aber  ihre  sämmtlichen  singu- 
lären Punkte  und  Ebenen  sind  imaginär.  Sie  ist 
jedoch  mit  der  unter  I,  b  aufgeführten  nicht  iden- 
tisch, weil  von  den  sechs  in  I,  b  definirten  Tan- 
genten vier  reell  und  zwei  imaginär  sind. 

in.  Zwei  Paare  der  Grössen  k  sind  conjugirt  imaginär,  die 
übrigen  beiden  k  reell. 

Die  Fläche  hat  4  reelle  singulare  Punkte  und  4 
reelle  singulare  Ebenen;  jede  der  letzteren  geht  durch 
2  reelle  Punkte  und  speciell  gehen  zwei  Ebenen  durch 
die  nämlichen  beiden  Punkte  und  die  übrigen  2  durch 
die  beiden  anderen  Punkte. 

20* 
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lY.  Die  sechs  Grössen  Je  sind  zu  je  zweien  conjngirt  ima- 
ginär. 

a)  Die  Fläche  ist  reell  und  hat  4  reelle  singulare 
Punkte  und  4  ehensolche  Ebenen.  Sie  ist  jedoch 
anders  gestaltet,  wie  die  Fläche  in  dem  Fall  III, 
weil  keine  reelle  Ebene  durch  einen  reellen  Punkt 
geht. 

b)  Die  Fläche  ist  imaginär,  besitzt  aber  4  reelle  sin- 
gulare Punkte  und  4  reelle  singulare  Ebenen. 

Wir  verweisen  hierbei  auf  die  interessanten  von  L.  Brill 
in  Darmstadt  (siehe  dessen  Cataloff,  etc.)  besorgten  Gjps- 
modelle. 


§  4.   Das  Gayley'sohe   Tetraedroid  und  die 

Wellenfläolie. 

Ein  specieUer  Fall  der  Kummer^schen  Fläche  ist  die  von 
Cayley  Tefyraedrdd  genannte  Fläche,  von  welcher  dann  ihrer- 
seits wieder  die  Fresn ersehe  WeU&nfläche  als  besonderer  Fall 
sich  abzweigt. 

Das  Tetraedroid  ist  eine  Kummer'sche  Fläche,  deren  16 
singulare  Ebenen  sich  derart  in  4  Gruppen  zu  je  vieren  ver- 
theilen,  dass  die  Ebenen  der  nämlichen  Gruppe  durch  einen 
und  denselben  Punkt  gehen;  man  erhält  so  die  4  Eckpimkt« 
eines  Fundamentaltetraeders,  von  welchem  die  Fläche  ihren 
Namen  hat. 

Die  Fläche  ist  eine  homographische  Transformation  der 
WeUe^i fläche,  von  der  weiter  unten  die  Bede  sein  wird;  diese 
letztere  ist  daher  nur  ein  metrisch  specialisirtes  Tetraedroid. 

Die  auf  das  FundamentaUetraeder  hegogene  Gleichung  des 
Tetraedroids  lautet: 


U,      3/j  ,     X%  f     ÄJ3  *     •*'4 


1  ' 


X^ 


X, 


2 


0,    aü,  aü,  »14 
xJ,    aiV    0,    ais,  aA 


/,   a?9,  a|j,    0,    aii 
x^,    aA,  aaV  aä,    0 


=  0 


DU  Gleichungen  der  16  »inguleiren  Ebenen  smd  dann  die 
folgenden: 
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^23 •''1  ^18*^2  ^12^8  ™*  ^> 

^4^1  ^14^  +  ^12^4  =  Ö' 

^4^1  +  «14^3  +  ^18^4  =  ^> 

—  «84^1  +  «14^8  +  «18^4  =  0, 
^24%  4"  ^14^2  +  ^12^4  '^  Ö' 

«28^1  +  «18^  «12^3  "=  Ö» 

«84^2  ^24^8  +  ^23^4  =*  ^* 

^24*^1  ^14  •''2  I     ^12^4  ^"^  ^' 

—  a^Xi  a^^X^  +  «18^4  =  ö' 

«84^2  +  «24^8  H-  «28^4  "^  ^^ 

—  «23^1  —  «18^2  +  ^2^  —  0, 
^23^1           ^18'^2           ^12^8                        *^  ö' 

^84^2  ^24^8  ^8'^4  ^  ö* 

«54^1  +  «14^8  «18^4  =  Ö' 

^24*^1  ~~"  ^14^2  ~~"  ^12  ■'''4  ^"^ 

Die  irei^er  o&en  angegebene  Gleichung  des  TetraedrMs  ergibt 
^icßt  aus  Cayley's  allgemeiner  Gleichung  der  Kummer' sehen  Fläche 
(siehe  §  3),  wenn  man 


y.  =  "«*      iL  =  ^      £^  =  "> 


ß  «54 '  /  «14 '  «"  «1     ' 


4 
f4 


'/'  «11 


f    f* ''ja        Q  ty  Q^'  «18  

atta      =  —  -     ,        ß^ß      =    —   ^,        yyy=_ 

«14  «14  «84 

setzt,  woraus 

a  ^'  y  =  cc"ßy'     folgt. 

Von  jeder  der  mer  Seitenfläcfien  des  Fundamentaltetraeders 
wird  das  Tetraedraid  in  einem  Paar  von  Kegelschnitten  ge- 
schnitten^  bez.  eines  jeden  dieser  Kegelschnitte  ist  das  in  der  ent- 
sprechenden Seitenfläche  des  Tetraeders  enthaltene  Dreieck  sich 
selbst  conjugirt.     Siehe  Kap.  3,  §  2,  S.  78. 

Man  erhält  so  4  Paare  von  Kegelschnitten  in  den  vier 
Seitenflächen  des  Tetraeders;  die  16  Schnittpunkte  dieser  4  Fa<ire 
von  Kegelsdinitten  sind  die  16  singulären  Punkte  der  Fläche,  die 
sich  also  zu  je  vieren  auf  den  Seitenflächen  des  Fundamental- 
t^'traeders  befinden.  Diese  letztere  Eigenschaft  ergiht  sich  offen- 
bar, wenn  man  sich  daran  erinnert,  dass  die  Kummersche  Fläche 
reciprok  zu  sich  selbst  ist.     Siehe  §  3. 
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Die  vier  singtdären  Putücte  auf  jeder  Seitefifläc^ie  des  Tetra- 
eders liegen  zu  je  zweien  auf  6  Geraden,  die  ütrerseits  zu  je 
zweien  durch  die  drei  Ecken  des  Dreiecks  gelten,  welches  die  Seiten- 
fläche des  Tetraeders  hüdef. 

Die  16  singula'ren  Ebenen  berühren  die  Fläche  längs  Kegel- 
Schmitten, 

In  dem  Fall  des  Tetraedroids  lässt  sich  die  Gleichung  6***" 
Grads,  von  welcher,  tvie  in  §  3  ausgeführt  wurde,  nach  Jordau 
die  Bestimmung  der  16  ^ngulären  Punkte  der  allgemeinen  Kummer'- 
schen  Fläche  abhängt,  algebraisch  auflösen. 

Vergl.  bez.  des  Tetraedroids  auch  H.  E.  Timerding,  Ueber 
die  quadratische  Transformation,  durch  welche  die  Ebencfi  dvs 
Baums  in  ein  System  von  Flächen  2^^  Ordnung  mit  getneinsamem 
Folietraeder  übergeführt  werden,  Ann.  di  mal.,  (3),  1,  1898. 


Die  WeUenfläche  ist  ein  specielles  Tetraedroid  und  lässt 
sich  auf  die  folgende  Art  definiren: 

Sie  ist  der  Ort  der  Endpunkte  der  von  dem  Centrum  eines 
Ellipsoids  ausgehenden  Strahlen,  deren  Längen  den  beiden 
Haupthalbmessem  des  Schnitts  des  Ellipsoids  mit  einer  auf 
diesem  Strahl  senkrechten  Ebene  gleich  sind;  auf  jedem  Strahl 
liegen  daher  vier  Punkte  der  Fläche,  zwei  auf  der  einen  und  zwei 
auf  der  anderen  Seite.     Fresnel. 

Die  Fläclie  bestellt  aus  zwei  Schalen,  von  denen  die  eine 
innerhalb  der  anderen  liegt,  und  die  sich  in  Doppelpmtkten  der 
Fläche  berühren. 

Legt  man  das  Ellipsoid 

-,t  +  |f  +  ^  =  1,  «>&>«• 
ZU  Grund,  so  lautet  die  Gleichung  dcj-  Wellenfläche 

worin 

|2  =  .^2  ^  ^2  ^  ,2^ 

fs  =  a\b^  +  c^)x^  -f  b\c^  +  a')y^  +  c\a^  +  b^)z^     ist. 

Fresnel. 

Diese  Gleichung  ergibt  sich  aus  der  des  Tetraedroids,  wenn 
man  zwischen  den  Coefficienten  afg^  ais,  ...  specielle  Relationen 
festsetzt.  Siehe  Salmor  ""        " '  ^ato»..  2,  p.  473,474. 
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Der  FresneVschen  Gleichimg  karm  man  die  beiden  folgen- 
den Formen  geben: 

j    I     £f ht     i    b* ^t  ^^  ^y 


g«  _  „«    i    S«  -  6«    ^  V  -  C 

Das  Fundamentaltetraeder  der  als  Tetraedroid  betraditeten 
WeUenfläche  hat  zu  Seitenflächen  die  drei  Hauptebenen  des  Ellip- 
Saids  und  die  unendlick  ferne  Ebene, 

Der  Schnitt  der  WeUenfläche  mit  einer  der  drei  Hauptebenen 
des  Ellipsoids  besteht  aus  einer  ElUpse  und  einem  Kreis. 

Von  den  16  Singular en  Punkten  der  Fläche  Hegen  4  imaginäre 
im  Unendlichen,  4  redte  auf  einer  der  Hauptebenen  und  die 
übrigen  4  -\-  4  imaginäre  sind  auf  dm  beiden  anderen  Haupt- 
ebenen  vertheUt. 

Die  vier  singulären  Tangentialebenen  berühren  die  FläcJie 
längs  Kreisen. 


Das  Tetraedroid  hat  zuerst  Cayley  studirt,  Journ,  de 
Liouville/11,  1846;  Coli  Math.  Pap.,  1,  S.  302;  Crelle,  65,  87. 

Mit  der  Untersuchung  der  Wellenfläche  machte  den  Anfang: 
Fresnel,  Mem.  deVAc.  de  Paris,  7, 1827  in  einer  Abhandlung  über 
die  doppelte  Lichtbrechung,  in  welcher  er  das  Problem  der  Physik 
über  den  Durchgang  des  Lichts  durch  lichtbrechende  Körper  studiiiie. 
Auf  ihn  folgten  dann  kurz  nachher:  Ampere,  Ann.  de  Chim.  et 
Phys.,  39,  1828;  Cauchy,  Exerc.  de  mafft.,  5,  Paris  1830; 
Campt.  Bend.,  11,  12,  18;  Plücker,  Crelle,  19,  1839  und 
Andere.  Ein  ausführliches  Verzeichniss  von  Arbeiten  über  die 
Wellenfläche  findet  man  in  dem  oben  S.  125  citirten  Werk  von 
Loria,  II  passato  e  il  p^'esente  delle  principäli  teorie  geom., 
Torino  1896,  p.  114,  115.  (In  der  deutschen  üebers.  von  1888 
p.  42  ist  nur  Mannheim  erwähnt). 

Eine  andere  Erzeugungsart  der  Fläche  hat  Böklen,  Sdilö- 
milch' s  Zeitschr.,  24,  25,  27,  1879 — 82  angegeben  und  eine 
weitere  mit  Hülfe  zweier  developpabeler  Flächen  Cayley,  Quart. 
Joum.  of  ma(h.,  3,  1860;  Coli  Math.  Pap.,  4,  p.  420,  432; 
Ann.  di  mat.,  20,  1892. 

Man  kann  sich  einen  noch  specielleren  Fall  der  Kummer' - 
sehen  Fläche  denken,  wenn  sie  nämlich  nicht  nur  in  einer,  son- 
dern in  mehreren  Arten  sich  als   ein  Tetraedroid  ansehen  lässt. 
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Mit  solchen  speciellen  Fl&chen  beschäftigteii  sich  Bohn,  Le^M. 
Ber.,  1884;  Segre,  ib.,  id.  und  neuerdings  Bertini,  Ist. 
Lamb,,  1898. 

Gjpsmodelle  von  WeUenflächen  sind  in  der   von  L.  Brill 
besorgten  Sammlung  enthalten. 


§  5.    Flächen  4^'  Ordnung,    die   unendlich  viele   Kegel- 
schnitte enthalten. 

Kummer,  BerL  Monatsher,,  1863  =  CreUe,  64  untersuchte 
die  Flächen  4^'  Ordnung,  die  unendlich  viele  Kegelschnitte  ent- 
halten. Wir  geben  in  diesem  Paragraphen  die  Hauptresultate 
an,  zu  denen  er  gekommen  ist. 

Es  gibt  keine  Flächen  i^'  Ordnung,  deren  Sckmite  n^ 
allen  Ebenen  des  Baums  oder  eines  Bündels^  jeder  für  sich^  aus 
zwei  Kegelschnitten  zusammengesetzt  sind. 

Es  gibt  Flächen  4*®'  Ordnung,  deren  Schnitte  mit  gewissen 
unendlich  vielen  Ebeneti,  die  keine  Berühnmgsebenen  sind,  aus 
zwei  KegelsdmiUen  bestellen;  sie  sind: 

1.  Die  Flächen  4^^  Ordnung  mit  einem  BoppeUcegelsdiniU 
und  zwei  Dojopelpunkten,  deren  Verbindungsgerade  den  Doppelkegeln 
sdinitt  nicfd  trifft;  jede  Ebene  des  Büschels,  dessen  Axe  diese 
Verbindungslinie  ist,  schneidet  die  Fläche  in  zwei  Kegelsdmitten, 
deren  Sdinittpunkte  natürlich  Doppelpunkte  der  Fläche  sind  und 
mithin  auf  dem  Doppelkegelschnitt  liegen.  Die  Gleichung  einer 
derartigen  Flädie  lautet: 

9,8  ^  4p^qr, 

worin  tp  eine  Form  ^  Grads  und  p,  q,r  vom  i**"  Grad  sind. 

2.  Die  Flädie  4*®'  Ordnung  mit  einer  Doppelgeraden;  jede 
durch  diese  gehende  Ebene  schneidet  die  Fläche  ausserdem  in 
einem  Kegdscfinitt.     Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist 

p'S  +  2pqS,  +  q'S,  =  0; 

dabei  sind  p,  q  Formen  i*®°  Grads  und  S,  S^,  8^  vom  J2^  Grad. 

3.  Die  Fläcfte  4*®'  Ordnung  mit  zwei  SelbstberüJirungspunkten, 
d.  h,  Punkteti,  in  denen  sich  zwei  Sdialen  der  Fläche  berühren; 
jede  Ebene,  welche  durch  die  Gerade  gelegt  wird,  die  diese  zwei 
Punkte  verbifidet,  schneidet  die  Flädie  in  zwei  Kegelschnitten,  die 
sicJi  in  diesen  Punkten  berühren.     Dire  Gleidiung  lautet: 

9*  =  (P>  ^^^' 
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darin  isi  q>  eine  quadratische  Farm,  p,  q  sind  zwei  lineare 
Formen  und  {p,  qY  steUt  eine  Form  4^^  Grads  in  p,  q  dar. 

In  aUen  diesen  FäUen  büden  die  Ebenen,  welche  die  Fläche 
auf  die  verlangte  Art  schneiden^  ein  ^schd. 

Es  gibt  Flächen  4"^^  Ordnung,  deren  Schnitte  mit  (aUen 
oder  einigen)  Beruhrungsd>enen  aus  zwei  Kegelschnitten  bestehen. 
Sie  sind: 

1.  Die  Fläche,  wdche  drei  sich  in  einem  Fwnkt  schneidende 
Doppelgerade  hat  (die  Bömerfiäche  Steinerne);  die  von  irgend 
einer  Beriüirungsebene  erzeugten  Schnitte  sind  aus  zwei  Kegd- 
si^nitten  zusammengesetzt, 

2.  Die  Fläche  mit  einem  Doppelkegelschnitt  und  einem  Doppd- 
punkt;  jede  durch  den  Doppelpunkt  gehende  Beriüirungsebene 
trifft  die  Fläche  in  zwei  Kegelschnitten.  Die  Gleichung  einer 
solchen  Fläche  lautet: 

darin  sind  q>,  tf;  quadratische  Formen  und  p  eine  lineare  Form; 
insbesondere  stellt  t(;  =  0  einen  Kegel  2^^  Ordnung  dar,  dessen 
Spitze  auf  der  Fläche  S^  Grads  g>  =  0  liegt. 

Es  gibt  Flächen  4*®'  Ordnung,  die  von  jeder  sie  doppelt 
berührenden  Ebene  in  zwei  Kegelschnitten  geschnitten  werden. 
Es  sind  dies: 

1)  Die  Flächen  mit  einem  Doppelkegelschnitt  und 

2)  die  JRegdflächen. 

In  den  folgenden  Paragraphen  werden  wir  die  Hauptarten 
der  hier  aufgezählten  Flächen  gesondert  behandeln,  nämlich: 
a^  die  Flächen  mit  Doppelkegelschnitt; 

b)  die  Flächen  mit  Doppelgerade; 

c)  die  Steiner'sche  Fläche; 

d)  die  Begelfläohen. 

Die  Flächen  mit  zwei  SelbsiberiiJirungspunkten  sind  bisher 
noch  nicht  eingehend  studirt  worden. 

§  6.   Die  Flächen  4^'  Ordnung  mit  Doppel-  oder 

GuspidalkegelBOlmitt. 

Die  charakteristischen  Zahlen  für  diese  Fläche  findet  man 
weiter  oben  in  §  1  dieses  Kapitels. 

Jede  Ebene  des  Raums  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Cwrve  4^'  Ordnung  mit  zwei  Doppdpunkten,  jede  BerUhrungs- 
e&ene  in  einer  Curve  4*®'  Ordnung  mit  drei  Doppdpu/nkten,  jede 
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zweifach  berührende  Ebene  in  zwei  Kegelschnitien  und  jede  Ebenr, 
die  dreifach  beriütrt,  in  einem  Kegdschni^  und  zwei  Geraden. 

Durch  jeden  beliebigen  Punkt  können  10  Ebenen  gelegt  werden, 
welche  die  Fläche  in  Pagren  von  Kegd^chnitten  schneiden. 

Auf  dem  Doppeikegelschnitt  gibt  es  vier  uniplanare  oder 
Cttspidalpunkte;  die  Berührungsebenen  in  diesen  Punkten  gehen 
durch  denselben  Punkt. 

Die  allgemeine  Gleidiung  der  Flädie  lautet: 

darin  stellen  g)  =  0,  t(;  =  0  zwei  Flächen  J^'  Ordnung  und 
p  =ss  0  eine  Ebene  dar,  deren  Schnitt  mit  g>  =  0  der  Doppei- 
kegelschnitt der  Fläche  ist. 

Die  parabolisdie  Curve  der  Fläche  (von  der  3Sf^^  Ordnung) 
setzt  sich  aus  dem  8-mal  gezählten  Doppdkegetschnitt,  dem  2'mal 
gerechneten  Schnitt  von  q>  =  0  mit  t/;  =  0  und  einer  anderen 
Curve  8**'  Ordnung  zusammen. 

Die  Fläclie  enthält  16  Gerade  (die  selbstverständlich  den 
Doppelkegelschnitt  treffen);  jede  von  ihnen  wird  von  fünf  andereti 
geschnitten.  Die  Configuration  dieser  16  Geraden  ist  dieselbe, 
wie  die  der  16  Geraden,  welche  übrig  bleiben,  wenn  man  vofi 
den  27  Geraden  einer  Fläche  5*«'  Ordnung  (Kap.  11,  §  3)  eine 
Gerade  und  die  sämmtlichen  10,  welche  diese  Gerade  schneiden, 
weglässf. 

Jede  durch  eine  der  16  Geraden  gelegte  Ebene  schneidet 
die  Fläche  ausserdem  in  einer  Curve  5**'  Ordnung  mit  einem 
Doppelpunkt. 

Es  gibt  40  die  Fläche  dreimal  berührende  Ebenen,  von 
denen  jede  2  Gerade  entliält. 

Die  DoppeUangentiälebenen  der  Fläche  hüllen  fünf  Kegel 
2^^  Ordnung  ein,  welche  die  fünf  Kummer' sehen  Kegel  genannt 
iverden.  Diese  fünf  Kegel  bilden  daher  die  doppelt  berüJtrende 
Devdoppabele  der  Fläche  (von  der  10*^  Ordnung). 

Die  40  dreifach  berüJirenden  Ebenen  der  Flädie  haben  unter 
sich  dieselbe  Configuration,  wie  die  40  Ebenen,  welclie  von  den 
45  einer  Fläche  3^^  Ordnung  (Kap.  11,  §  3)  übrig  bleiben,  wenn 
man  die  5  durch  eine  feste  Gerade  geltenden  Ebeneti  wegfiimmt. 

Ein  jeder  der  Kummer* selten  Kegel  wird  von  den  16  Geraden 
der  Fläche  berührt;  diese  vertlieilen  sich  zu  je  zweien  in  8  Be- 
rührungsebenen an  einen  Kummer  sdien  Kegel.  Mithin  lassen  sielt 
die  16  Geraden  in  Bezug  auf  jeden  der  5  Kegel  auf  verschiedene 
Art  in  8  Paare  ordnen;  diese  Anordnung  ist  die  nämliche,  ivie  die 
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dersdben  Geraden,  wenn  man  sie  als  einer  cubischen  Flädie 
angehörig  hebrachiety  in  Bezug  auf  eine  jede  der  5  weggelassenen 
Irenen.  Nennt  man  insbesondere  z.  B.  a,b  die  beiden  Geraden 
einer  weggelassenen  Ebene,  so  veriheüen  sidi  die  16  Geraden, 
derart  in  8  Paare,  dass  die  beiden  Geraden  eines  jeden  Paares 
einander  utid  ausserdem  entweder  die  Gerade  a  oder  die  Gerade  h 
schneiden. 

Es  wird  auf  diese  Art  eine  Zuordnung  zwischen  den 
5  Kegeln  in  Bezug  auf  8^  und  den  5  weggelassenen  Ebenen  in 
Bezug  auf  8^  hergestellt. 

Die  Tangente  in  einem  Punkt  P  des  DoppeUcegelschnitts  von 
S^  und  die  Geraden,  weldie  P  mit  den  Spitzen  der  5  Kegel  ver- 
binden, sind  Erzeugende  eines  Kegels  2^^  Ordnung. 

Die  Kummer*schen  Kegel  gelten  durch  die  auf  der  Doppel- 
linie liegenden  Cuspidalpunkte ;  die  Ebetiefi,  weldie  die  Kegel  in 
diesen  Punkten  beriüiren^  schneiden  die  Flädie  in  zwei  sicJi  be- 
rührenden Kegelschnitten. 

Aus  den  16  Geraden  der  FläcJie  lassen  sidi  zwei  ver- 
schiedene Arten  uyindschiefer  Gruppirungen  von  4  Geraden  bilden, 
d,  h.  Gruppirungen  von  4  Geraden,  weldie  sieh  zu  je  ztveien 
nicht  schneiden;  eine  Gruppe  i**'  Art  ist  so  beschaffen,  dass  jede 
andere  der  übrig  bleibenden  12  Geraden  immer  tvenigstens  eine 
der  vier  Geraden  der  Gruppe  schneidet,  eine  Gruppe  2^^  Art 
dagegen  so,  detss  unter  den  12  übrig  bleibenden  Geraden  immer 
eine  und  nur  eine  vorhanden  ist,  welche  keine  der  4  Geraden 
trifft.  Diese  Gruppen  heissen  Quadrupel  i*®'  bez.  2^^  Art.  Es 
gibt  40  von  der  1^  und  80  von  der  2^  Art. 

Jedem  Quadrupel  entspricht  ein  anderes  derselben  Art,  welches 
so  beschaffen  ist,  dass  jede  seiner  vier  Geraden  eine  und  nur  eine 
der  Geraden  des  ersten  Quadrupels  trifft. 

Diese  beiden  Quadrupel  heissen  conjugirt  und  bilden  eine 
Doppelvier  (Clebsch). 

Jeder  Doppehier  2^^  Art  entsprechen  4  a/ndere  derart,  dass 
die  ifh  der  ersteren  und  einer  der  letzteren  enthaltenen  Geraden 
die  sämmtlichen  16  Geraden  der  Fläche  sind. 

Aus  den  16  Geraden  lassen  sich  16  windschiefe  Quintupel 
büden,  d.  h.  Gesammtheiten  von  5  Geraden,  tvelche  sieh  zu  je 
zweien  nicht  schneiden;  windschiefe  GesamnUheiten  mit  einer 
grösseren  Anzahl  von  Geraden  gibt  es  nicht. 

Die  8ubstittdionengruj^e  der  16  Geraden  hat  die  Ordnung 
5!  16. 
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Die  Wurzeln  der  Gleichung  iö*****  Grads,  von  wdcher  die 
Bestimmung  der  16  Geraden  der  Fläche  4^'  Ordnung  ndi  Dappd- 
kegelschnitt  abhängt,  sind  rationale  Functionen  der  Wurzdn  einer 
gewissen  Gleichung  10^^^  Grads,  welche  ihrerseits  nach  Auf- 
lösung  einer  Gleichung  5**°  Grads  in  5  quadratische  Factoren 
zerfäUt 

Man  hat  dann  auch  eingehend  die  Polyeder  studirt,  die 
sich  aus  den  40  dreifach  berührenden  Ebenen  bilden  lassen. 
Siehe  die  Citate  weiter  unten. 

Aus  dem  Obigen  geht  hervor,  dass  die  Ebenen  der  Kegel- 
schnitte der  Fläche  die  Kummer'schen  Kegel  berühren;  natürlich 
liegen  in  jeder  Ebene  zwei  Kegelschnitte.  Man  hat  also  10 
Systeme  von  der  Fläche  angehörigen  Kegdschnitteti  und  jedem 
System  entspricht  ein  anderes,  das  man  ihm  conjugirt  nennen 
kann,  weil  ein  Kegelschnitt  des  ersten  immer  in  derselben  Ebene 
mit  einem  bestimmten  Kegelschnitt  des  zweiten  liegt. 

Durch  jeden  (nicht  auf  der  Doppeicurve)  liegenden  Punkt 
der  Fläche  gefit  ein  Kegelschnitt  eines  jeden  der  10  Systeme. 

Sieht  man  von  den  Schnitten  ab,  die  durch  Punkte  der 
Doppeicurve  geführt  werden  können,  so  gelten  die  Sätze:  Die 
zu  demselben  System  güiörenden  KegelsdiniUe  schneiden  sidt^  nidtt; 
zwei  beliebige  zu  zwei  conjugirt-en  Systemen  gehörende  Kegelschnitte 
schneiden  sicli  in  zwei  Punktcfi;  die  beiden  zu  zwei  verschiedenen 
(nicht  conjugirten)  Systemen  gehörenden  Kegelschnitte  treffen  sich 
in  einem  Punkt. 

ScJtneidet  man  den  Kegel,  dessen  Spitze  in  einem  Punkt  P 
der  Doppeicurve  liegt,  und  welcher  die  FläcfiC  berüJirt,  mit  einer 
beliebigen  Ebene,  so  erhält  man  ausser  den  Spuren  der  beiden 
Berührungsebenen  eine  ebene  allgemeine  Curve  4*®'  Ordnung. 
Zeuthen,  1879;  siehe  Ann.  di  mat,  14,  p.  34. 

Diese  Curve  4^'  Ordnimg  hat  zu  Doppeltangenten:  die 
Spuren  der  beiden  Beriihrungsebenen  an  die  Fläche,  die  Spuren 
der  10  Ebenen,  welche  dur<^  P  gehen  und  die  Fläche  in  einem 
Paar  von  Kegelschnitten  treffen  (siehe  oben),  und  die  Spuren  der 
16  Ebenen,  die  durch  P  und  die  16  Geraden  der  Fläche  gelegt 
werden  können. 

Die  Kegelschnitte  der  Fläche  werden  in  Kegelsdmitte  projidrt, 
welche  die  Curve  4**'  Ordnung  vierfach  beriiftren. 

Wenn  P  dner  der  4  auf  der  Doppeicurve  liegenden  Cus- 
pidcdpunkte  ist  (siehe  oben),  so  hat  die  Projection  des  Umfangs 
der  Fläche  einen  Doppelpunkt  auf  der  Spur  der  in  P  berühren- 
den Ebene. 
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Prqjicirt  man  dagegen  die  Fläche  von  der  Spitze  eines  der 
Kummer'scfien  Kegel  aus,  so  ist  die  ProjecHon  ihres  ümfangs  die 
Spur  des  doppelt  gezählten  Kegels  und  eine  Curve  4^^  Ordnung 
mit  zwei  Doppelpunkten,  welcfie  sowohl  von  dieser  Spur  als  von 
der  Protection  des  Doppelkegelschnitts  in  4  Punkten  berührt  tcird. 
Zeuthen,  1.  c. 

Zeuthen  bediente  sich  der  y erstehenden  Theoreme,  um  die 
Flächen  4^'  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  nach  der  Realität 
ihrer  Oeraden  und  der  Eummer'schen  Kegel  zu  classificiren. 

Er  kam  zu  den  folgenden  Hauptresnltaten: 

Ton  reeßen  Fläcken  4^'  Ordnung  mit  reeStem  Doppelkegel- 
schnitt  gibt  es  die  nachstehend  aufgeführten  6  Typen. 

A.  Die  16  Geraden  sind  reell  und  die  5  Kegel  sind  reeU. 
Die  10  Kegelschnittsjsteme  sind  reell  und  jedes  hat  4  Paare 
reeller  Geraden. 

B.  8  Gerade  sind  reell  und  ebenso  3  Kegel;  die  übrigen 
8  Geraden  sind  imaginär  ohne  reelle  Punkte;  6  Kegelschnitt- 
systeme aber  kein  Paar  conjugirter  Geraden  sind  reell. 

C.  4  Gerade  und  ein  Kegel  sind  reell.  Zwei  Kegelschnitt- 
systeme sind  reell,  jedes  mit  2  Paaren  reeller  Geraden  und 
2  Paaren  conjugirter  Geraden.  Von  den  12  imaginären  Geraden 
haben  4  einen  reellen  Punkt,  die  anderen  keinen. 

D.  Keine  Gerade  ist  reell;  die  5  Kegel  sind  es  dagegen 
sämmtlich.  6  Kegelschnittsysteme  sind  reell  und  enthalten  kein 
Paar  reeller  oder  conjugirter  Geraden.  Alle  16  Geraden  sind 
imaginär  ohne  reelle  Punkte. 

E.  Keine  Gerade  ist  reell  und  die  5  Kegel  sind  es  sämmt- 
lich. Alle  16  Geraden  sind  imaginär  aber  mit  einem  reellen 
Punkt.  Zwei  Kegelschnittsysteme  sind  reell;  zu  jedem  von  ihnen 
gehören  4  Paare  conjugirter  imaginärer  Geraden. 

F.  Keine  Gerade  ist  reell  und  nur  3  Kegel  sind  reell.  Von 
den  16  Geraden  haben  8  einen  einzigen  reellen  Punkt  und  8 
keinen.  Zwei  Kegelschnittsysteme  sind  reell,  und  jedes  hat 
2  Paare  conjugirter  Geraden. 


Die  Fläche  S^,  von  der  hier  die  Bede  ist,  wurde  zuerst 
von  C  leb  seh  mit  Hülfe  ihrer  ebenen  Abbildung  studirt.  Vergl. 
Kap.  9,  §  7. 

Bei  dieser  Abbüdwng  entspricht  einer  Geraden  von  S^  in  der 
Ebene  ein  durch  5  Fimdamentailpunkte  gehender  Kegelschnitt;  den 
5  Geraden,  welcfie  die  Gerade  schneiden,  entsprechen  die  5  Funda- 
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mentaljmnkte ,  und  den  übrigen  10  Geraden  diejenigen,  welche 
diese  5  Punkte  zu  je  zweien  verbinden. 

Jedem  Paar  conjugirter  Kegelst^nittsysteme  von  S^  sind  die 
durch  4  der  5  Ftmdamentäljmnkte  gehenden  KegelsdiniÜe  und  die 
durch  den  5*®°  Punkt  gehenden  Geraden  zugeordnet. 

Die  Bilder  der  ebenen  Sdfnitte  von  S^  sind  oo*  Curven  5*"' 
Ordnung  eines  linearen  Systems  von  Curven  3^^  Ordnung,  welche 
die  5  Ftmdamentälpunkte  enthalten. 

Das  Bild  des  Doppelkegelschnitts  von  S^  ist  eine  Curve  3^^ 
Ordnung  desselben  Systems, 

Für  das  Studium  der  Fläche  wichtig  ist  auch'  die  Eigen- 
schaft, dass  sie  mittelst  einer  birationalen  Transformation  des 
Baums  (Kap.  9,  §  7)  mit  einer  allgemeinen  Fläche  3^  Ordnung 
in  Beziehung  gebracht  werden  kann.  Untersucbungen  dieser  Art 
haben  Geiser,  Crdle,  70  und  Cremona,  Bend.  Ist,  Lomb.,  1871 
angestellt. 

Durch  die  Transformation 

x^ix^ix^:  x^  =  J/i*  :y^y^:  y^y^ :  y^y^  —  y^^ 
od^r 

wird  einer  allgemeinen  Fläche  5**'  Ordnung  S^,  welche  durch  den 
Kegelschnitt  ar^  =  0,  x^x^-^-  x^  =  0  des  Baums  (x)  geht,  aber 
in  x^  =  x^  =  x^  =  0  von  der  Ebene  aj^  =  0  ni<^t  berührt  unrd, 
in  dem  Baum  (y)  eine  Fläche  S^  von  der  4**"  Ordnung  mit  Doppd- 
Jcegelschnitt  zugeordnet,     Gremona. 

Die  Gleichungen  des  Doppelkegelschnitts  lauten 

Vi  =  0,  y^y^  —  ya'  =  0. 

Den  27  Geraden  von  &,  entsprechen  l)  die  16  Geraden  von 
S^y  2)  10  Kegelschnitte  von  S^,  die  durch 

gehen-,  und  in  diesem  Punkt  von  der  Ebene  y^  =  0  berührt  werden, 
3)  der  Punkt  y^=  y^  =  y^^=:  0. 

Mit  Hülfe  dieser  Sätze  lässt  sich  auch  die  ebene  Abbildung 
von  S^  aus  der  ebenen  Abbildung  von  Äj  ableiten. 


Ein  specieller  Fall  der  hier  betrachteten  Fläche  ist  der- 
jenige, in  welchem  der  Doppelkegelschnitt  in  zwei  sich  schneidende 
Grerade  zerfällt. 
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Die  Glei(^ung  der  Flädte  lässt  sich  alsdann  auf  die  Gestalt 
x^x^  +  2mx^x^x^x^  +  ^i9  =  ^ 

zurüekführen ,  worin  q>  eine  quadratische  Form  ist  Die  beiden 
Doppelgeraden  liegen  in  der  Ebene  X4  =  0  und  sind  die  Schnitte 
dieser  Ebene  mit  den  beiden  Ebenen 

Xi  =  0,  x^  =  0. 

In  diesem  FaU  hat  die  Fläche  wieder  16  Gerade,  von  denen 
8  die  eine  der  Doppelgeraden  treffen,  u/nd  8  die  andere;  jede 
der  ersten  8  Geraden  wird  von  4  Geraden  des  anderen  Systems 
geschnitten. 

Auf  jeder  der  beiden  Doppelgeraden  gibt  es  zwei  uniplanare 
oder  CuspidcApunkte. 

Die  Kummer' sehen  Kegd  specieU  reduciren  sich  auf  4;  der 
5^  besteht  aus  der  Gesammtheit  der  beiden  Doppelgeraden,  als 
Envelappe  von  Ebenen  betrachtet. 

Bemerkenswerth  ist  ferner  der  Fall,  in  welchem  der  Kegel- 
schnitt nicht  doppelt,  sondern  cuspidal^  d.  h.  jeder  seiner  Punkte 
uniplanar  ist. 

Die  charakteristischen  Zahlen  fCLr  diesen  Fall  sind  in  der 
Tabelle  §  1  angegeben. 

Alsdann  gehen  die  Berührungsebenen  an  die  Fläche  m  den 
Punkten  des  Cuspidalkegelschnitts  sämmUich  durch  einen  und  den- 
selben Punkt. 

Es  existirt  dann  eine  Tangentialebene,  welcfie  die  Fläche 
längs  eines  Kegelschnitts  berührt,  der  den  Cuspiddlkegelschnitt  in 
zwei  Punkten  trifft. 

Eine  beliebige  durch  einen  dieser  Punkte  gehende  Ebene 
schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve,  welche  diesen  Punkt  zum 
Selbstberührungspunkt  (dem  Punkt,  in  dem  sich  zwei  Aeste  be- 
rühren, tacnodo,  close-point)  hat. 

Die  Flädie  besitzt  zwei  Quadrupel  von  Geraden;  die  vier 
Geraden  eines  Quadrupels  gehen  sämmüich  durch  einen  der  beiden 
Selbstherährungspunkte  und  liegtn  in  der  Ebene  der  Geraden, 
welche  die  beiden  Kegelschnitte,  den  Cuspiddlkegelschnitt  und  den 
anderen  in  diesem  Pmkt  berühren.  Nennt  man  die  beiden 
Ebenen  der  zwei  Quadrupel  jr,  7t\  so  gilt  der  Satz: 

Die  Fläche  hat  nur  drei  Kummer*sdie  Kegel,  deren  Spitzen 
in  der  Geraden  Uegen,  in  welcher  sich  die  baden  Ebenen  %,  n 
schneiden;  diese  drei  Kegel  gehen  durch  den  Cuspidalkegdschnitt. 
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Man  hat  dann  auch  die  F&Ue  imtenacht,  in  welchen  die 
Flüche  ausser  dem  Doppel-  oder  dem  Cuspidalkegelschnitt  noch 
isolirte  Doppelpunkte  hat. 

Eine  Flädie  4*"  Ordnung  mit  Doppdkegdschnitt  kann  nicht 
mehr  als  vier  solcher  isölirter  Dqppdpunkie  haben. 

Diese  Flftchen  wurden  ebenso  wie  viele  andere  specielle 
Fl&chen  besonders  von  KorndÖrfer,  Math.  Ann,,  1,  2  und 
später  von  Segre,  ib.,  24  studirt. 

Wenn  ein  isplirter  Doppelpunkt  auf  den  Doppelkegelschnitt 
zu  liegen  kommt,  so  erh&lt  man  eine  Flftche,  welche  sich, 
wie  Gremona,  Rend.  Ist.  Lanib.,  1871  gezeigt  hat,  aus  einer 
Flftche  2^^  Ordnung  mit  Hfilfe  der  birationalen  Transformation, 
von  der  oben  die  Rede  war,  ableiten  Iftsst. 

Andere  analoge  FftUe  hat  Segre,  1.  c.  betnchtei 

Wird  angenommen,  der  Kegdsdtmü  sei  doppelt  und  nicftt 
degenerirt,  so  lassen  sich  in  Bezug  auf  die  übrigen  Dqppdpunkte, 
trdche  die  Fläche  noch  haben  kann,  18  verschiedene  Arten  von 
Flächen  unterscheiden. 

Mit  dem  Studium  der  Flächen  4*®'  Ordnung  mit  Doppel- 
kegelschnitt hat  Kummer  1863,  Crdle,  64  den  AnfEuig  ge- 
macht. Später  beschäftigten  sich,  von  einem  anderen  Standpunkt 
ausgehend,  Moutard,  Darboux  und  Casey  eingehend  mit 
einem  speciellen  und  sehr  beachtenswerthen  Fall  solcher  Flächen, 
mit  den  Cydiden,  von  denen  im  folgenden  Paragraphen  die  Bede 
sein  wird;  bei  diesen  ist  der  Doppelkegelschnitt  der  unendlich 
ferne  imaginäre  Kreis.  Die  speciellen  Fälle  des  Torus  (einer 
durch  die  Umdrehung  eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene 
gelegene  Axe  erzeugten  Bingfläche)  und  der  Dupin'schen  Cydide 
waren  schon  seit  langer  Zeit  bekannt. 

Im  Jahr  1868  hat  Clebsch,  CreUe,  69  bei  Gelegenheit 
seiner  Untersuchungen  über  die  ebene  Abbildung  der  Flächen, 
die  Studien  über  die  Flächen  4*^  Ordnung  mit  allgemeinem 
Doppelkegelschnitt  wieder  aufgenommen.  Auf  ihn  folgten  Cre- 
mona,  Korndörfer,  1.  c,  Cayley,  QtMfi,  Journ.,  10,  11, 
1870,  1871. 

Wir  wolleo  hier  die  Arbeiten  über  die  Cycliden  nicht 
citiren,  die  in  dem  nächsten  Paragraphen  besprochen  werden 
sollen,  und  geben  nur  noch  als  besonders  wichtig  die  Zeuthen'sche 
Festschrift  vom  Jahr  1879,  Gm  Flader  af  fjerde  Orden  med 
Dohbelikeglesnit ,  Kopenhagen  an,  die  in  dänischer  Sprache  ver- 
fasst,  von  Loria,  Ann.  di  mo^     "• '    ■^^   Italienische   übersetzt 
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ist;  in  ihr  hat  sich  der  Verfasse  ins  Besondere  die  Classi- 
fication dieser  Fl&chen  in  der  oben  angegebenen  Art  angelegen 
sein  lassen. 

Ijod  Jahr  1884  unternahm  es  Segre,  die  gaoze  Theorie  de»- 
artigier  Flftchen  in  einer  umfiangreichai  in  Bd.  24  der  Math. 
Ann.  enthaltenen  Arbeit  von  einem  neuen  Gesichtspunkt  aus 
zu  behandeln,  indem  er  diese  Flftchen  als  Projectionen  des  Schnitts 
zweier  in  dem  Raum  von  vier  Dimensionen  gelegener  quadra- 
tischer Mannigfaltigkeiten  von  drei  Dimensionen  in  den  drei- 
dimensionalen Raum  betrachtete. 

Die  Segre'sche  Arbeit  ist  reich  an  Resultaten,  von  denen 
ein  Theil  schon  bekannt  war,  andere  neu  sind,  und  enthält 
am  Schluss  eine  detaillirte  Classification  aller  verschiedenen  Arten 
von  Flächen  mit  Doppel-  oder  Cuspidalkegelschnitt,  die  degenerirt 
sind  oder  nicht,  und  entweder  ausserdem  isolirte  Doppelpunkte 
oder  keine  solche  Punkte  haben. 

Die  Flachen  mit  Cuspidalkegelschnitt  hatte  Tor  ihm  schon 
Cremona,  Äcc.  Bologna,  1872  und  Tdtössy,  Math.  Ann.,  19 
untersucht. 

Eingehende  Studien  über  die  Configuration  der  16  Geraden 
und  der  40  dreifach  berührenden  Ebenen  der  Flächte,  findet 
man  in  den  Arbeiten  Ton  Berzolari,  Ann.  di  mat.^  \*d  und 
Pereno,  ib.,  21;  wir  verweisen  auf  die  Einleitung  der  citirten 
Segre 'sehen  Arbeit  und  das  wiederholt  erwähnte  Buch  Loria's, 
//  passato  €  ü  presente  delle  principali  teork  geometriclie^  Torino 
1896,  in  dem  ausführliche  historische  und  literarische  Angaben 
enthalten  sind. 
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Die  Cydiden  sind  Flftchen  4**^'  Ordnung,  die  zum  Doppel- 
kegelschnitt den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis  haben.  Der 
NaiDie  Cjdide  stanunt  von  Casey  und  Darboux,  während 
Cayley  diese  Flächen  biofclisdie  oder  bidreuiärc  Flädim  nannte. 

Die  CydUde  ist  die  Envdoppe  einer  Kugel,  die  eitie  feste 
Kugel  orthogonal  schneidet,  während  ihr  Centrum  eine  feste  Fläche 
2^  Grads  hesdirciht.    Casey,  Flui  Trans,,  161,  1871. 

Die  Gleichung  der  Cyclide  lässt  sich  auf  verschiedene  Art 
sehreiben: 

1)  Es  seien  Xj  =  0.  A'j  =  0,  ^3  =  0,  X^  =  0  die 
Gleichungen  von  vier  Kugeln:  sie  lautet  dann: 

Pascal,  Repertorium.  II.  21 
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^(Xj,  X,,  Z„  ZJ  =  0, 

•—    T.    '»••r  äOffcmeine  Farm  2^  Grads  darstdlt 

'.     ^.^    der  Erzeugung   der    Cyclide   feste   Kugd   ist    die 

^--1   Tiädie  dieser  4  Kugeln;  jede  der  letzteren  stellt  eine 

.4«    4fr   ^^nreißHkm  auf  der  festen  Kugel  senkreckt  stehenden 


«•«•       ttM. 


'     *4- 


Jn    -Wfl*Mit^  der  Cydide  kann  femer  auf  die  Farm 
-  -*  -^  -^  '  +  Ä|  =  0     (in  Cartesiachen  Coordinaten) 
..*••      •ir«>i#'*:   darin   ist   S^  =  0  die  Gleichung  einer  Fläche 

N«     *&sf^  si(^    auch    durch   die  Gleichungen   van   fünf 

-Aj  =  0,  • .  .,  K^  ==  0, 
I     »NUfMitr  irshoganal  schneiden,  mittelst  einer  der  Farmdn 

,.  .V  +  <^s'  +  <  V  +  <x,'  =  0, 

^>^--..  »r«».  -n  H-tüchen  die  a  canstante  Caeffidenten  bedeuten; 
X.  •  f^mi^  sind  sämmäich  einander  äquivalent,  weü  zwischen 
^x,f*tivn  der  fünf  X  eine  identisdie  lineare  Bdation  be- 
.  -  r.  ««r  4im  Bedingungen  der  Orthaganalität  der  fünf  Kugeln 
^-'.n  emtspridit. 
*.>*    K^^tioft  lautet 

r,.   +7~«   +  r,«   +  r,«   +  V-^' 

.^      fj  die  Badie»  e?er  /im/"  Kugeln  bezeichnen, 

/  ict»   o6^w  5   Gleichungen   ist  X^^O  in   der   ersten, 

\        .*  Ni  rftr  etceiten,  . .  .,  X^  =  0  in   e?6r  Zdjrfen  Gleichung 

t     * .    ;  r  Erzeugung  der  Cyclide  feste  Kugel  und  die  übrigen 

^  M  •  %  si^kn  verschiedene  Lagen  der  beweglichen  Kugd  dar. 

..X  >    yUiche  icird  daher  auf  5  verschiedene  Arten  erzeugt. 

Kitw  wichtige  Eigenschaft  der  Cycliden  besteht  darin,  dass 
x.i    LttiM:iitgmatische  Flächen  sind,  d.  h.,  dass  sie  nütteist  einer 
^uH^Oim(»tion  durcti  reciproke  Badienvectaren  (Inversion)  in  sich 
.»(>>*    »ru^iimdeU  werden. 


•«. 


«^        V 
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Die  anaUagnuUisdien  Flächen  4^  Ordnung  sinä  die  Cydiden, 
Moutard. 

Die  der  Inversion  zu  Crrund  liegende  Eugd  ist  die  feste  Kugel, 
£u  weicher  die  heweglidie,  wddie  die  Cgdide  auf  die  oben  an- 
gegebene Art  erzeugt,  or&wgonaX  ist,  Bas  Centrum  dieser  Kugel 
ist  die  Spitze  eines  der  5  Kummer*sdien  Kegd  der  Fläche  nach 
der  allgemeinen  Theorie  in  §  6. 

Die  Cydide  ist  eine  anäüagmoHsehe  Fläche  in  Bezug  auf  5 
verschiedene  Inversionen,  selbstverständlich  den  5  Kummer'sdten 
Kegdn  entsprechend. 

Dieser  Satz  entspricht  dem  oben  .angeführten  Theorem,  nach 
welchem  dieselbe  Gyclide  sich  auf  fCmf  verschiedene  Arten  er- 
zeugen lässt. 

Charakteristisch  fOr  die  Gycliden  ist  die  Eigenschaft,  dass 
die  doppelt  berührenden  Ebenen  (die  Ebenen,  tcelcfie  die 
Kummer'schen  Kegel  berühren)  die  Fläche,  statt  in  einem 
Paar  von  Kegelschnitten,  tcie  in  dem  in  §  6  bdiandeUen  Fall, 
in  einem  Paar  von  Kreisen  schneiden.  Mithin  lässt  sich  auch 
behaupten: 

Burch  jeden  PunJct  des  Baums  gehen  10  Ebenen,  trclche  die 
Fläche  in  einem  Paar  von  Kreisen  schneiden.  Daher  stammt 
der  ihr  von  Cayley  gegebene  Name  biciradäre  Fläche. 

Wir  wollen  annehmen,  es  liege  eine  Cyclide  vor,  die  auf 
die  oben  angegebene  Art  von  einer  beweglichen  Kugel  erzeugt 
worden  ist,  welche  eine  feste  Kugel  X^  =  0  orthogonal  schneidet, 
während  ihr  Centrum  eine  Fläche  2**'  Ordnung  S^  =  0  be- 
schreibt. 

Wir  ziehen  von  dem  Centrum  der  Kugel  JX^  =  0  aus  den 
Kegel,  dessen  Berührungsebenen  senkrecht  auf  den  Erzeugenden 
des  Asymptotenkegels  der  Fläche  2**'  Ordnimg  /S^  =  0  stehen; 
dieser  Kegel  ist  einer  der  5  Kummer'schen  Kegel. 

Jedem  Kummer'schen  Kegel  entspricht  auf  diese  Art  eine 
Fläche  2*"  Ordnung  S^  =  0. 

Bie  5  Flächen  2^^  Ordnung  6^  =  0  sind  confocäl. 

Der  Schnitt  der  Fläche  2**'  Ordnung  Ä.  =  0  mit  der  ent- 
sprechenden Kugel  X,.  =  0  heisst  eine  FoccUcurve  der  Cyclide; 
es  gibt  mithin  5  Focalcurven. 

Wir  bemerken  dabei,  dass  die  Definition  der  Focalcurven 
(Kap.  4,  §  3),  welche  Dupin,  Chasles  und  Andere  für  Flächen 
2*®'  Ordnung  gegeben  haben,  von  Darboux,  Campt,  licfid..  1864 
auf  eine  beliebige  Fläche  ausgedehnt  worden  ist. 

21  • 
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Man  betrachte  die  der  Fläche  umschriebene  Developpable, 
deren  Tangentialebenen  auch  den  unendlich  fernen  imaginären 
Kreis  berühren;  die  Doppdcwrve  dieser  Devdoppdblen  wird  die 
FocaUurve  der  Fläche  genantU.  Durch  jede  Tangente  an  die 
Focalcurve  lassen  sich  zwei  Ebenen  legen,  welche  eugleuA  die 
Fläche  und  den  unendlidt^  fernen  Kreis  berühren. 

Gehört  nun  der  unendlich  ferne  Kreis  der  Flftohe  an,  so 
lassen  sich  ausser  den  gewöhnlichen  Focalcurven  &uch  die  so- 
gemmnlen  singtUären  Focalcurven  betrachten  (Laguerre),  weldie 
die  DoppeUinien  der  Devcloppäblen  sind,  die  der  Fläche  längs 
der  Punkte  des  unetMich  fernen  imaginären  Kreises  umschrieben  ist. 

Wichtig  ist  das  folgende  Theorem  über  die  singulftren 
Focalcurven  der  Cjclide  (Laguerre,  De  la  Gournerie): 

Die  singtdären  Focalcurvcfi  der  C^clide  sind  die  getcöhn- 
lidien  Focalcurven  einer  jeden  der  5  Flächen  2^^  Grads,  wdciie 
auf  die  oben  angegebene  Art  zur  Erzeugung  der  Cgdidc  dienen: 
diese  5  Flächen  2^^  Grads  als  confocale  Flächen  haben  dann 
dieselben  FocaUinien. 

In  einem  KugelbüscJiel  gibt  es  12  Kugeln,  welche  eine  ge- 
gebene Cyclide  berühren;  in  einem  Ebenenbüschel  existircn  12  die 
Cyclide  beriUtrende  Ebeneti  und  in  einem  Stra^tlenbündd  12  auf 
dir  Cyclide  senkredite  Strahlen. 

Die  durch  die  Gleichung 

XI  Y*  Y*  Y*  Y* 

in  wddher  k  einen  variahelen  Farameter  beeeichnet,  dargesieOieti 
Cyclideti  sind  sämmÜicJi  confocäl ;  sie  schneiden  einander  orthogonal 
und  durdi  einen  Funkt  des  Raums  geheti  drei  Oydiden  eines 
solchen  Systems;  sie  bilden  mithin  ein  sogenanntes  dreifaches  ortho- 
gonales System.     Siehe  Kap.  16,  §  14. 

Man  kann  die  drei  entsprechenden  Werte  von  iL  zu  Coor- 
dinaten  eines  Punkts  des  Baums  wählen. 

Zwei  Cycliden  des  Systems  schneiden  sich  längs  ihrer 
Krümmungslinien;  diese  sind  daher  algebraische  Curven.  Vergl. 
Kap.  16,  §  9. 

Die  Krümmungslinien  der  Cycliden  bilden  ein  orthogonales 
isothermes  System.     Siehe  Kap.  16,  §  8. 

Setzt  man  specielle  metrische  Eigenschaften  der  Fläche  2*''' 
Ordnung,  welche  zur  Construction  der  Cyclide  dient,  voraus,  so 
ergeben  sich  Cycliden  v^n  KoÄnncleren  Formen. 
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Ist  diese  Fläche  ^  Grads  eine  Kugel,  so  tcird  die  Cyclide 
die  Botationsfläche,  wdche  ein  Cartesisches  Oval  (Kap.  17,  §  11) 
bei  der  Drehung  um  seine  Focalaxe  heschreibt  Alsdann  ist  der 
unendlich  ferne  imaginäre  Kreis  für  die  Flädie  cuspidtü. 

Wenn  die  Fläche  -2*^  Grads  eine  Umdrehungsfläche  ist,  so 
berührt  die  gewöhnliche  Focdkurve  der  Cyclide  den  unendUdi  fernen 
Kreis  doppelt.     Darboux  nannte  diese  Cycliden  Cartesisdie. 

Ist  sMiesslidi  die  quadratisdie  Fläche  keine  MittclpunJets- 
fläche,  also  ein  Faraboloid,  so  liegt  eine  der  singulären  FocaV- 
curven  im  Unendlichen  und  die  fjydide  zerfäUt  in  eine  Fläche 
3^  Ordnung,  die  durch  den  unendlieh  fernen  imaginären  Kreis 
geht  imd  in  die  Ebene  im  Unendlichfemen  selbst. 

Man  erhftlt  alsdann  die  sogenannte  paraboUsche  Cydide  oder 
Cyclide  5**'  Ordnung. 

Sie  enthält  offenbar  eine  in  der  unendlich  fernen  Ebene  ge- 
legene Gerade,  durch  die  fünf  die  Fläche  dreifach  berührende  Ebenen 
gehen;  die  Berühnmgspunkte  dieser  Ebenen  sind  die  5  Spitzen 
der  5  Kummer' sehen  Kegel ^  von  welchen  sich  ein  jeder  auf  ein 
Baar  in  der  Fläche  liegender  Geraden  reducirt;  jede  durch  eine 
der  so  gebildeten  10  Geraden  gehende  Ebene  schneidet  die  Fläche 
noHirlidi  in  Kreisen. 

Aus  einer  allgemeinen  Cydide  ergibt  sidi  eine  Cyclide  3^ 
Ordnung,  wenn  man  die  erstere  durch  recipröke  Badienvectoren 
transformirt  (Kap.  17,  §  l)  tmd  das  Inversionscentrum  auf  die 
Fläche  selbst  legt. 

Nimmt    man    nun    an^    die  Fläche   2*^  Grads   S   und    die^ 
Leitkugel  X  haben  eine  specielle  Lage  zueinander,  sie  berühren 
sich  z.  B.,  so  erhält  man  Cycliden  mit  Doppelpunkten.* 

Wie  die  in  dem  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Flächen, 
so  können  auch  die  Cycliden  einen  bis  vier  isolirte  Doppel- 
punkte besitzen. 

Die  Cycliden  mit  Doppelpunkten  lassen  sich  immer  als  In- 
verse  (durch  eine  Inversion  transformirte  Flächen,  Kap.  17,  §  1^ 
von  Flächen  2^^  Ordnung  ansehen. 

Die  Inverse  der  allgemeinen  Fläche  2^  Grads  ist  eine 
Cyclide  mit  einem  Doppelpunkt,  die  des  allgemeinen  Kegels  2^^^ 
Grads  eine  solche  mit  zwei,  die  der  Botationsfläche  2^^  Grads 
eine  solche  mit  drei  und  scüdiesslich  die  Inverse  des  Botations^ 
kegeis  eine  Cyclide  nnt  vier  isolirten  DqppelpunMen  (die  Dupin'sdie 
Cydide). 
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Die  Cyclide  mit  nur  einem  D(^elpunkt  ergibt  sich,  trenn 
die  Fläche  2^^  Grads  S^  hei  der  oben  beschriebenen  ErzengiMg 
der  Cyclide  die  Kugel  X^,  die  Leitkugel,  in  nur  einem  Punkt 
berührt  oder  diese  letztere  sich  auf  einen  Punkt  reducirt. 

Eine  solche  Cyclide  lässt  sich  auch  als  die  sogenannte 
Fusspunktfläche  (Kap.  17,  §  2)  einer  Fläche  2**'  Ordnung  in 
Bezug  auf  einen  Punkt  0  der  letzteren  definiren,  d.  h.  als  der 
Ort  der  Fusspunkte  der  von  0  aus  auf  die  Beriihrungsebenen  an 
die  Fläche  ^**'  Ordnung  gefällten  Lothe. 

Wenn  die  Fläche  2^  Grads  S  die  Kugel  X  d(^eU  be- 
rührt, so  ergibt  sich  die  Cyclide  mit  zwei  Doppelpunkten;  sie  ist, 
wie  gesagt,  die  Inverse  eines  allgemeinen  Kegels  2^^  Grads. 

Den  Fall,  in  welchem  diese  beiden  Doppelpunkte  auf  den 
unendlich  fernen  imaginären  Kreis  fallen,  studirten  De  la  Gour- 
nerie,  Journ.  de  VEc,  pol.,  23,  1863;  Journ,  de  LiouvUXe,  (2), 
10,  1865  und  Cayley,  Quart.  Journ.,  10,  11,  1870. 

Die  Fläche,  welche  von  einem  Kegelschnitt  erzeugt  wird,  der 
um  eine  nicht  in  seiner  Ebene  liegende  Geralde  rotirt,  ist  im  AH- 
gemeinen  eine  Cyclide  mit  nur  zwei  auf  dem  unendlich  fernen 
imaginären  Kreis  liegenden  Doppelpunkten,  welche  die  beiden 
Kreispunkte  in  der  auf  der  Botationsaxe  senkrecht  stehenden 
Ebene  sind. 

Wir  gehen  schliesslich  zu  der  Dup  in 'sehen  Cyclide  (mit 
vier  Doppelpunkten)  über. 

Bei  der  Dupin'schen  Cyclide  sifid  wenigstens  zwei  der  Doppel- 
punkte imaginär,  die  16  Geraden  sind  es  im  Allgemeinen  sämmt- 
lich  und  von  den  6  Verbindungsgeraden  der  Doppelpunkte  sind 
wenigstens  4  imaginär. 

Von  den  fünf  Kummer' sehen  Kegeln  ist  nur  einer  nicJif 
degenerirt;  seine  Berührungsebefien  schneiden  mitliin  die  Fläche 
in  Kreisen;  die  übrigen  vier  degener iren  in  vier  singulare  Tan- 
gentialebenen, welche  die  Fläche  längs  einer  ganzen  Curve  be- 
rühren, und  von  dene^i  wenigstens  zwei  stets  imaginär  sind. 

Die  Krümmungslinien  (Kap.  16,  §  9)  der  Dupin* sehen 
Cyclide  sind  Kreise. 

Die  Dupin* sehe  Cyclide  lässt  sich  cUs  die  Enveloppe  (Kap.  16, 
§  6)  einer  Kugel  definiren,  deren  Centrum  sich  in  einer  Ebene  be- 
wegt, und  die  zwei  gegebene  Kugeln  berührt;  oder:  als  die  Enve- 
loppe einer  Kugel,  deren  Centrum  sich  auf  einem  Kegdschnitt  be- 
wegt,  und  die  eine  andere  gegebene  Kugel  berührt,  oder  auch 
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als  die  Envelqppe  einer  Kugel,  deren  Centrum  auf  einem  Kegel- 
schnitt fortrückt  t  und  die  eine  andere  Kugel  senkrecht  schneidet. 

Die  von  Dupin  gegebene  Definition,  nach  welcher  sie  die 
Envdoppe  van  Kugeln  ist,  welche  drei  gegebene  Kugeln  heriihren, 
individuaÜsirt  nicht  eine  einzige  Cyclide,  sondern  deren  vier. 

Es  leuchtet  femer  «in,  dass  der  Torus,  d.  h.  die  Fläche, 
welche  von  einem  Kreis  erzeugt  wird,  der  \nn  eine  in  seiner 
Ebene  liegende  Gerade  rotirt,  eine  specieUe  Dupin'sche  Cyclide  ist. 

Wenn  die  4  Doppelpunkte  imaginär  sind,  so  erhält  man 
die  Bingcyclide,  von  welcher  der  Torus  ein  besonderer  Fall  ist. 

Sind  nur  zwei  der  Doppelpunkte  reell  (andere  Fälle  sind 
nicht  möglich,  siehe  oben),  so  ergeben  sich  zwei  Arten  von 
Cycliden:  l)  die  Horncydide,  welche  aus  zwei  Schalen  besteht,  von 
denen  die  eine  ausserhalb  der  anderen  liegt.;  die  Schalen  endigen  in 
Spitzen,  und  sind  durch  die  beiden  Doppelpunkte  verbunden;  und 
2)  die  Spindelcyclide ,  die  aus  zwei  in  zwei  Punkten  vereinigten 
Schalen  besteht,  von  denen  die  eine  sich  innerhalb  der  anderen 
befindet. 

Wie  bei  den  allgemeinen  Cycliden,  so  kann  man  sich  auch 
bei  den  Dupin'schen  denken,  der  Kegelschnitt,  der  die  Centren 
der  beweglichen  Kugeln  enthält,  deren  Enveloppe  die  Cyclide 
ist,  sei  eine  Parabel,  also  eine  ähnliche  Voraussetzung  machen, 
wie  die,  aus  welcher  bei  den  allgemeinen  Cycliden  die  para- 
bolischen oder  Cycliden  3**^  Grads  hervorgingen. 

Man  erhält  so  die  paräböliscfien  JDupin^schen  Cycliden,  welcfie 
Flächen  nur  5**'  Ordnung  sind,  weil  die  unendlich  ferne  Ebene 
wegfällt. 

Von  solchen  Cycliden  lassen  sich  die  folgenden  Typen  con- 
struiren:  1)  die  parabolische  Homcyclide,  bei  der  zwei  Doppel- 
punkte reell  sind,  und  2)  die  parabolische  Ringcyclide,  bei  der 
die  4  Doppelpunkte  sämmtlich  imaginär  sind. 

Biese  Flächen  haben  Schalen,  welche  sich  ins  Unendlidie 
erstrecken;  ihnen  gehören  eine  unendlich  ferne  Gerade  und  einige 
andere  reelle  Geraden  an. 

Von  diesen  sämmtlichen  Cycliden  hat  man  Gipsmodelle  an- 
gefertigt; siehe  den  Catalog  mathematischer  Modelle  von  Brill 
in   Darmstadt. 

Die  Classification  der  Cycliden  führte  zuerst  Loria,  Acc. 
Torino,  1884  vollständig  durch,  weither  18  verschiedene  Species 
von  Cycliden  je  nach  den  übrigen  Singularitäten,  welche  die 
Fläche  besitzen  kann,  unterschied;  diese  18  Species  entsprechen 
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natürlich  den  18  Arten  toq  Flächen  4*"  Ordnang  mit  adlgememem 
Dof^lkegelschnitt,  die  korz  nachher  zugleich  mit  anderen  Fl&ehen 
Segre  studirt  hat;  siehe  oben  §  6.  Dieser  letztere  Autor  wies 
dann  auch  nach,  dass  wm  den  IS  Äriat  vom  CifcUden  mar  10 
r allen  Cj^idin  eni^fredken  (Gleichungen  mit  redkn  Coeffidenkn 
haben).     Siehe  Math.  Ann.,  24,  p.  439. 

Die  älteste  Cjclide,  die  untersucht  wurde,  war  die  mit 
4  Doppelpunkten  (Dupin,  Applic.  de  Gecm.,  1822),  Ton  welcher 
der  Toms  ein  specieller  Fall  ist.  Mannheim,  Xtmv.  Ann., 
1860  zeigte,  dass  jede  Dupin'sdie  Cyclide  sich  durch  eine  In- 
version in  einen  Toms  flberföhren  lässt. 

Bald  nachher  fing  man  an,  die  Cjcliden  in  Bezug  auf  ihre 
anallagmatischen  Eigenschaften  (siehe  oben)  zu  studiren.  Dahin 
gehören  die  Arbeiten  von  Moutard,  Now.  Ann.  de  Math.,  (2), 
3,  1864;  Darboux,  Ann,  de  Vtc.  norm.,  1865  u.  ff.,  1872; 
Maxwell,  Quart.  Jaum.,  9,  1867,  der  eine  Classification  zu 
geben  versuchte,  und  später  eine  umfangreiche  Abhandlung  von 
Casey,  Fhü.  Trans.,  161,  1871. 

Üeber  die  Theorie  dieser  Flächen  hat  Darboux  eine 
separate  Monographie  veröffentlicht:  Sur  une  dasse  rcmarquable 
de  courhes  et  surfaces  algelriques,  Paris  1873,  2.  ed.  1896, 
in  welcher  der  Leser  Näheres  findet.  Schliesslich  untemabni 
Loria  im  Jahr  1884,  Mem.  Acc.  Tormo,  36  das  Studium  der 
Cycliden  von  einem  anderen  Gesichtspunkt  ans  und  bediente 
sich,  gestützt  auf  die  schon  vor  ihm  von  Lie,  Klein  und 
Reye  eingeführten  Begriffe,  der  sogenannten  Kugelgeometrie, 
in  welcher  die  Kugel  als  Raumelement  betrachtet  wird,  sowie 
der  Kugelcomplexe  und  -Congruenzen  zur  Classification  der 
Cycliden  in  18  Species.  Siehe  weiter  unten  Kap.  14.  Vergl. 
auch  B 6c her,  Die  Beüicnenticicklungen  der  Potentialiheorie, 
Leipzig  1894. 

§  8.   Die  Flächen  4^'  Ordnang  mit  einer  Doppelgeraden. 

Die  Gleichung  dicsir  Fläche  kann  auf  die  folgende  Art  ge- 
sctirichin  werden  (Kummer): 

darin  sind  p,  q  lineare  und  die  S  quadraiiscJie  Fimktiimen  der 
Coardinaten.  Der  Schnitt  der  Ebenen  jj  =  0,  g  ==*  0  ist  die 
Doppelgerade  der  Fläche. 
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Dieser  Gleithtmg  lässt  sich  auih  die  GesiaU  geben  (Cayley): 

dabei  sind  die  74»  9^3.  tf;,, . ..  Funeticnen  ton  x^,x^  vom  i*^, 
5**",  . . .  Grad, 

Der  Schnitt  der  Ebenen  arj  =««  0,  x,  =  0  ist  die  Doppel- 
gerade  der  Flädie. 

Die  Fläche  ist  im  Allgemeinen  ton  der  20^  Klasse. 

Die  Fläche  enthält  16  Gerade  ausser  der  Doppelgeraden; 
femer  gibt  es  64  dreifach  beriihrende  Ebenen,  von  denen  jede 
die  Fläche  in  ewei  Kegelschnitten  schneidet;  einer  der  vier  Schnitt- 
punkte dieser  letzteren  liegt  auf  der  Doppelgeraden  und  die 
übrigen  drei  sind  die  drei  Berührungspunkte  der  dreifach  be- 
rührenden Ebene, 

Die  16  Geraden  liegen  zu  je  ztceiin  mit  der  Doppelgeraden 
in  einer  und  derselben  Ebene;  sie  gruppiren  sich  also  in  8  Paare, 
von  denen  jedes  die  Doppelgerade  schneidet. 

Man  erhält  so  64  Kegdsehnittpaare  und  8  Geradenpaare; 
jedes  Kegdschmlt^^aar  ist  in  Bezug  auf  jedes  Geradenpaar  so 
gelegen,  dass  ein  Kegelschnitt  des  Baares  nur  eine  Gerade  des 
Geradenpaares  trifft  und  der  andere  Kegels<hmtt  die  andere 
Gerade. 

Die  hauptsächliclisten  Specialfälle,  welche  hei  einer  solchen 
Fläche  auftreten  können,  sind  die  folgenden: 

Eine  der  Tangenüalehenen  in  den  Punkten  der  Doppellinie 
kann  immer  dieselbe  sein;  dieser  FaU  tritt  ein,  wenn  die  drei 
Functionen  ^j^t/^g^x«  ^^  obigen  Gleidiung  einen  gemeinsdiaft- 
lidien  Factor  haben. 

Hier  fäUi  eine  der  16  Geraden  der  Fläche  mit  der  Doppel- 
geraden  zusammen. 

Die  beiden  Tangentialebenen  in  jedem  Punkt  der  Doppel- 
geraden können  immer  dieselben  sein;  dies  geschieht,  icenn  die 
drei  eben  genannten  Functionen  sich  nur  durch  einen  constanten 
Factor  unferscJieiden. 

Die  Punkte  der  Doppelgeraden  können  femer  sämmtlich 
uniplanar  sein;  alsdann  ist  diese  Gerade  eine  Cuspidalgerade  der 
Fläche;  die  Tangentialebene  in  jedem  Punkt  der  Cuspidalgeraden 
varürt  dann  von  Punkt  zu  Punkt.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn 
die  drei  letzten  Terme  sicJi  auf  die  Form 

reduciren  lassen,  worin  q)^,  t|;^  lineare  Functionen  in  x^,  x^  sind 


y 


5u>  •  t.^4«r^.  JL—    ^*j*:  t 


In  4*;m  Fnü  n^  C^f-^^^Jta'ftf  igi  dif  Fuädie  Uf^  Clas»f. 
A<A^  Fi/ji/M    f^  Ordmm**.!    w/äi   fi»-^  Dopp^^ferada^    kattm 

Uik  ('ß.*^,*:x.\T.^  w-*T  Fl5.':b*r  4**  «'»piraiig  mit  IXoppelgeimde 
t*fA  yjft  J>'/fyp*r;f/ui.icv-n  kans  a-sf  die  f.lg«i4e  Art  gefunden 
*r<nr'3«ffj;  K*.  nJt'/hJi  ^T*ri  Fiä'.ii^n  2**  Grids  S=  0.  S'  =  0.  Ä^=  O. 
'J,^  «fir*^  0<?raul<r  {^*in^;;v:haftljch  harten,  geg^rhen  sein:  sie  werden 
ai%^r'i<:'f/i  b/y;rj  vi#^  Punkte  gemeinsam  haben:  niK  quadrttHsche 
y^/rm  zfm  H,  V,  Ä*",  ^/«v/r  yM  gt^zt.  Ut  äUdamm  die  GUidmmp 
ttn^r  Fiöt'M  4^  (Prdnung,  für  ^cdrhe  diese  Gerade  wmd  diese 
ß'unhi^  d^/j/jM  ffind. 

In  einem  ßi^A<hf^  Faü  gibi  e»  vier  Ebenem,  die  durch  die 
hfff/jfdfferofie  un/i  jeden  der  Doppdpunkte  peken  und  im  jeder 
dfr  Khanen  Heißen  rira  Gerade  der  Flddie,  wdelte  «cfc  in  dem 
l}f/jßpHj/*xnkt  tn'hnMeri. 

hie  FUirM  4^  Ordnung  mit  Doppelgerade  und  8  Doppel- 
jmfiktfm  hui  zur  GleicJiung 


0,    Xj, 

^2' 

1 

^,,  a,i. 

«12' 

«1» 

^i'  «ij* 

öjf' 

«23 

1,   «u^ 

««• 

«33 

=  0, 


f/v/riw  «II' ^^22/ ^19  quadratische  Formen  in  x^  und  x^,  femer 
«»»'  «j»  ^^Tinare  Ff/nnen  mid  a^j  eine  Constante  sind. 

Kh  ffiht  i  FMencn,  weJctie  durcJi  die  Doppelgerade  gefien  und 
difi  Fläche  längs  je  einer  anderen  Geraden  berühren;  auf  jeder 
dir M fr  (hrfulcn  licf/en  zwei  Doppelpunkte. 

Die  arht  Doppeljrunkte  sind  zu  je  vieren  in  8  Ebenen  ge- 
legen und  äurok  jeden  von  ilinen  gefien  4  solche  Ebenen. 

Auf  di«Ho  Flllcho  kam  Julius  Plücker,  Neue  Geometrie 
den  liaumes,  gegr.  auf  die  Betrachtung  der  geraden  Linie  ah 
Jiaumelementj  mit  einom  Vorwort  von  Clebsch,  in  2  Abth., 
\^  Abth.,  LHipzig  18GK,  '2^  Abth.  von  Klein  herausg.,  ib.  1869, 
If  N.  21B,  alH  or  die  Theorie  der  Liniencomplexe  studierte. 
Hi«h«  Kap.   14. 
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Bezüglich  der  Theorie  der  Flächen,  von  welchen  in  diesem 
Paragraphen  die  Bede  war,  verweisen  wir  auf  Salmon-Fiedler, 
Geom.  des  Raumes,  2,  §  335  u.  ff.,  den  wir  bei  unserer  Darstellung 
besonders  benutzt  haben;  man  sehe  auch  die  in  §  5  citirten 
Arbeiten  von  Kummer  imd  Clebsch,  Math.  Ann,^  1,  p.  260 
nach.  Ein  Gipsmodell  einer  Fläche  4*®'  Ordnung  mit  Doppel- 
gerade befindet  sich  auch  unter  den  von  L.  Brill  in  Darmstadt 
besorgten  Modellen. 

§  9.   Die  Bömerfläohe  Steiner*8. 

Die  Steiner* sehe  Fläche  hat  die  Grtmdeigenschafi^  d<iss  sie 
von  jeder  ihrer  Beriihrungsebenen  in  einem  Paar  Kegelschnitte 
geschnitten  wird, 

Sie  besitzt  drei  Doppelgerade,  die  sich  in  einem  Pmikt  treffen, 
der  für  die  Fläche  natürlidi  ein  dreifacher  Punkt  ist. 

Von  den  vier  Schnittptmkten  der  beiden  Kegelschnitte,  in 
denen  die  Fläche  von  einer  ihrer  Berühru/ngsebenen  geschnitten 
wird,  ist  einer  der  BeriJihrungspunfd  und  von  den  drei  übrigen 
liegt  jeder  auf  einer  der  drei  Doppelgeraden, 

Die  Steiner^sche  Fläche  ist  5*®'  Classe  und  der  von  einem 
beliebigen  Punkt  an  sie  gezogene  Berührungskegel  ist  6^  Ordnung. 

Diese  Fläche  gehört  zu  den  von  Kummer,  BerL  Monats- 
ber.,  1862,  1866,  1872  studirten  Flächen,  die  sich  durch  die 
Eigenschaft  auszeichnen,  dass  sie  vier  singulare  Berührungs- 
ebenen  haben,  weMie  sie  längs  eines  Kegelschnitts  berühren;  ihre 
Gleichimg  lautet: 

S^  —  kXiX^X^X^  =  0, 
worin  S=0  eine  Fläche  2**'*  Grads  ist  und 

Xi  =  0,  Xj  =  0,  Xj  =  0,  X^  =  0 

die  Gleichungen  der  vier  singulären  Berührungsebenen  sind. 

Gibt  man  der  Form  S  eine  specielle  in  Bezug  auf  die  X 
geeignete  Gestalt,  so  erhält  man  verschiedene  Flächen  mit  ver- 
schiedenen Eigenschaften;  so  lässt  sich  aus  dieser  allgemeinen 
Gleichung  die  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche  mit  16  Knoten- 
punkten ableiten;  vergl.  §  3;  specialisirt  man  dagegen  auf  andere 
Art,  so  ergibt  sich  die  St  ein  er 'sehe  Fläche. 

Der  Gleichung  einer  solchen  Fläche  lässt  sich  ins  Besondere 
die  Form  geben: 
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{^i'  +  V  +  ^s'  +  V  —  2X,X,—  2X,X,  —  2X^X,  - 
—  2X1X4  —  2X2X4  —  2X3X4}«—  64X1X2X3X4  =  0, 

die  man  audi 

schreiben  kann  (Cayley). 

Sie  ist  die  reciproke  Polarfläche  der  Fläche  5**'  Ordnung  fmt 
4  DoppelpunJcten  {die  ja  4*®'  Classe  ist,  vergl.  Kap.  11,  §  1) 
d.  //.  der  sogenanntcfi  Cayley'sdien  Flädie, 

Wählt  man  eu  Coordinatenebenen  die  drei  Ebenen,  van 
denen  jede  zwei  der  Doppelgeraden  enthält,  tmd  eine  andere,  so 
lässt  sieh  die  Gleichung  der  Steiner'schen  Fläche  auf  die  Form 

reduciren,  vsorin  die  drei  Doppelgeraden  die  Kanten  des  Dreiflacfts 

sind.     Kummer. 

Eine  besonders  interessante  Eigenschaft  der  Steiner'schen 
Flüche,  welche  zu  ihrer  ebenen  Abbildung  dient,  wurde  von  Weier- 
strass  gefunden,  dem  Steiner  die  Construction  seiner  FlUche  mit- 
getheilt  hatte;  sie  besteht  darin,  dass  die  homogenen  Coordinaten 
ihrer  Punkte  sidi  durch  timäre  quadratische  Formen  ausdrücken 
lassen.    (Vergl.  die  Mittheilung  von  Kummer,  CreUe,  64,  p.  73.) 

Cajley  und  C  leb  seh  zeigten  dann  (siehe  die  unten  citirte 
Arbeit),  dass  sie  überdies  die  cdlgemeinste  Fläche  vom  Geschleeht 
Null  ist,  dei'cn  Coordinaten  sicJi  auf  diese  Art  darstellen  lassen. 

Geht  man  von  der  ersten  der  oben  angegebenen  Formen  der 
Gleichung  aus,  so  lassen  sich  die  Formeln  für  diese  Darstellung 
immer  auf  die  folgenden  reduciren: 

^1  ^  O/l  +  ^2  +  ^s)*i 


^z-' 

(- 

Vi  +  >Ji 

y.)\ 

^4 

(- 

-Vi      2/2  + 

if*f- 

Legt 

man 

dagegen 

die    zweite    Form    d 

Grund,  so 

ergiebi 

'  sich: 

^1 

•«8 

•»•4 

-  3/1'  +  y.' 

'  +  y,'- 

der    Gleichung    zu 
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Mit  Hülfe  dieser  Formeln  lässt  sich  die  ebene  Ähbüdtmg 
der  Fläche  studiren,  wie  es  Clebsch  und  sp&ter  Andere  gethan 
haben.  In  Bezug  auf  diese  ebene  Abbildung  hat  die  Fläche  die 
JKigenschafl,  dass  sie  sich  eindeuüg  olme  am$ergeu>i)hnli(ke  Punkte 
abbilden  lässL     Clebsch,  Ma&i,  Ann.,  5. 


Der  Ort  der  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezog  auf  äße 
Kegelschnitte  einer  Stemer'scken  Fläche  ist  wiederum  eine  Steiner'- 
sdic  Fläche.     Lie. 

Durch  jeden  Punkt  der  Steiner'schen  Fläche  geken  unendlich 
vide  Kegdscknitte.  Ausser  den  Flächen  2^^  Grads  und  den 
Begdfiächen  3^'  Ordnung  ist  die  Steiner'sche  Fläche  die  einzige, 
wdche  diese  Eigenschaft  besitzt,  Darboux,  BuU,  des  sdene.  nuxth., 
2,  1880. 

Zwei  Kegelschnitte  der  Steiner'schen  Fläche  schneiden  sicfi 
in  nur  einem  Punkt  und  durch  zwei  Punkte  geht  im  Allgemeinen 
nur  ein  Kegelschnitt.  • 

In  jeder  Ebene  des  Baums  gibt  es  6  die  FläcJie  osculirende 
Gerade  und  4  sie  doppelt  berührende  Gerade.  Durdi  jeden  Punkt 
des  Baums  gehen  9  sie  osculirende  Gerade, 

Jede  algebraische  auf  der  Fläche  liegende  Curve  ist  von 
gerader  Ordnung. 

AUe  ebenen  Schmtte  der  Fläche  sind  rationale  Curven;  die 
Bimer fläche  ist  die  einzige  Nicht -Begel fläche  von  solcher  Be- 
schaffenheit. Picard,  Traite  d'andlyse;  Grelle,  100;  siehe  auch 
Guccia,  Bend.  Palermo,  1. 

Eine  andere  wichtige  Eigenschaft  der  Steiner'schen  Fläche 
hat  Kronecker  formulirt  und  Gastelnuovo  bewiesen  {Bend, 
Lincd,  1894): 

Ausser  den  Begelflääien  ist  die  Steiner'sche  die  einzige  irre- 
ducible  Fläche,  welche  von  jeder  Ebene  eines  gewissen  doppelt 
unendlichen  Systems  in  reduciblen  Curven  geschnitten  wird. 

Die  Paare  von  Beriihrungsebenen  an  die  Fläche  in  den 
PunMen  einer  Doppelgeraden  bilden  eine  Involution,  der  die 
Ebenen  angehören,  weiche  durcfi  die  beiden  anderen  Doj)pel- 
geraden  gehen. 

In  jeder  Doppclgeraden  gibt  es  zwei  Cuspidälpunkte, 

Die  vier  Berührungskegdschnitte  der  singulären  Ebenen 
schneiden  sich  zu  je  zweien  in  den  Cuspidalpunkten ;  dieselben 
vier  Kegelschnitte  liegen  auf  einer  Fläche  ^*®"  Grads,  weiche  die 
Doppelgeraden  in  den  Cuspidalpunkten  schneidet. 


334  Kapitel  XU   Die  Flächen  4.  0. 

Die  HaupUangentencurven  der  Steiner^schen  Fläche  smd 
Raumcurven  4^'  Ordnung  2^^  Species.     Clebsch,  Cremona. 

Die  4  singtUären  Ebenen  der  Fläche  sind  die  vier  statio- 
nären Ebenen  für  aUe  HaupUangentencurven. 

Alle  Haupttangentencurven  4^'  Ordnung  haben  3  Sehnen  ge- 
memschafüich ,  weldie  sich  in  dem  dreifadien  Punkt  der  Fläche 
schneiden;  durch  jede  dieser  Sehnen  lassen  sich  an  jede  Curve 
4^'  Ordnung  zwei  osculirende  Ebenen  legen. 

Die  Hauptt(mgentencurven  werden  auf  der  Fläche  von  un- 
endlich vielen  Curven  4*®'  Ordnung  geschnitten,  die  8  Punkte  ge- 
meinsam haben. 

Jeder  der  vier  Kegelschnitte,  längs  welchen  die  Fläche  von 
den  4  singutären  Ebenen  berührt  wird,  berührt  3  Kanten  des 
Tetraeders  der  singtdären  Ebenen;  zwei  von  ihnen  schneiden  sich 
auf  einer  Kante,     Beltrami. 

Es  existiren  oo*  Flächen  ^  Orads,  welche  die  Fläche  in 
vier  Kegelschnitten  schneiden. 


Diese  sogenannte  Bömerfläche  Steiner' s  wurde  etwa  im  Jahr 
1838  von  Steiner  während  seines  Aufenthalts  in  Born  entdeckt; 
er  hinterliess  jedoch  nichts  Schriftliches  über  sie  und  es  war 
Kummer,  der  1863  bei  Gelegenheit  seiner  Arbeit  über  die 
Flächen  4**'  Ordnung,  die  unendlich  viele  Kegelschnitte  "enthalten, 
sie  zuerst  behandelte  und  sie  in  Folge  von  Mittheilungen  von 
Weierstrass  (vergl.  dazu  die  Note  von  Weierstrass  in  den 
Berl,  Monaisber.  1863  oder  Crelle,  64,  p.  77)  Steiner  zuschrieb. 

Spätere  Untersuchungen  sind  von  Schröter,  Berl.  Monais- 
ber., 1863;  Crelle,  64;  Cremona,  Crdlc,  63;  Bend,  Ist,  Lomb., 
1867;  Lampe,  Disseri.,  Berlin,  1864;  Cayley,  CreXte,  64; 
Proc,  Lofidofi  math.  soc,,  3,  5,  1873;  Clebsch,  Crelle,  67; 
ßeye,  Th.,  Geometrie  d(r  Lage,  Hannover,  1877,  1880,  2, 
p.  246  und  Anderen. 

Sturm,  Math.  Ann,,  3  betrachtete  sie  bei  seinen  Forschungen 
als  specielle  Fläche  3^'  Classe  und  erzeugte  sie  daher  mit  Hülfe 
eines  Büschels  von  Flächen  2^^  Grads  und  einer  zu  diesem 
Büschel  projectiven  geraden  Punktreihe. 

In  Folge  ihrer  wichtigen  Eigenschaft,  die  Beciproke  der 
Fläche  3*®'  Ordnung  mit  4  conischen  Punkten  zu  sein  (vergl. 
Kap.  11,  §  1),  wurde  sie  oft  mit  dieser  zusammen  studirt  und 
die  Eigenschaften  der   einen   aus    denen   der   anderen  abgeleitet. 
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Einige  Sfttze  über  diese  Fläche  3^^  Ordnung  und  ihre  Beci- 
proke  fand  Beltrami,  dessen  bez.  Arbeiten  bis  1863  zurück- 
reichen, Giorn.  di  BaM.,  1;  Äcc.  Bologna,  10,  1879. 

Neuer  ist  die  kleine  separat  erschienene  Schrift  von  Ger- 
baldi, La  super fide  di  Steiner  studiata  neUa  stui  rappresentazione 
anaUHca  medioMte  le  forme  ternarie  quadratiche,  Torino  1881, 
der  sich  die  Aufgabe  stellte,  alle  Eigenschaften  der  Fläche  aus 
ihrer  allgemeinsten  ebenen  Abbildung  mit  Hülfe  der  ternären 
quadratischen  Formen  zu  entwickeln. 

Man  beachte  jedoch,  dass  auch  der  allgemeinste  Fall  (siehe 
Kap.  4,  p.  41  u*  ff.  der  Gerbaldi'schen  Arbeit)  sich  immer  auf 
die  specielle   von  Clebsch   angegebene  Abbildung  zurückföhren  • 
lässt.     Schliesslich  machen  wir  noch   auf  eine   neue  Arbeit  von 
Vahlen,  Ada  math.,  19  aufmerksam. 

Cayley,  Proc,  London  math,  Soc,,  3  untersuchte  die  Fälle, 
in  denen  zwei  oder  die  sämmtlichen  drei  Doppellinien  zusammen- 
fallen und  fand,  dass  die  Fläche  alsdann  die  Beciproke  der 
speciellen  Flächen  3^'  Ordnung 

oder 

^1^8^4  +  ^«*^B  +  ^1^  =  0 
wird. 

Eine  eingehende  Betrachtung  der  Steiner'schen  Fläche  findet 
man  in  der  S.  310  citirten  Schrift  Timerding's,  Ann.  di  mat, 
(3),  1,  1898.  Vergl.  auch  Lacoar,  Sur  la  surface  de  Steiner 
et  Ridudion  ä  la  forme  canonique  des  formules  qui  donnent  en 
fonction  rationelle  de  deux  paramHres  les  coordonnees  d'tm  point 
de  la  surface  de  Steiner,  Nouv.  Annales  de  meUh.,  (3),  1,  1898. 

In  dem  wiederholt  citirten  Catalog  von  L.  Brill  sind  auch 
Modelle  Steiner'scher  Flächen  aufgeführt. 

§  10.   Die  BegelfLftohen  4^'  Ordnung. 

Die  Developpable  4***'  Ordnung  hat  zur  Bückkehrkante  eine 
Baumcurve  3^'  Ordnung;  in  Folge  des  engen  Zusanmienhangs, 
welcher  zwischen  den  Baumcurven  und  ihren  osculirenden  Deve- 
loppablen  besteht  (vergl.  Kap.  9),  reducirt  sich  mithin  die 
Theorie  der  Developpablen  4**'  Ordnung  auf  die  der  Raum- 
cnrven  3**'  Ordnung,  von  welcher  in  Kap.  10,  §  2  die  Rede  war. 

Wir  können  hier  nur  einige  wenige  Bemerkungen  hin- 
zufQgen. 
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Die  DevdoppMen  4^^  Ordnung  sind  vom  GesMechi  NvXl, 
d.  h.  das  Gescfdecht  eines  jeden  hdidngen  ebenen  Schnitts  der- 
selben ist  Niiü. 

Bezeichnet  man  mit  X^  =0,  X^  ««  0,  Xj  =  0,  X^  =  0 
die  Gleichungen  von  vier  Ebenen,  so  lässt  su^  die  Gleichung  der 
Ebene,  wdehe  die  Devdoppable  dnhMi, 

X^fi  +  dX^t^  +  3X3^  +  X4  =  0 

schreiben  und  die  Devdqppable  selbst  hat  zur  cMgenmnen  Gleidiung 

(x,x^  -  x,x,y  -  4(V  -  ^x,)  (X,»  -  i,xj  =  0. 

Die  Ebenen,  wddie  zwei  in  verschiedenen  Ebenen  liegende 
Kegelschnitte  berühren,  die  eine  Tangente  gemeinsdiafüidi  haben, 
hüllen  eine  Developpable  4*"  Ordnung  ein. 

Wenn  zwei  Flädien  ^****  Grads  eine  Gerade  gemeinsam 
haben,  so  ist  die  abwickelbare  ihnen  umschriebene  Flädie  von  der 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Bückkehrkante  werden 
durcfi  die  Formeln  ausgedrückt': 


Wir  gehen  nun  zu  den  windschielen  Regelflächen  4*^  Ord- 
nung über. 

Die  windschiefe  Begdfläche  4^  Ordnutig  ist  auch  4**'  daese: 
sie  ist  entweder  vom  Geschlecht  Null  oder  vom  Gesekledd  1: 
in  dem  ersten  Fcdl  besitzt  sie  eine  Dqppdcurve  doppdter  Krüm- 
mung von  der  5**^  Ordmmg,  die  enticeder  degenerirt  ist  oder 
nicht  (specieU  eine  dreifadte  Gerade  sein  kann),  uf\d  ihre  doppelt 
berührende  Developpable  ist  von  der  3*^  Classe;  in  dem  zweiten 
Fall  hat  sie  eine  degenerirte  Doppdcurve  2^^  Ordnung,  und  ihre 
doppelt  berührende  Developpable  ist  von  der  2^^  Classe. 

Cremona  und  Cayley  haben  eine  Classification  dieser 
Flächen  in  12  Arten  vorgenommen,  von  denen  10  vom  Geschlecht 
NüU  und  2  vom  Geschlecht  1  sind.  Zu  diesen  12  Speeies  fögte 
Eohn,  Math.  Ann.,  24,  p.  147  spater  eine  neue  mit  einer  drei- 
fachen Geraden  hinzu.  Wir  schliessen  auch  diese  neue  ein  imd 
unterscheiden  daher  die  folgenden  13  ßpecies: 

a)  Flächen  mit  dreifacher  Geraden, 

Auf  der  dreifadien  Geraden  gibt  es  4  Punkte,  in  welchen 
zwei  der  Tangentialebenen  zusammenfallen. 
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Die  Gleichung  der  Fläche  lässt  sich  mit  Amnahme  der 
FäUe  IV  und   V  (siehe  unten)  auf  die  Farm 

redudren,  worin  x^  =  i),  jr^  ==  0  die  dreifacfie  Gerade  ist,  die 
Punkte  rcj  =  ic,  =  OJg  =»  0  und  ic^  =  a:^  =  ar^  =  0  zwei  der 
Punkte  sind,  in  denen  zwei  der  Berührungsebenen  eusammenfaUen, 
und  a?i  =  0,  x^  ^  0  die  doppelten  Berührtmgsehenen  in  diesen 
Punkten  darstellen. 

Durch  jeden  der  4  Punkte,  wdcfie  die  eben  angegebene  Eigen- 
schaft besitzen,  geht  eine  Gerade  (singulare  Erzeugende)  und  die 
Berührungsebene  an  die  Fläche  bleibt  für  alle  Punkte  dieser 
Geraden  immer  dieselbe. 

Die  Flädie  ist  stets  vom  Geschlecht  Null. 

Es  lassen  sich  die  folgenden  4  Unterflllle  unterscheiden: 

I.    (Die  8^  Species  Cremona*s  und  die  9^  Cayleg's). 

ÄUe  Geraden  der  Fläche  schneiden  die  dreifache  Gerade  B. 

Die  drei  durch  eilten  Punkt  von  B  geltenden  Erzeugendcfi 
liegen  nicht  in  derselben  Ebene;  sie  bestimmen  drei  Ebenen^ 
deren  Enveloppe  eine  besondere  Devdoppäble  5**'  Classe  tmd 
4^'  Ordnung  ist  und  zwar  diejenige,  welche  die  Fläche  zweifadi 
berührt 

Diese  Fläche  ist  der  Ort  einer  Geraden,  welche  sich  so  be- 
wegt, dass  sie  eine  feste  Gerade  schneidet  und  eine  gegebene  Deve- 
Icppable  4***"  Ordnung  in  zwei  Punkten  berührt. 

Die  Gleichung  der  Fläche  ist  mit  der  oben  angegebenen 
identisch;  jedoch  ist  k  seinem  Wesen  nacJt  von  NuU  versdiieden. 

n.    (Die  9^  Species  Cremona's,  die  3^  Cayley's). 

Es  ist  eine  Gerade  R  der  Fläche  vorhanden,  welcfie  die 
dreifache  Gerade  B  nicht  sdineidet. 

Jede  durch  K  gdegte  Ebene  enihaU  drei  Erzeugende,  die 
sicJi  in  einem  Punkt  von  B  schneiden  und  in  jedem  Punkt  voti 
B  treffen  sich  Erzeugende,  die  in  derselben  Ebene  mit  B!  liegen; 
von  jedem  Punkt  von  B!  geht  eine  einzige  Erzeugende  aus. 

Die  Fläche  lässt  sich  als  Ort  der  Geraden  auffassen, 
welche  die  entsprechenden  Punkte  einer  ztdschen  den  Punkten 
tsmer  Geraden  B  und  den  Punkten  dner  ebenen  Curve  5**'  Ord- 
nung mit  einem  Doppelpunkt  0  bestehenden  prqjecHven  Corre- 
spondenz  (1,1)  verbinden;  diese  muss  jedoch  so  festgesetzt  werden, 
dass  dem  Sdinittpunkt  A  von  B  mit  der  Ebene  der  Curve 
5*®'  Ordnung  der  Sdinittpunkt  der  Geraden  AG  mit  dieser  Curve 
entspricht. 

Paicftl,  Bepertorlum.  II.  22 
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Die  Gleichung  der  Fläche  ist  mU  der  oben  cmgegebenen  iden- 
tisch, wenn  in  dieser  Je  ^  0  gesetzt  wird. 

Die  Gerade  K  ist  die  Envdoppe  der  dreifach  berühren- 
den Ebenen  der  Fläche;  sie  tritt,  wenn  sie  dreimal  gerechnet 
mrd,  an  die  Stelle  der  doppelt  berührenden  Developpablen, 

m.    (Die  3^  Speäes  Cremona's,  die  12^  Cayley^s), 

Wenn  durch  jeden  Punkt  von  R  drei  Erzeugende  gehen, 
von  denen  eine  mit  R  zusammenfällt,  so  besteht  die  zweifach  be- 
rührende Devdoppäble  aus  R  und  einem  Kegel  ^*®^  Grads. 

Die  Fläche  ist  der  0)i  der  Geraden,  weldie  die  entsprechen- 
den Punkte  einer  Geraden  R  und  eines  Kegelschnitts  G  verbinden, 
die  in  solcher  Beziehung  (l,  2)  zueinander  stehen,  dass  jedem 
Punkt  von  R  zwei  Punkte  von  C  entsprechen,  jedem  Punkt  von 
C  aber  nur  einer  van  R,  wobei  jedoch  die  Gerade  und  der 
Kegelschnitt  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben  müssen,  der  in 
dieser  Correspondenz  kein  Doppelpunkt  ist. 

Die  Gleichung  einer  solchen  Fläche  ergibt  sich  at^  der  äU- 
gemeinen  Gleichung,  wenn  ad  ^=^  bc  gesetzt  wird,  so  dass  also 
die  beiden  Terme  auf  der  rechten  Seite  einen  Factor  ax^  -{^  bx^ 
gemeinschaftlich  haben. 

IV.  (Die  10^  Speäes  Cremona's,  die  6^  Cayley's). 

Wenn  durch  jeden  Punkt  von  R  drei  Erzeugende  gehen, 
von  denen  zwei  mit  R  zusammenfallen,  so  besteht  die  doppelt 
berührende  Devdoppäble  aus  dieser  dreimal  gerechneten  Geraden 
R  selbst. 

Auf  R  gibt  es  zwei  Punkte  von  der  Beschaffenheit,  dass 
alle  drei  durch  sie  gehenden  Erzeugenden  mil  R  zusammenfalten^ 

Die  Fläche  kann  auf  dieselbe  Art  wie  in  dem  Fall  II  er- 
zeugt werden^  wenn  man  die  Punkte  A  und  0  zusammenfallen 
Uisst 

Die  Gleichung  der  Fläche  kann  auf  die  Form 

zurückgeführt  werden. 

V.  (Die  von  Rohn  gefundene  Spedes). 

In  dem  FaU  IV  gibt  es  in  jedem  Punkt  der  dreifachen 
Geraden  R  zwei  feste  und  eine  variabele  BeriJihrungsebene;  nimmt 
man  an,  die  beiden  festen  Ebenen  fallen  zusammen,  so  erhält 
man  den  von  Rohn,  Math.  Ann.,  24,  p.  147  entdeckten  Fall. 
Zwei  Schalen  der  Fläche  verzweigen  sich  längs  der  dreifachen 
Geraden  und  haben  diese  zur  Rückkehrkante.  Auf  der  dreifachen 
Geraden    existirt    ein    einziger    singulärer   Punkt    von   der   Be- 
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sckaffmheit,  dass  auch  die  dritte  Ergeugende,  die  durch  ihn  geht, 
mit  B  eusammenfäUt.  Nimmt  man  diesen  Punkt  zum  Funkt 
Xj  =  rrj  =  a?3  ^  0,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  der  Fläche 
auf  die  Form: 

3(^x^-\-  ax^x^x^^  4"  ^^1*  +  cx^x^  +  dx^^x^^  +  ^x^x^  +  /"^s*  =  ö« 


b)  Flächen,  die  zur  Doppelcurve  eine  nicht  degene- 
rirte  cuhische  Eaumcurve  haben.  Wenn  eine  Fläche  4**' 
Ordnung  als  Doppelcurve  eine  Eaumcurve  enthält,  so  ist  sie 
im  Allgemeinen  eine  Regelfläche;  davon  macht  nur  der  FaU  eine 
Ausnahme,  in  welcfiem  die  JDoppeUinie  aus  drei  durch  denselben 
Funkt  gehenden  Geraden  besieht  (die  Steiner' sehe  Fläche,  siehe  §  9). 

Wenn  die  Doppelcurve  eine  nicht  degenerirte  cubische 
Baumcurve  ist,  so  sind  nur  die  beiden  folgenden  Fälle  zu 
unterscheiden: 

VI.    {Die  1^  Spedes  Cremona's,  die  10^  Cayley's). 

Die  Fläche  mrd  durch  die  Geraden  erzeugt,  welche  die  ent- 
sprechenden Funkte  zweier  beliebig  im  Baum  in  verschiedenen 
Ebenen  gelegener  Kegelschnitte  verbinden,  die  so  beschaffen  sind, 
dass  zwischen  den  Punkten  des  einen  und  denen  des  anderen  eine 
ein-eindeuUge  Zuordnung  (1,1)  besteht. 

Die  Enveloppe  der  doppelt  berührenden  Ebenen  ist  eine  all- 
gemeine  Developpäble  5*®'  Classe  und  4^'  Ordnung. 

Es  gibt  vier  singulare  Erzeugende,  in  deren  Funkten  die 
Berührungsebene  consta/rA  ist. 

Die  doppelte  cubische  Baumcurve  hat  vier  Cuspidälpunkte ; 
durch  jeden  der  letzteren  geht  eine  der  singvHären  Erzeugenden, 

Die  Fläche  ist  vom  Geschlecht  NuU, 

Die  Gleichung  der  Fläche  lässt  sich  auf  die  Form 

«ii^i'+  «»2^2'+  «88^3'+  2  0*8^2^8+2  %iX,X,+2  a,,  X,X,= 0 
reduciren,  worin 

JLj  =  X^X^         X^  , 
JLj  =  X-^^Xq  ORj 

Die  Fläche  kann  auch  als  Ort  der  Geraden  definirt  werden, 
welche  eine  cubische  Baumcurve  in  zwei  Funkten  sdhneiden  und 
einem  oXtgemeinen  linearen  Complex  angefiören;  siehe  Kap.  14; 
oder: 

22* 
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als  Ort  derjenigen  Geraden,  welche  in  zwei  Funkten  eine 
cubische  Bamncurve  und  in  einem  Funkt  einen  eigenüichen  Kegel- 
scfmitt  treffen,  der  mit  der  Curve  5**'  Ordnung  zwei  Funkte 
gemeinschaftlich  hat;  oder  auch: 

als  Ort  der  Geraden  eines  linearen  Complexes,  in  welchen  sicfi 
ztcei  eine  Bawncurve  5*®'  Ordnung  osculirende  Ebenen  schneiden. 

Vn.    (Die  7^  Spedes  Cremona's,  die  8^  Cayley's). 

Nimmt  man  an,  der  lineare  Complex,  von  dem  in  den  vor- 
stehenden Theoremen  die  Eede  war,  sei  die  Gesammtheit  der 
Geraden,  welche  eine  feste  Gerade  schneiden,  so  ergiht  sich  die 
Species  VII,  die  wir  hier  betrachten  wollen. 

Die  Flädie  wird  von  den  Geraden  erzeugt,  welche  eine  Baum- 
curve  5*®'  Ordnung  in  zwei  Funkten  schneiden  und  eme  gegebene 
Gerade  R  treffen. 

Die  dreimal  gezählte  Gerade  stellt  die  doppelt  berührende 
DcveloppabU  dar. 

Die  Fläche  ist  wieder  vom  Geschlecht  NuU, 

Die  Flädie  Msst  sich  als  Ort  der  Verbindungsgeraden  der 
sich  entsprecht  enden  Funkte  einer  Geraden  R  und  einer  ebenen 
Curve  5**'  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  definiren,  wenn  zwisdien 
den  Funkten  der  Geraden  und  der  Curve  5*®'  Ordnung  eine  ein- 
eifideutige  Correspondenz  (1,1)  festgesetzt  tcird. 

Die  Gleidiung  der  Fläche  hat  dieselbe  Form,  me  tw  vor- 
hergehenden  Fäll,  wenn  man  annimmt,  zunschen  den  Coefficienten 
bestehe  die  Beziehung: 

«22  +  2  «22  «IS  —  4  «28  «12  +  «11  «83  =  Ö- 


c)  Flächen,  tvelche  zur  Doppellinie  einen  Kegel- 
schnitt und  eine  diesen  schneidende  Gerade  haben. 
Diese  Flächen  sind  vom  GesMecht  NuU, 

Es  werden  zwei  Fälle  unterschieden: 

Vin.    (2^  Species  Cremona's,  7^  Cayley*s). 

Die  Fläche  ist  der  Ort  der  Geraden,  welche  die  entsprechen- 
den Punkte  eines  Kegelschnitts  C  und  einer  Geraden  B  ver- 
binden, die  in  der  Correspondenz  (2,1)  stehen  und  keinen  Punkt 
gemeinschaftlich  haben. 

Die  Gerade  B  ist  die  Doppelgerade. 

Die  doppelt  berührende  Devdoppäble  besteht  aus  einem 
Kegel  2^^  Grads  und  der  Geraden  B. 
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Die  Gleichtmg  der  Fläche  lässt  sich  immer  auf 

(x^Tj  —  x^*y  4-  mx^x^{x^x^  —  Xj*)  +  x^^^iax^x^  +  ftx^*)  =  0 

reduciren,  worin  b  von  Null  verschieden  ist     Der  Doppelkegel- 
schniU  liegt  in  der  Ebene  a?^  =  0  und  die  Doppelgerade  ist 

x^  =  x^  =^  0. 

Die  Fläcfie  kann  auch  als  Ort  der  Gereuten  definirt  werden, 
welche  die  entsprechenden  Punkte  eines  Kegelschnitts  H  und  einer 
Geraden  B  verbinden,  die  in  der  Correspondenz  (2,  2)  stehen 
und  sich  schneiden;  doch  nrnss  ihr  Schnittpunkt  nur  sich  selbst 
entsprechen.  Der  Kegelschnitt  H  tmd  die  Gereute  B  sind  alsdann 
Doppelcurven, 

IX.  (4^  Species  Cremona's  und  11^  Cayley's), 

Nimmt  man  bei  den  Erzeugungsweisen  im  vorigen  Fall  an, 
der  Kegelschnitt  G  und  die  Gerade  B  schneiden  sich  und  ihr 
Schnittpunkt,  als  Punkt  von  C,  falle  mit  einem  der  beiden 
ihm  in  B  entsprechenden  Punkte  zusanunen,  so  erhält  man  die 
Flache  IX. 

Die  doppelt  beriifirende  Developpable  i^t  die  dreifach  ge- 
zählte Gerade  B. 

Der  Kegelschnitt  C  wird  in  diesem  FeUl  der  Doppelkegel- 
schnitt der  Flädie  (bei  der  Fläche  VIII  wird  er  es  nicht). 

Die  Gleichung  der  Fläche  ergibt  sich  aus  der  des  vorigen 
Falles,  wenn  6  =  0  gesetzt  wird. 

Auf  dem  Kegelschnitt  gibt  es  einen  und  auf  der  Geraden 
zwei  Guspidälpunkte. 

d)  Flächen,  welche  drei  Gerade  zu  Doppellinien 
haben.  Die  folgenden  zwei  Fälle,  die  beide  dem  Geschlecfd  Null 
angeliören,  sind  zu  unterscheiden. 

X.  (Die  5^  Species  Cremona's,  die  2^  Cayleg's). 

Eine  der  drei  Geraden  schneidet  die  beiden  anderen,  die 
sich  ihrerseits  nicht  treffen.  Dieser  Fall  kann  aus  den  Fällen 
(c)  dadurch  abgeleitet  werden,  dass  man  den  Doppelkegelschnitt 
in  zwei  verschiedene  Gerade  zerfallen  lässt. 

Die  Fläche  ist  der  Ort  der  Verbindungsgeraden  der  sich  ent- 
sprechenden Punkte  zweier  in  der  Correspondenz  (2,2)  stehen- 
der windschiefer  Geraden  Bj  i^,  wenn  die  Bedingung  hinzu- 
gefügt wird,  dass  jeder  der  Punkte,  in  welchen  Ä,  K  von  einer 
dritten  Geraden  i?"  getroffen  werden,  zwei  zusammenfallenden 
Punkten   in   der   anderen  Geraden  entsprechen  soll. 
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Auf  jeder  der  Geraden  B,R  liegen  zwei  Ciispidalpimkte. 
Die  osculirende  developpable  Fläche  besieht  aus  drei  Geraden 

Durch  jeden  Punkt  von  R  gehen  zwei  Erzeugende,  in  deren 
Ebene  If  Uegt  und  ebenso  gelten  von  jedem  PufM  von  B^  zwei 
Erzeugende  aus,  in  deren  Ebene  R  Uegt. 

Nur  die  durch  K'  gehenden  Ebenen  schneiden  die  Fläche 
in  eigentlicfien  KegdsdmiUen  und  nwr  die  Punkte  von  R'  sind 
Spitzen  von  umschriebenen  Kegeln  2^^  Ordnung, 

Dieselbe  Fläche  kann  man  als  Ort  der  Geraden  erhalten, 
welche  zwei  windschiefe  Gerade  R,  R^  und  einen  Kegelschnitt  C 
treffen,  der  mit  den  Geraden  keinen  Punkt  gemeinschaftlich  hat: 
oder: 

als  Ort  der  Geraden,  welche  zwei  Gerade  R,  R!  und  eine 
Raumcttrve  5*®'  Ordnung  treffen,  die  von  jeder  der  Geraden  in 
einem  Punkt  gescJmitten  wird,  oder  auch: 

als  Ort  der  Geraden,  welche  die  entsprechenden  Punkte  zweier 
in  der  Correspondenz  (1,1)  stehender  Kegelschnitte  verbinden, 
vorausgesetzt,  dass  den  Punkten,  in  welchen  einer  von  Urnen  die 
Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  der  Kegelschnitte  trifft,  die 
Punkte  entsprechen,  in  denen  der  andere  Kegelscimitt  dieselbe 
Gerade  schneidet;  diese  Gerade  erscheint  so  als  Doppelgerade; 
oder  auch: 

als  Ort  der  Geraden,  welche  die  entsprechenden  Punkte  einer 
Geraden  R  und  eines  Kegelschnitts  C  verbinden,  die  keine  Punkte 
gemeinsdiaftlicJi  haben  und  in  der  Correspondenz  (1,2)  stehen, 
wenn  nur  dem  Punkt  r  von  R,  in  welchem  R  die  Ebene  von  C 
schneidet,  in  C  zwei  in  einer  Geraden  mit  r  liegende  Punkte  r,  r" 
entsprechen.  Diese  Gerade  ist  alsdann  die  Doppelgerade  -R"  der 
vorigen  Construdion;  die  Gerade  K  trifft  die  Ebene  des  Kegel- 
sdinitts  in  einem  Punkt  0,  durdi^  den  alle  Sehnen  des  Kegel- 
schnitts gehen,  welche  die  beiden  demselben  Punkt  von  R  ent- 
sprechenden Punkte  verbinden. 

Der  Gleichung  der  Fläche  kann  man  die  Form  geben:   , 

x^^x^^  +  nix^x^x^x^  +  V(«^i^2  +  ^V)  =  ö- 
Die  drei  Doppelgeradefi  sind: 

(x^  =  0,  x^  =  0), 
(a-s  =  0,  X,  =  0), 
(o?!  =  0,  a?j  =  0). 
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XI.    (Die  6^  Species  Cremona's,  die  5**  CayJey's). 

Nehmen  wir  speciell  an,  die  Gerade  K'  falle  mit  R  zu- 
sammen, so  ergibt  sich  eine  andere  Species  von  Regelflächen; 
sie  Iftsst  sich  als  diejenige  definiren,  die  aus  der  letzten  Con- 
struction  des  vorigen  Falles  hervorgeht,  wenn  vorausgesetzt  wird, 
der  Punkt  r  falle  mit  0  zusammen,  d.  h.  also  mit  dem  Punkt, 
der  allen  Sehnen  gemeinschaftlich  ist,  welche  die  Paare  demselben 
Punkt  von  H  entsprechender  Punkte  verbinden. 

Die  Fläche  lässt  sich  also  auch  auf  die  folgende  Art  de- 
flniren: 

Man  stellt  eine  Correspondenz  (1,1)  zwischen  den  Punkten 
einer  Geraden  R  und  den  d^ch  R  gehenden  Ebenen  her:  diese 
Ebenen  schneiden  einen  Kegelschnitt  C  in  je  zwei  Punkten,  die,  mit 
dem  entsprechenden  Punkt  van  R  verbunden,  die  Erzeugenden  der 
Fläche  Uefem. 

Die  doppelt  berührende  Developpäble  wird  durch  die  zwei- 
mal  gezählte  Gerade  R  und  eine  andere  Gerade  R!  dargestellt, 
welche  R  in  dem  Punkt  trifft,  in  dem  R  die  Ebene  von  C 
schneidet 

Äucfi  die  Doppdcurve  wird  durch  diese  nämlichen  Geraden 
dargestellt. 

Die  Gleichung  der  Fläche  lässt  sich  auf  die  Form 

(a?j  —  aari)X  +  (^2^4— ^i^3)(^2  — «^i)«*i  +  (^«^4  — ^1^»)*=^ 

reduciren ,  worin  ti^ ,  u^  Formen  S^^,   i*^  Grads  in  x^ ,  x^  sind. 
Die  Doppelgerade  K  ist: 

x^  —  ax^  =  0,  ax^  —  ^8  =  ^7 

und  die  doppelt  zu  zählende  Doppelgerade  R: 

x^  =  0,  x^  =  0. 

Der  Schmitt  der  Fläche  ist  im  Allgemeinen  eine  Curve  4**" 
Ordnung  mit  einem  Selbstberührungspunkt  in  dem  Punkt,  in 
welchem  die  Gerade  R  die  Schnittebene  trifft. 


e)  Regelßächen,  die  zwei  Gerade  zu  Doppellinien 
haben.  Sie  sind  vom  Geschlecht  Eins;  man  unterscheidet  zwei 
Fälle: 

Xn.    (11^  Species  Cremona's,  1^  CayWs). 

Die  beiden  Geraden  treffen  sich  nicht.  Die  Flüche  lässt 
sich  als  Ort  der  Geraden  definiren^  welche  eine  ebene  Curve  4**' 
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Ordnung  mit  zwei  Doppdpwnkten  und  zwei  Gerade  B,  i^  treffen, 
von  denen  jede  durdi  einen  der  Boppdpunkte  geht 

Die  Flädie  kann  auch  als  Ort  der^  Geraden  aufgefasst 
ioerden,  wdcfie  die  entsprechenden  Punkte  zweier  in  der  Carre- 
spondenz  (2,  2)  stehender  Geraden  B,  B!  verbinden. 

Von  jedem  Punkt  von  B  gdien  zwei  Erzeugende  aus,  die 
in  einer  durcfi  R  gehenden  Ebene  liegen^  und  umgekehrt. 

Die  doppelt  berührende  Devehppahle  besteht  aus  den 
Geraden  B,  B!. 

Dieselbe  Flädie  lässt  sicfi  aucfi  als  Ort  der  Geraden  de- 
finiren,  die  zwei  Gerade  B,  B^  und  eine  allgemeine  ebene  Curve 
3^^  Ordnung  treffen,  die  von  jeder  der  beiden  Geraden  B,  B!  in 
einem  Punkt  geschnitten  wird. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Flädie  kann  auf  die  Form 

•^i*(ö V  +  26x3«;^  +  cxj)  +  2a;iiFj(a  V  +  26'iPja:^  +  (fxj)  -|- 
+  ^,\a'x,'  +  2b''x,x,  +  c"x,')  =  0 

reducirt  werdcfi. 

Die  beiden  Doppelgeraden  sind 

(a^i  =  0,  x^  =  0), 

(xj  =  0,  X4  =  0). 

Auf  jeder  Doppelgeraden  gibt  es  4  Cv^pidalpwnkte, 
XIII.    (Die  1^  Species  Cremona%  die  4^  Cayley*s), 

Wir  wollen  uns  denken,  die  beiden  Doppelgeraden  fallen 
zusammen.  Die  Fläche  yTTT  lässt  sich  dann  aus  der  vorigen 
diu'ch  die  Annahme  ableiten,  die  ebene  Curve  4^"  Ordnung  er- 
halte einen  Selbstberülirungspunkt,  indem  sich  die  beiden  Doppel- 
punkte  in  einen  einzigen  vereinigen.  • 

Die  Fläche  ist  der  Ort  der  Geraden,  welche  die  entsprechen- 
den Punkte  einer  Geraden  und  einer  allgemeinen  ebenen  Curve 
5**'  Ordnung  verbifiden,  wdcfie  einen  Punkt  0  mit  der  Geraden 
gemeinscJiafüidi  hat  und  in  der  Correspondenz  (2,1)  zu  ihr  steht. 
Diese  Correspondenz  muss  specidl  so  angeordnet  sein,  dass  die 
Punktreihe  auf  der  Geraden  prcjediv  zu  dem  Strahlenbüsdiel  mit 
dem  Sdieitel  in  0  ist  und  dem  Punkt  0  der  Geraden  die  Tan- 
gente an  die  Curve  5**"  Ordnung  in  0  entspricht;  die  beiden 
Punkte  der  Curve  5*®'  Ordnung,  weldie  alsdann  einem  PutJct  der 
Geraden  entspredien,  sind  jene  beiden  anderen  Punkte,  in  welchen 
der  entsprediende  Strahl  die  Curve  3^^  Ordnung  sdmeidet. 
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Diese  Flädie  hat  zur  Doppdcurve  eine  ztceimal  zu  zählende 
Gerade  und  zur  doppelt  berührenden  developpablen  Fläche  die- 
selbe zweimal,  zu  zählende  Gerade. 

Die  Gleichung  der  Fläche  lässt  sich  schreiben: 

worin  u^,  u^  Formen   vom    Grad  4,  2  in  x^,  x^   sind   und   die 
(doppelt  zu  zählende)  Doppelgerade 

Xj  =  0,  X2  =  0 
ist. 

Die  windschiefen  Begelfiächen  4**'  Ordnung  untersuchte 
Chasles,  Compt.  Bend.,  1861  und  dann  Cayley,  der  in  einer 
ersten  Abhandlung,  Phü.  Trans.,  1864  nur  8  Species  unterschied; 
dann  gab  Cremona,  Mem.  di  Bologna,  8,  1868  auf  rein  geo- 
metrische Art  die  Classification  in  12  Species  an,  und  im 
folgenden  Jahr  nahm  Cayley,  Fkü.  Trans.,  1869  das  Thema 
wieder  auf  und  fand  von  Neuem  die  12  Species  Cremona's. 
Später  zeigte  Bohn,  Math.  Ann,,  24,  p.  147  bei  Gelegenheit 
seiner  Untersuchungen  der  Flächen  4*"  Ordnung  mit  dreifacher 
Geraden  imd  damit  auch  der  Begelfiächen  mit  dreifacher  Geraden, 
dass  Cremona  und  Cayley  eine  Species,  die  von  uns  mit  Y 
bezeichnete,  übersehen  hatten. 

Das  Studium  der  Begelfiächen  vom  Gesichtspimkt  der 
Bealität  oder  Nichtrealität  gewisser  Elemente  aus  unternahm 
Bohn,  Ma^.  Ann.,  24,  28,  der  auch  andere  ähnliche  Probleme 
behandelte,  wie  z.  B.  das  in  Bezug  auf  die  Kummer'sche  Fläche. 
Siehe  weiter  oben  Kap.  12,  §  3.  üeber  die  windschiefen  Flächen 
4*®'  Ordnung  mit  drei  Doppelgeraden  gibt  es  noch  eine  neuere 
Arbeit  von  Segen,  CreUe,  112. 

In  dem  wiederholt  citirten  Buch  von  Salmon-Fiedler  sind 
die  Hauptresultate  Cayley 's  angegeben. 

Die  Brill'sche  Sammlimg  von  Modellen  enthält  eine  ganze 
Beihe   von  Begelfiächen  4*®'  Ordnung. 


Andere  Flächen  4**'  Ordnung,  die  speciell  untersucht  wurden, 
sind  ausser  den  von  uns  im  Vorstehenden  behandelten  die 
folgenden: 

Flächen  4**'  Ordnung  mit  dreifachen  Funkten  oder  Geraden, 
Lampe,  Diss.,  Berlin  1864;  Bohn,  Math.  Ann.,  24. 
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Flächen  4*®'  Ordnung  nUt  einer  endlichen  Anzahl  von  Geraden, 
Sturm,  Math.  Ann,  4;  Schur,  Math.  Ann.,  20. 

Vier  rationale  Flächen  4*"'  Ordnung,  Cremona,  CoUect. 
maih.  in  memoriam  D.  Chelini,  Mediölani,  1881;  Noether, 
Math.  Ann.,  33;  Montesano,  Eend.  Acc.  NapoU,  1900;  etc. 

In  Bezug  auf  die  letzteren  weist  Noether  nach,  dass  sie 
die  eineigen  rationalen  Flächen  4**'  Ordnung  ohne  mehrfache 
Curven  sind. 


Kapitel  XIII. 
Flächen  von  höherer  als  der  i^^  Ordnimg.    Regelflächen. 

§  1.    Flächen  5^'  Ordnung,   die  nicht  Begelflftchen  sind. 

Von  den  bis  jetzt  untersuchten  Flächen  5^'  Ordnung  ist 
eine  der  bemerkenswerthesten.  die  mit  einer  Doppdcurve  5*®'  Ord- 
nung,    Wir  geben  ihre  Haupteigenschaften  hier  an: 

Die  Doppdcurve  5**'  Ordnung  der  Fläche  besitzt  einen  drei- 
fachen PtMikt,  der  auch  für  die  Fläche  dreifach  ist. 

Die  Fläche  hat  10  Gerade;  diese  sind  Sehnen  der  Doppdcurve, 
Die  Configuraiion  dieser  10  Geraden  ist  diesdhe,  toie  die 
der  10  Geraden,  welche  von  den  16  Geraden  einer  Fläche  4*®' 
Ordnung  mit  Doppdkegdschnitt  übrig  bleiben,  wenn  man  eine 
von  ihnen  und  die  fünf,  welche  diese  eine  schneiden,  weglässt;  oder, 
was  dassdbe  ist,  die  Configuration  ist  dieselbe,  nie  die  der  10 
Geraden,  welche  von  den  Z7  Geradere  einer  Fläche  5**'  Ordnung 
übrig  bleiben,  wenn  man  zwei,  die  ein  windschiefes  Paar  büden, 
und  die  15  weglässt,  die  entweder  die  eine  oder  die  andere 
dieser  beiden  Geraden  treffen.     Daraus  folgt: 

Jede  der  10  Geraden  schneidet  drei  cmdere  von  ihnen;  die 
10  Geraden  sind  zu  je  zweien  in  15  Ebenen  verfheiU  und  treffen 
süh  in  15  Punkten;  durch  jede  Gerade  gehen  drei  der  15  Ebenen; 
in  jeder  der  15  Ebenen  gibt  es  5  Schnittpunkte  von  Geraden  und 
durch  jeden  der  Schnittpunkte  gehen  5  Ebenen, 

Es  exisUren  5  windschiefe  Quadrupd  von  Geraden  (Systeme 
von  4  Geraden,  die  sich  zu  je  zweien  nicht  treffen). 
Die  Flädte  lässt  sich  auf  die  Ebene  abbilden. 
Auf  der  Doppelcurve  liegen  8  Cuspidalpunkte, 
Es  leuchtet  ein,  dass  es  auf  der  Fläche  10  Systeme  von 
ebenen  Curven  4**'  Ordnimg  gibt,  nämlich  die  Schnitte  der  Flädie 
mit  den  Ebenen,  die  durch  eine  der  10  Geraden  gehen. 
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Jede  Curve  4**'  Ordnung  eines  Systems  schneidet  die  BoppeL- 
curve  in  zwei  festen  Punkten;  diese  beiden  Punkte  sind  identisch 
mit  den  JPunkten,  in  denen  die  Doppelcurve  von  der  Geraden  ge- 
troffen wird,  welche  zu  diesem  System  von  Curven  4^  Ordnung 
geliört;  die  Curve  4*®'  Ordnung  schneidet  dann  die  Doppelcurve 
noch  in  drei  weiteren  Punkten,  die  für  die  Curve  4**'  Ordnung 
natürlich'  Doppelpunkte  sind. 

In  jedem  System  gibt  es  zwei  Curven  4**'  Ordnung,  wdche 
die  Gerade  berühren,  zu  welcher  dieses  System  gehöht;  die  Ebenen 
dieser  beiden  Curven  4**'  Ordnung  sind  stationäre  Berührungs- 
ebenen; die  BerührungspunJcte  sind  parabolische  Punkte, 

Zwei  Curven  4*®'  Ordnung^  die  zwei  verschiedenen  Systemen 
angehören,  haben  entweder  4  oder  3  Punkte  gemeinschaflUch,  je 
nachdem  die  Geraden,  die  den  beiden  Systemen  entsprechen,  sich 
seimeiden  oder  nicitt. 

Zu  den  5  windschiefen  Quadrupeln  von  Geraden  stehen 
'»  Systeme  von  Kegelschnitten  auf  der  Fläche  in  einer  solchen 
Beziehung,  dass  jeder  Kegelschnitt  eines  Systems  die  4  Geraden 
eines  Quadrupels  schneidet  und  die  übrigen  6  nicht. 

Jeder  Kegelschnitt  trifft  die  Doppelcurve  in  4  Punkten;  zwei 
Kegelschnitte  desselben  Systems  schneiden  sich  nicht;  zwei  J^egel- 
sdinitte  verschiedener  Systeme  schneiden  sich  im  Allgemeinen  in 
einem  Punkt. 

Die  Fläche  besitzt  im  Ganzen  35  dreifach  berührende 
Ebenen,  von  denen  20  die  Fläche  in  zwei  Kegelschnitten  und 
einer  Geraden  treffen  und  15  in  zwei  Geraden  und  einer  Curve 
3^^  Ordnung;  durch  jede  Gerade  der  Fläehe  gehen  zwei  Ebenen 
der  ersten  und  drei  der  zweiten  Art. 

Die  hauptsächlichsten  dtarakteristischen  Zahlen  für  die  Flädie 
sind  (siehe  Kap.  9,  §  1): 

a  =  10,  die  Ordnung  des  umschriebenen  Kegels,  dessen  etc. 
d  =12,  die  Anzahl  der  Doppelerzeugenden  dieses  Kegels. 
X  =  18,  die  Zahl  der  Rückkehrerzeugenden  desselben  Kegels. 
n  =  12,  die  Klasse  der  Fläche. 

b'  =  25,  die  Klasse  der  doppeltberührenden  developpablen Fläche, 
c'  ===  24,    die     Classe     der    Developpablen     der     stationären 

Ebenen. 
a  =  20,  die  Ordnung  der  parabolischen  Curve. 

Dural  jeden  Punkt  der  Fläctie  getien  4  Doppeltangenten  und 
12  osculirende  Gerade. 

In  jeder  beliebigen  Ebene  gibt  es  15  die  Fläche  oscuUrende 
'md  20  sie  doppelt  berührende  Gerade.     Von  den  in  einem  Punkt 
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der  Flädte  an  diese  gezogenen  Tangenten  berühren  4  auch 
noch  sonst 

Um  die  Fläche  projectiy  zu  construiren,  verfälirt  man,  wie 
folgt: 

Man  verbindet  die  entspredienden  Punkte  zweier  hämo- 
graphist^er  ebener  Systeme  und  sucht  die  Schnittpunkte  dieser 
Verbinduingsgeraden  mit  den  Ebenen  eines  zu  diesen  ebenen 
Systemen  correlaiiven  Bimdels  auf;  man  erhält  dann  die  in  Bede 
stehende  Fläche;  der  dreifache  Punkt  ist  das  Centrum  des  BUndels. 
Del  Re. 

Die  hier  besprochene  Fläche  wurde  von  C  leb  seh,  Math, 
Ann.,  3  und  Cremona,  ib.,  4  eigentlich  nur  erwähnt.  Eingehen- 
der beschäftigte  sich  mit  ihr  R.  Sturm,  Ueber  die  Flächen  mit 
einer  endlichen  Zahl  von  Geraden,  vorzugsweise  die  der  vierten 
und  fünften  Ordnung,  ib.,  4  imd  Gaporali,  der  ihr  seine 
wichtige  Doctordissertation,  Ann,  di  mat,  7  widmete. 

Eine  Abart  dieser  Fläche  ist  der  Ort  der  Berührungspunkte 
der  Yon  einem  festen  Punkt  aus  an  die  Flächen  2^^  Grads 
einer  Schar  gelegten  Tangentialebenen;  dieser  Ort  wurde  von 
Darboux,  BuU.  des  sdenc.  math,,  1871  studirt;  die  Fläche  hat 
die  Eigenthümlichkeit,  dass  sechs  ihrer  Geraden  durch  den  drei- 
fachen Punkt  gehen.  Andere  Arbeiten  über  dieselbe  Fläche  sind 
von  Del  Re,  dem  die  oben  angegebene  projective  Erzeugung  zu 
verdanken  ist,  Acc.  NapoU,  1886;  Bend.  Lincei,  1890;  Acc. 
Torino,  1893.  

Eine  andere  Fläche  5**'  Ordnung  ist  die  mit  einer  Doppel- 
curve  3^'  Ordnung;  sie  wurde,  wie  die  vorige,  ins  Besondere 
mit  Hülfe  ihrer  ebenen  Abbildung  studirt. 

Sie  enthält  11  einander  nicht  schneidende  Gerade,  die  SeJmen 
der  Boppelcurve  5**'  Ordnung  sind;  sie  enthält  femer  55  Kegel- 
schnitte, von  denen  jeder  zwei  der  Geraden  in  einem  Punkt 
schneidet.  Zwei  der  Kegelschnitte  schneiden  sich  entweder  nicht 
oder  sie  schneiden  sich,  je  nachdem  die  Geradenpaare,  denen  sie 
auf  die  vorstehende  Art  zugeordnet  sind.  Gerade  gemeinschaftlich 
haben  oder  nicht 

Die  Fläche  hat  220  dreifach  berührende  Ebenen,  die  zu  je 
20  durch  jede  der  Geraden  der  Fläche  gehen,  und  55  andere 
dreifach  berührende  Ebenen^  in  denen  die  55  Kegelschnitte  liegen, 
und  schliesslich  noch  weitere  dreifach  berührende  Ebenen^  wdche 
die  Fläche  in  nicht  degencrirten  Curven  5*®'  Ordnimg  schneiden. 
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Legt  man  durch  eine  Gerade  der  Fläche  das  Ebenenbüst^el, 
so  schneidet  eine  jede  dieser  Ebenen  die  Fläche  noch  einmal  in  einer 
ebenen  Gurve  4**'  Ordntmg;  diese  Curven  treffen  die  Gerade  in  zwei 
festen  und  zwei  beweglichen  Pu/nkten,  von  denen  die  letzteren  eine 
Involution  bilden;  es  gibt  daher  zwei  besondere  Ebenen,  deren 
Gurve  4^  Grdnung  die  Gerade  berührt.  Die  beiden  festen 
Schnittpunkte  der  Curven  vierter  Grdnung  mit  der  Geraden  sind 
mit  den  Punkten  identisch,  in  denen  die  Gerade  die  Doppelcurve 
5**'  Grdming  schneidet. 

Auf  der  Doppelcurve  5*®'  Grdnu/ng  liegen  10  Cuspidalj^unkte 
der  Fläche, 

Diese  Fläche  untersuchten  C  leb  seh,  Maifi,  Ann.,  1,  der 
ihre  ebene  Abbildung  seinen  Forschungen  zu  Grund  legte,  und 
B.  Sturm,  ib.,  4.  Andere  Arbeiten  über  denselben  Gegenstand 
sind  von  Del  Re,  Lincei,  1892,  1893;  Acc,  Modena,  9,  1893. 


Die  Fläche  5**'  Ordnung  mit  einer  Doppelcurve  4***'  Ord- 
nung !*•'  Species  wurde  von  0  leb  seh,  Gött,  Abh,,  15;  Math.  Ann., 
3;  Noether,  ib,,  3;  R.  Sturm,  ib.,  4  studirt;  eine  Fläche  5*®' 
Ordnung  mit  einer  dreifachen  Greraden  behandelte  Cremona 
in  seiner  Abhandlung  über  die  Trasf,  biraz.  deUo  spa^io,  Rendic. 
Istit.  Lomb.,  1871  und  später  Del  Re,  Lincei,  1891;  vergl.  auch 
R.  Sturm,  Math,  Ann,,  4,  p.  281;  eine  Fläche  5**'  Ordnung, 
die  zwei  doppelte  windschiefe  Gerade  besitzt,  imtersuchte  Clebsch, 
Math,  Ann,,  1  wieder  mit  Hülfe  ihrer  ebenen  Abbildung. 

Mit  rationalen  Flächen  5*®'  Ordnung  befassten  sich  auch 
Hill,  Math,  Beview,  1;  Americ,  Joum,,  19  imd  Montesano, 
Bend,  Acc,  NapoU,  1900,  1901. 

§  2.    Developpable  Fläohen  5^®'  Ordnung. 

Jede  Developpable  5*®'  Grdnung  ist  von  der  4*^  Classe, 
hat  eine  Inflexionserzeugende  und  eine  Doppelcurve  2^  Grdmmg, 

Jeder  ihrer  ebenen  Schnitte  ist  vom  Geschlecht  NuU;  mi^in 
ist  auch  die  Flächte  vom  Geschlecht  NuU, 

Sie  hat  zur  BücJcJcehrJcante  eine  Baumcurve  4*®'  Grdnung 
i*®'  Species  mit  einem  Cuspidalpunkt ,  der  dreifacher  Punkt  der 
Fläche  ist. 

Sie  ist  die  zweien  Flächen  2^^  Grdnung,  welche  eine  stationäre 
Berührung  in  einem  Punkt  miteinander  haben,  umschriebene  Deve- 
loppable, 
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lyie  Developpable  5**'  Ordnung  ist  die  Envdoppe  der  zweien 
Kegelschnitten  gemeinschaßldchen  Berührungsebenen,  falls  sich  diese 
zwei  Kegelschnitte  in  einem  Puf^t  treffen,  und  der  eine  in  dem 
gemeinsamen  Funkt  den  Schnitt  der  Ebenen  der  beiden  Kegel- 
schnitte berührt.     Cremona. 

Jede  Erzeugende  der  Fläche  trifft  eine  andere  Erzeugende,  die 
Cremona  der  ersteren  cofijugirt  nannte;  der  Ort  der  Sclmittpunkte 
zweier  conjugirter  Erzeugender  ist  natürlich  der  Doppelkegel- 
schnitt K  Ebenso  wollen  wir  die  Punkte  canjugirt  nennen,  in 
denen  zwei  conjugirte  Erzeugende  die  Cuspidalcurve  C  berühren, 
und  die  Ebenen  canjugirt,  welche  die  Developpable  in  zwei 
conjugirten  Erzeugenden  berühren. 

Alle  Geraden,  welche  zwei  conjugirte  Punkte  der  Baumcurve 
4**'  Ordnung  verbinden,  gehen  durch  denselben  Punkt;  dieser  ist 
der  Punkt  C,  in  welchem  die  Inflexionserzeugende  der  Develqppa- 
blen  die  Ebene  schneidet,  welche  die  Ourve  4*®'  Ordnung  in  dem 
stationären  Punkt  A  osculirL  Diese  sämmüichen  Geraden  bilden 
die  Erzeugenden  eines  Kegels  S^  Grads  8, 

Die  Ebene,  welche  zwei  conjugirte  Erzeugende  enthält,  be- 
rührt stets  denselben  Kegel  J2^  Grads  8.  Die  Schnittlinie  zweier 
conjugirter  Ebenen  berührt  immer  den  Doppelkegelschnitt  K  und 
liegt  daher  in  einer  festen  Ebene, 

Die  Inflexionserzeugende  wird  von  den  Paaren  conjugirter 
Ebenen  in  Paaren  von  Punkten  einer  Involution  geschnitten,  deren 
Doppelpunkte  der  Punkt  B,  in  welchem  die  Curve  4**'  Ordnung 
von  der  Inflexionserzeugenden  berührt  wird,  und  der  Punkt  0 
sind,  in  dem  diese  Erzeugende  die  Ebene  schneidet,  welche  die  Curve 
4**'  Ordnung  in  A  oscülirt. 

Die  conjugirten  Punkte  auf  der  Curve  4*®'  Ordnung  sind 
harmonisch  conjugirt  in  Bezug  auf  die  Spitze  des  Kegels  S^ 
Grads  S,  von  dem  oben  die  Bede  war,  und  die  Ebene  des  Doppel- 
kegelschnitts  K  Eine  ähnliche  Eigenschaft  besteht  für  die  con- 
jugirten Ebenen. 

Unter  anharmonischem  Verhältniss  von  4  Punkten  der  Baum- 
curve  4^^  Ordnung  versteht  man  das  anharmonische  Verhältniss 
der  4  Ebenen,  die  durch  die  4  Punkte  und  die  Gerade  gehen, 
welche  den  stationären  Punkt  A  der  Curve  4*®'  Ordnung  mit 
dem  Punkt  D  verbindet,  wenn  man  unter  D  den  Schnittpunkt 
der  durch  A  gehenden  Erzeugenden  der  Developpablen  mit 
der  Ebene  versteht,  welche  die  Developpable  längs  der  In- 
flexionserzeugenden berührt. 
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Analog  versteht  man  unter  anharmonischem  Verhältniss  von 
4  Berührungsebenen  der  Developpablen  dasjenige  der  4  Punkte, 
in  denen  diese  Ebenen  die  Gerade  schneiden,  welche  den 
Punkt  Bj  in  dem  die  Curve  4*®'  Ordnung  von  der  Inflexions- 
erzeugenden  berührt  wird,  mit  dem  Punkt  C  verbindet,  in  welchem 
diese  Erzeugende  die  in  A  die  Curve  4^'  Ordnung  osculirende 
Ebene  irÜTt. 

Man  erhält  dann: 

Der  Boppeücegdschnitt  K  ist  die  Enveloppe  einer  Ebene, 
welche  die  Raumcurve  in  4  Punkten  trifft,  die  eine  äquia/nhar- 
manische  Grruppe  büden. 

Der  Kegel  2^  Ordnimg  S  ist  der  Ort  der  Punkte,  von 
welchen  sich  an  die  Developpable  4  Tangentialebenenen  ziehen 
lassen,  die  eine  äquianharmonische  Gruppe  bilden. 

Der  Ort  der  Punkte,  von  welchen  sich  4  harmonische  Be- 
rähnmgsebenen  an  die  Developpable  eichen  lassen,  ist  eine  Fläclie 
5**'  Ordnung  und  4^""  Classe. 

Die  JEhtveloppe  der  Ebenen,  welche  die  Baumcurve  4**'  Ord- 
nung in  4  harmonischen  Punkten  schneiden,  ist  eine  Fläche  4^" 
Ordnu/ng  und  5**'  Classe, 


BezeicJmet  man  mit  X^  =  0,  JX^  =  0,  Xj  =  0,  X^  =  0 
vier  Ebenen,  so  kann  die  Gleichung  der  Devdoppahlen  5**' 
Ordnung 

Xi^X^*  —  ISXi^Xj^X^  +  54XiXj«X8X.  + 

+  8l'XiX/  —  27VX4  —  54Xj,«X8^  =  0  (Schwarz) 

geschrieben   werden;   darin   ist  X^  =  0    ein^   stationäre   Ebene, 
der  Punkt 

Xi  =  X,  =  X3  =  0 

der   dreifache   Punkt   der   Fläche,  d.  h,  der    Cuspidalpuhkt   der 
Bückkelircurve ;  die  Inflexionserzeugende  ist  die  Gerade: 

Xj  =  X^  =  0, 

und  der  Doppelkegelschnitt: 

X,  =  0,  X1X4  —  9X5^  =  0. 

Die  Berührungsebene  der  Fläche  wird  durch  die  Gleichung 
Xi<*  +  4Xj^  +  ßX^fi  +  X^  =  0 

dargestellt,  in  welcher  t  einen  beliebigen^  Parameter  bedeutet,  die 
zicei  Erzeugende  enthaltende  Ebene  durch: 
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und  der  von  diesen  Ebenen  eingehüllte  Kegel  S  durch  die  GleicJmng: 

JL<   -^A    *^  -"-O       ^^    V. 

Die  Ebene 

Xi^+ 3X8^  +  3X8  =  0 

geht  durch  die  Erzeugenden  der  Developpäblen  und  umhüUt  den 
Kegd  2^""  Grads 

3X,*  — 4XiXj=0, 

auf  welchem  auch  die  Curve  4^^  Ordnung  Uegt,  die  sich  als  Schnitt 
dieses  und  des  vorigen  Kegels  ergibt:  diese  Kegel  haben  die 
Beruhrungsebene  X^  =s  0  gemeinschaftlich  und  die  Spitee  des 
zweiten  Kegels  liegt  auf  dem  ersten,  d.  h.  die  Verbindungsgerade 
der  Spitzen  ist  eine  Erzeugende  des  ersten  Kegels, 

Die  Coordinaten  X^,  X,,  Xj,  X^  eines  Punkts  der  Bückhehr- 
kirnte  erhaU  man  aus 

Mit  den  developpablen  Flächen  5**'  Ordnung  beschäftigten 
sich  Cayley,  Cambr.  Joum.,  5,  1850=  CöU.  maih,  papcrs,  1, 
p.  500;  Quart.  Joum,,  1864  =  CoU.  math.  papers,  5,  p.  267; 
Chasles,  CompL  Bend.,  1862,  p.  317,  418,  715;  Cremona, 
ib.,  p.  604;  H.  A.  Schwarz,  CreUe,  64.  Ueber  eine  analytische 
Behandlung  der  von  Cremona  stammenden  Theoreme  siehe 
D'Ovidio  und  Salvatore  Dino,  Giorn.  di  Batt.,  3. 

§  3.    Windschiefe  Regelfläohen  5^'  Ordnung. 

Die  unndschiefen  Begetflächen  5**'  Ordnung  sind  entweder 
vom  Geschlecht  Null,  oder  vom  Geschlecht  1,  oder  vom  Ge- 
schlecht 2.     Die  Flächen: 

vom  Geschlecht  Null  enthalten  sämmüich  eine  entweder  degene- 
rirte  oder  nidit  degencrirte  DoppeLcurve  ß^^  Ordnwng  (wenn  man 
auch  eine  vierfache  Gerade  cUs  6  zusammenfallende  Doppelgerade 
und  mithin  als  eine  specielle  Degeneration  einer  Doppelcurve  6^'  Ord- 
nung auffasst); 

vom  Geschlecht  1  eine  Doppelcurve  5*®'  Ordnung^  die  entweder 
degenerirt  isi  oder  nicht; 

vom  Geschlecht  2  eine  degenerirte  Doppelcurve  4*®'  Ordnung, 

Die  Flächen  vom  GeschlecfU  Ntdl  und  vom  Geschlecht  1 
hohen  ein  unendliches  System  ebener  Curven  5*®'  Ordnung:  davon 
sind  diejenigen  Flächen  nuUten  Geschlechts  ausgenommen ,  die  eine 

Pascal,  Bepertorium.  11.  23 
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gerade  Directrix  besitzen,   durch  deren  Funkte  immer  eine  ein 
sige  zweite  Erzeugende  geht. 


H.  A.  Schwarz,  CreUe,  67  hat  sie  in  10  Arien  vom  Geschlecht 
yuU,  4  vom  Geschlecht  1  und  eine  vom  Geschlecht  2  classificirt. 

Die  windschiefen  Regelflächen  vom  Geschlecht  Null  lassen 
sich  auf  eine  der  beiden  folgenden  Arten  erzeugen: 

I.  Man  lässt  die  Punkte  einer  Geraden  und  einer  ebenen 
Curve  4^^  Ordnung  vom  Geschlecht  NuU  einander  ein-eindeidig 
entspredien;  der  Ort  der  die  entsprechenden  Punkte  verbinden- 
den Geraden  ist  im  Allgemeinen  eine  windscftiefe  Begdflädie 
vom  Geschlecht  NuU  und  von  der  5*^  Ordnung. 

II.  Man  ordnet  die  Punkie  zweie}'  ebenen  Curven  5*"'  Ord- 
nung vom  Geschlecht  NuU,  die  einen  sich  selbst  entspredtenden 
Punkt  gemeinschaftlich  haben,  einander  ein^eindeuHg  zu;  der  Ort 
der  Geraden,  welche  die  sich  entsprechenden  Punkte  verbinden, 
ist  eine  windschiefe  Begelfläche  nullten  Geschleclits  und  5*®'  Ordnung. 

Diese  letztere  Erzeugungsweise  kann  man  auch  durch  eine 
andere  ersetzen: 

n.bis)  Man  ordnet  die  Punkte  eines  Kegelschnitts  und  die 
einer  Curve  5**'  Ordnung  vom  Gescfdedit  Nitü  einander  ein-ein- 
deutig  zu;  der  Ort  der  die  entspreckenden  Punkte  verbindenden 
Geraden  ist  eine  rationale  windschiefe  Regelfläche  5**'  Ordnutig. 

Bei  dieser  letzteren  Gonstruction  kann  der  Kegelschnitt  in 
eine  Doppelgerade  zerfallen;  man  verfährt  dann  so,  dass  man 
eine  Correspondenz  (2,  1)  zwischen  den  Punkten  der  Geraden 
und  der  Curve  3**'  Ordnung  herstellt. 

Die  Gleichung  einer  auf  die  erste  Art  erzeugten  Flädie 
lässt  sicli  durch  Elimination  von  t  aus  zwei  GleicJtungen  vom 
Tffpus 

X.tf'  +  X,i^  +  X,fi  +  X^t  +  ^5  =  0, 

X,t  +  X,  =  0 

bilden,  worin  die  X  =  0  Ebenen  des  Baums  darstellen. 

Die  Gleichung  einer  auf  die  zweite  Art  erzeugtcfi  Fläcfie 
erhält  man  im  Allgemeinen  durch  Elimination  von  t  aus  den 
beiden  Gleichungen  i 

Xi^  +  X,*«  +  X3<+X,  =  0, 
X5<»+X,*+X,=0. 
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(An  Stelle  der  zweiten  dieser  Gleichungen  kann  man  natürlich 
eine  lineare  Combination  der  beiden  und  mithin  eine  in  t  cubi- 
sehe  Gleichung  substituiren). 

Bei  der  ersten  Canstrudion  ergibt  sich  eine  rationale  wind- 
schiefe Regelfläche  mit  einer  vierfachen  Geraden  (der  Geraden 
Xß  =  X,  =  ü).     Der  Typus  I  von  H.  A.  Schwarz. 

Durch  die  zweite  Construction  erhält  man  im  Allgemeinen 
windschiefe  Begelfläcfien,  welche  zur  Doppellinie  eine  Curve  6'**'  Ord- 
nung mit  einem  dreifachen  Punkt  haben,     Typus  IL 

Diese  Curve  Q^^  Ordnung  kann  degeneriren;  es  ergeben  sich 
dann  die  folgenden  anderen  Fälle:  Die  Doppdcurve  besteht  aus: 

in.  einer  dreifadien  Geraden  u/nd  einer  cubischen  Baum- 
curve,  die  mit  der  dreifacfien  Geraden  zwei  Punkte  gemeinschaft' 
lieh  hat; 

aUe  Erzeugenden  treffen  die  dreifache  Gerade  (Leitgerade, 
gerade  Directrix); 

IV.  einer  dreifachen  Leitgeraden,  einem  KegelscJmitt  und 
einer  Geraden; 

V.  einer  dreifadien  und  einer  doppelten  Leitgeraden  und 
zwei  doppelten  Geraden; 

VI.  einer  Leitgeraden,  einei'  Baumcurve  5^'  Ordnung  mit 
einem  dreifadien  Punkt  und  mit  drei  sdieinbaren  Doppelpunkten; 
die  Curve  hat  zwei  Punkte  mit  der  Geraden  gemeinsdiafüidi ; 

Vn.  einer  Leitgeraden,  einer  Baumcurve  4^^  Ordnung  mit 
einem  Doppelpunkt  und  einer  anderen  Geraden;  die  Curve  4**' 
Ordnung  schneidet  die  gerade  Directrix  in  einem  Punkt; 

Vm.  einem  Kegelschnitt  und  einer  Baumcurve  4**"  Ordnung 
mit  einem  Doppelpunkt;  der  Kegelschnitt  gdit  durdi  den  Doppel- 
punkt und  durch  2  andere  Punkte  der  Baumcurve  4**'  Ordnung; 

IX.  drei  Kegelschnitten  mit  einem  gemeinsamen  Punkt,  die 
sidi  zu  je  zweien  in  einem  weiteren  Punkt  schneiden; 

X,  einer  geraden  Directrix  und  einer  Baumcurve  5**'  Ord- 
nung mit  einem  Doppelpunkt 


Die  windschiefen  Regelflächen  5**'  Ordnung  vom  Gvschhcht 
1  dagegen  lassen  sich  auf  die   nachstehende  Art  erzeugen: 

Man  denkt  sich  in  einer  Ebene  eine  allgemeine  Curve  5**' 
Ordnung  und  nimmt  auf  ihr  einen  Punkt  an,  von  weldiem  aus 
die  übrigen  Puhkte  der  Curve  prqjicirt  werden;  diese  tverdcn 
so  in  Paare  vereinigt;  denkt  man  sidi  femer,  die  Curve  verdoppele 
sidi  in  zwei  Curven,  deren  Ebenen  getrennt  sind,  und  ein  Punkt 

23* 
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der  einen  entsprecJie  demjenigen  der  beiden  Punkte  der  Paare  der 
anderen  Ebene,  mit  dem  er  vor  der  Spaltung  nicht  zusammenfiel, 
so  ist  der  Ort  der  Geradeti,  welche  die  entsprechenden  Punkte 
verbinden,  eine  uindschiefe  Begelfläcfte  vom  Geschlecht  1,  H.  A. 
Schwarz. 

Es  sind  die  folgenden  Arten  zu  unterscheiden: 

XI.  Die  Flädte  mit  einer  Dqppdcurve  5.  Ordnung;  durdt 
jeden  Punkt  der  letzteren  gehen  zwei  Erzeugende,  von  denen  jede 
die  Doppelcurve  in  nocli  zwei  Punkten  schneidet. 

Durch  jeden  Punkt  des  Raums  gehen  5  Ebenen,  von  denen 
jede  mit  der  Fläche  zwei  Gerade  gemeinschafUich  hat. 

Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  zwei  ebene  auf  der 
Fläche  liegende  Curven  3^^  Ordnung,  ^ 

XII.  Die  Fläcfte  mit  einer  dreifadien  Leitgeraden  und  einem 
doppelten  Kegelschnitt. 

Xm.  Die  Flächte  mit  einer  dreifachen  Leitgeraden,  einer 
doppelten  Leitgeraden  und  einer  doppelten  Geraden. 

XIV.  Die  Flädte  mit  einer  doppelten  Leitgeraden  und  einer 
doppelten  Baumcurve  4^'  Ordnung. 


Die  windschiefen  Regelflächen  5**'  Ordnung  vom  Gesdilecht 
2  schliesslich  kann  man  sich  auf  die  folgende  Art  entstanden 
denken. 

Man  betrachte  eine  ebene  Curve  4**'  Ordnung  mit  einem 
Doppelpunkt  und  das  von  dem  letzteren  ausgeliende  Strahlen- 
büscJiel  u/nd  denkt  sich  eine  gerade,  nicht  in  derselben  Ebene  liegende 
Punktreihe  (a)  projectiv  derart  auf  das  Büschel  bezogen,  dass  ein 
bestimmter  Punkt  der  Geraden  mit  einem  der  beiden  Schnittpunkte 
zusammenfällt,  in  welchen  der  dem  Punkt  entsprechende  StraJd 
die  Curve  4*®'  Ordnung  trifft;  der  Ort  der  Geraden,  welche  jeden 
Punkt  P  der  Geraden  mit  den  beiden  variabelen  Punkten  verbin- 
den, in  tcekhen  der  dem  Punkt  P  entsprechende  StrM  die  Curve 
4**"'  Ordnung  schneidet^  ist  eine  Itegdfläche  5*®'  Ordnung  vom 
Geschledit  2. 

Die  Gerade  (a)  ist  dreifacJie  Leitgerade  der  Fläche,  auf 
welcher  noch  eine  andere  doppelte  Leitgerade  existirt. 

Näheres  findet  man  in  der  citirten  Arbeit  von.H.  A.  Schwarz, 
der  wir  die  vorstehenden  Resultate  entnommen  haben. 
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§  4.   Flächen  6^'  Ordnung  oder  Classe. 

Eine  Fläche  6*^  Classe  wnrde  von  Seligmann  Kantor, 
Wien.  Ber.  1879,  (79),  2,  p.  768  untersucht;  sie  entsteht  folgen- 
dermassen: 

Man  betrachtet  drei  Punkte  Ä^,  A^,  A^  im  Baum  und  eine 
Flädie  2^^  Grads  F^.  Von  einem  variäbelen  Punkt  P  der 
letzteren  werden  die  Punkte  A  auf  die  Fläf^e  2^^  Grads  pro- 
jicirt;  die  Ebenen  der  Prcjectionen  der  drei  Punkte  umhiiUen  die 
Fläche  ^'  Classe. 

Die  Fläche  lässt  sich  auf  eine  Ebene  ahbUden;  sie  hat 
eine  vierfach  berührende  Ebene  (die  Ebene  der  drei  Punkte  A), 
welche  die  Fläcfie  in  jedem  der  Berührungspunkte  osculirt. 

Zwei  Berührungsebenen  an  die  Fläche,  welche  sich  in  einer 
Geraden  a  der  vierfach  berührenden  Ebene  E  schneiden,  werden 
durch  E  und  die  Ebene  harmonisch  getrennt,  welche  durch  den 
Pol  von  E  in  Bezug  auf  die  Fläche  2^  Grads  und  durch  a  geht. 

Der  Flächte  ist  ein  Kegel  3*^  Classe  doppelt  umschrieben, 
dessen  Spitze  in  dem  eben  genannten  Pol  liegt. 

In  der  vierfach  berührenden  Ebene  giebt  es  drei  Gerade 
{die  Seiten  des  Dreiecks  A^A^A^  von  der  Beschaffenheit,  dass 
durch  jede  von  ihnen  unendlich  viele  die  Fläche  doppelt  berührende 
Ebenen  gehen. 

Die  zu  dieser  Fläche  dualistische  Fläche  ist  natürlu^  von 
der  6***"  Ordnung,  hat  einen  vierfachen  Punkt,  drei  durch  diesen 
gehende  Doppelgerade  und  eine  ebene  Doppelcurve  5**'  Ordnung. 


Derselbe  Autor  (Kantor)  hat  an  dem  angegebenen  Ort 
auch  eine  andere  Fläche  untersucht: 

Man  betrachtet  4  Punkte  A^,  A^.,  A^,  A^  und  eine  Fläche 
2^^  Grads  jPj,  projicirt  von  einem  Punkt  von  F^  die  4  Punkte 
auf  F^  und  erhält  so  4  andere  Punkte 

-4j ,  A^y  A^j  A^] 

die  beiden  Tetraeder  (A)  und  {A')  sind  homolog;    ifire  Homo- 
logieebene hülU  eine  Flädie  6^^  Classe  ein. 


Eine  weitere  Fläche  6*®' Ordnimg  wurde  von  Emil  Weyr, 
Ueber  Flächen  sechsten  Grades  mit  einer  dreifadten  cubischen 
Curve,  Wien.  Ber.,  1882  (85,  2.  Abth.)  p.  513  studirt;  man 
erhält  sie  auf  die  folgende  Art: 
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Auf  einer  Raumcurve  3*«'  Ordnung  betrachtet  man  eine 
Involution  von  4  Punkten ;  die  Kanten  des  Tetraeders  der 
4  Punkte  einer  jeden  Gruppe  erzeugen  eine  Rcgelßäche  6^'  Ord- 
nung, weldte  die  Curve  5**'  Ordnung  zur  dreifaclien  Curve  hat. 
Die  Seitenflächen  des  Tetraeders  oscüUren  eine  Curve  5**"  Classe, 

Der  der  Fläcfie  umschriebene  Kegel,  dessen  Spitze  in  einem 
beliebigen  Punkt  des  Raums  liegt,  ist  6^^  Classe  und  hat  die  3 
durdi  diesen  Punkt  gehenden  Osctdationsebenen  der  eben  genann- 
ten Curve  3^'  Classe  zu  dreifachen  Berührungs^enen, 

Noch  eine  andere  Fläche  6*®'  Ordnung  betrachtete  Noether, 
MatJi,  Ann.  3,  p.  203  u.  ff.  Si/i  besitzt  als  Doppelcurve  eine 
liaumcurve  3^  Ordnung  und  eine  Gerade,  welche  diese  Curve 
nidit  scfineidet 

Ihre  Gleichung  Idsst  sich  schreiben: 

-^A*yüV,  =  0,  (t,Ä=l,2,  3); 

darin  ist 

die  L,  M  sind  in  den  Coordinaten  x^^,  X2,  x^,  x^  homogene  lineare 
Functionen  und  die  Ä  ergeben  sicfi  aus  den  Formeln 

Jede  Ebene  des  Büscliels 

x^  —  Xx^  ==  0 

schneidet  die  Fläcfie  ausser  in  der  doppelt  gezäJiUen  Äxe  des 
Büschels  in  einer  variabelen  rationalen  Curve  4*®'  Ordnung  (mit 
drei  Doppelpunkten), 

Die  Gleichung  der  Fläche  enthält  18  Constante,  weil  die 
Existenz  der  Doppelcurve  3*®'  Ordnung  und  der  Doppelgeraden, 
wie  Noether  beweist,  66  Constante  absorbirt. 

Ausser  der  Doppelgeraden  besitzt  die  Flädie  10  Gerade. 

Die  Fliiche  ent^tält  12  KcgelsdmiUe  und  32  Baumcurven 
«!^*«'  Ordnung, 

Diese  Curven  liegen  zu  je  ziveien  zugleich  mit  der  Doppelcurve 
»3**'  Ordnung  auf  demselben  Hyperboloid  und  gehen  durch  dieselben 
beiden  Punkte  der  Doppelgeraden. 

Jede  von  Utnen  hat  5  Punkte  mit  der  Doppelcurve  5*®'  Ord- 
nung gemeinsdiafÜidi   und  keine  schneidet  eine  der  10  Geraden, 
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Jede  der  32  Curven  5*®^  Ordnung  ist  6  Kegelschnitten  zu- 
geordnet,  ivel<^ie  sie  in  je  einem  Punkte  schneidet. 

Vertheilt  man  die  12  Kegelsctmitte  derart  in  6  Paare,  dass 
in  dasselbe  Paar  diejenu/en  kommen,  die  durcfi  die  nämliclien 
Punkte  der  Doppelgeraden  gehen,  und  tvählt  aus  5  Paaren 
5  Kegelschnitte  beliebig  aus,  so  existirt  immer  eine  der  32  Baum" 
curven  5**'  Ordnung,  welche  die  5  gewählten  Kegelschnitte  in  je 
einem  Punkt  schneidet;  der  sechste  von  derselben  Curve  geschnit- 
tene Kegelschnitt  bleibt  auf  diese  Art  eindeutig  bestimmt 

Die  FUlche  ist  vom  Geschlecht  Null  und  deshalb  auf  dir 
JSbene  abbildbar.  Diese  ebene  Abbildung  sowie  viele  andere 
Eigenschaften  wurden  von  Noether  1.  c.  studirt. 


Andere  Flächen  6**'  Ordnung  sind  die  sogenannten  Beruh- 
rührungsflächen  der  Kummer'schen  Fläche,  deren  Studium  aus  der 
Untersuchung  der  hyperelliptischen  Functionen  vom  Geschlecht  2 
hervorging.  Sie  berühren  die  Kummer'scJie  Fläche  längs  einer 
Curve  12^^  Ordnung, 

In  Bezug  auf  ihre  Gleichung,  die  man  rational  nennt,  weil 
ihre  Coeffwienten  rationale  Invarianten  der  binären  Form  6^^  Ord- 
nung sind,  siehe  Pascal,  Ann,  di  mat.,  (2),  19. 

Noch  andere  Flächen  6^'  Ordnung  wurden  von  Pieri, 
Are,  TorinOj  1889;  Humbert,  Compt.  Befxd.^  1895;  Del  Pezzo, 
Acc,  Napoli,  1897;   etc.   betrachtet. 


Wir  wollen  schliesslich  noch  Einiges  über  die  developpa- 
blen  Flächen  6***"  Ordnung  sagen. 

Die  Bückkehrcurve  einer  solchen  Fläche  kann  nicht  von 
höherer  als  der  ö**^  und  geringerer  als  der  4^^  Ordnung  sein. 

Die  Fläche  ist  immer  vom  Geschlecht  Null,  d.  h.  das  Ge- 
schlecht eines  jeden  ihrer  ebenen  Schnitte  ist  Null. 

Es  gibt  3  Arten  von  Developpäblen  6^^  Ordnung,  nänüidi: 

1.  Die  Fläche,  deren  Bückkehrkante  eine  Baumcurve  4^^  Ord- 
nung entweder  i**'  oder  2^^  Spedes  ist.  In  dem  ersteren  Fall  hat 
diese  Baumcurve  einen  wirklichen  und  zwei  scJieinbare  Doppclpunkte  : 
d.  h.  sie  ist  der  Sdmitt  zweier  Fläcfien  <2*®'  Ordnung,  ivelche  sich 
in  einem  Punkt  berühren;  in  dem  2'^^  Fall  hat  sie  3  scheinbare 
Doppelpunkte. 

Ihre  charakteristischen  ZaSilcfi  sind  (über  die  Bedeutung 
der  Symbole    vergl.  Kap.  9,   §  4).- 
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«1  =  6,    «  =  4,    (3  =  0,    x=6,    y  =  4,    ^=6,    A  =  4, 

T  =  0,    Ä-  =  6,    1?  — 6. 

Ihr  ebener  Schnitt  ist  eine  Curve  6^^  Ordnung  uwdf  Classe 
mit  4  Spitzen,  6  Doppelpunkten,  4  Inflemionstangenten  und 
6  Doppdtcmgenten, 

Andere  Eigenschaften  findet  man  in  Kap.  10,  §  4,  S.  263. 

2.  Die  Fläche,  deren  Bückkehrkante  eine  Raumcurve  5**'  Ord- 
nung mit  2  Spitzen  und  4  scheinbaren  Doppelpunkten  ist, 

Ihre  charakteristisdien  Zahlen  sind: 

ni  =  5,     a=2,     ß  =  2,     x=ö,    j/ =  5,    g  =  ^,    ^=2, 

T  =  0,    Ä;=4,    22  =  6. 

Der  ebene  Schnitt  der  Fläche  ist  6^  Ordnung  und  5**'  Classe 
mit  5  Doppeilpunkten,  5  Spitzen,  2  Wendungen  und  4  Doppd- 
tangenten, 

3.  Die  Fläche,  deren  Bückkeiirkante  eine  Baumcurve  6^'  Ord- 
nung mit  4  Spitzen  und  6  scheinbaren  Doppelpunkten  ist. 

•  Dife  charäkterisMs<^en  Zahlen  sind: 

t»  =  4,    a  =  0,    13  —  4,    a;  =  4,    i/ =  6,    ^r  — 3,    X  =  0, 

T  =  0,    Ä;=3,    7?  =6. 

Die  4  Ebenen,  tvelcfie  längs  der  4  Cuspidalerzeugenden  be- 
rühren, gelten  durch  den  nämlichen  Punkt. 

Ihr  ebener  Schnitt  ist  ^**'  Ordnung  und  4**^'  Classe  mit 
6  Spitzen,  4  Doppelpunkten,  3  Doppeltangenten  und  keiner 
Wendung. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Developpablen  6*^'  Ord- 
nung kann  auf  die  folgende  Art  aufgestellt  werden: 

Es  seien  X^  =  0 , . . . ,  X5  =  0  die  Gleichungen  von  5  EbeneÄ  ; 
die  Formen  X  sind  dann  natürlich  durch  eine  lineare  Beziehung 
verbunden,  die  wir 

a^X^  +  4ajX,  +  603X3  +  4.a^X^  +  a.X^  =  0 

schreiben  wollen. 

Die  Gleidiung  der  Developpablen  6**®'  Ordnung  lautet  dann 

(Cayley): 

(X,X5  +  4X,X,  +  3X3»)»- 

-27(X,X3X5  — X,X,«-X/X3  +  2X,X3X,-X3^)«  =  0. 

Die  Bäckkefirkante  ist  der  (partieUe  oder  totale)  Sdiniit  der 
beiden  Flächen 
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Die  Doppelr  oder  Knotencurve  wird  durch  die  Gleichungen 
hestimnU: 

X,X,  -^X,«        X,X,  -X,X^^  X^X,+  2X,X,-8X,«  _ 
Xj  ""  2X,  6X, 

Xi|Xg  —  Ab_^ XjXg  —  A4 

—  X,-  —  2X.""' 

und  die  SchniUpu/nkte  der  Knotencurve  u/nd   der  RückkehrJcante 
durch: 

X,        Xj        X4        Xß 

Die  verschiedenen  Arten  von  Developpablen  6**'  Ordnung 
unterscheiden  sich  nach  der  Beschaffenheit  der  Coefficienten 
^19  •••'^59  ^'  ^*  nach  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  der 
Gleichung  4^^  Grads,  die  diese  Zahlen  zu  Coefficienten  hat. 
Cayley. 

Sind  näwlich  diese  Wurzeln  u/ngleich,  so  erhält  man  die 
Devehppdble  mit  einer  BückkehrJccmte  6**"  Ordnung. 

Sind  zwei  Wurzeln  gleich,  so  ist  die  RüMe^irkante  5^ 
Ordnung. 

Sind  dagegen  zwei  Paare  von  Wurzeln  gleich,  so  hat  die 
Beveloppahle  eine  Riickkehrkante  4*®'  Ordnung  2^'  Species. 

Wenn  die  4  Wurzeln  eine  harmonische  Gruppe  büden,  so 
ergibt  sidi  die  Developpäble  mit  der  Rückkehrkante  4**'  Ordnung 
i*®'  Species. 

Wenn  schliesslich  3  oder  4  Wurzeln  gleich  sind,  so  degenerirt 
die  Developpable  in  andere  Developpahle  5**'  bez,  4**"  Ordnung. 


Mit  diesen  Developpablen  6^'  Ordnung  beschäftigten  sich 
Cayley,  Cambr.  Math.  Journ.,  5,  1850;  Quart.  Journ.  7,  186ö; 
9,  1867;  Ann.  di  mat,  2,  1868,  p.  99  u.  219,  etc.;  Salmon, 
Cambr.  Math.  Journ.,  1850;  Chasles,  Compt.  Rend.,  54,  1862; 
H.  A.  Schwarz,  Crelle^  64. 

Die  windschiefen  Begelflächen  6*®'  Ordnung  untersuchte 
Bergstedt,  Om  regelytor  af  6  graden,  Dissert.,  Lund  1886; 
Fink,  Ueber  windschiefe  Flächen  im  Allgemeinen  und  insbeson- 
dere über  solche  des  6'**°  Grads.  Tübinger  Dissert. ,  auch  in  dem  Cor- 
respondenzblatt  für  die  Gelehrten-  und  Realschulen  Württembergs, 
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1887;  Wiman,  Classification  af  regdytorna  af  6  graden,  Lund 
1892.    Vergl.  auch  Wiman,  Ada  math.,  19. 


§  5.    Die  Developpablen  7^'  Ordnung. 

Die  Rückkehrcurve  einer  Developpablen  7*®'  Ordnung  kann 
entweder  von  der  5***^,  6**°  oder  7*®"  Ordnung  sein. 

Wir  führen  hier  zuerst  ein  Theorem  an,  welches  for  alle 
Developpablen  ungerader  Ordnung  gilt: 

Bei  jeder  ahwickdharen  Fläche  ungerader  Ordnung  ist  die 
Anzahl  der  Inflexionsherührungsebenen  ungerade  und  ebenso  ist  die 
Anzahl  der  Spitzen  der  Rückkehrcurve  ungerade.  H.A.Schwarz. 

Alle  Developpablen  bis  zur  7*^  Ordnung  inclimve  sind 
vom  Geschlecht  Ntdl,  weil  ihre  ebenen  Schnitte  dieses  Geschlecht 
haben;  daraus  folgt,  dass  für  sie  die  Summe  der  Zahlen,  welche 
die  Ordnung  der  Rilckkehrk^nte  und  die  Ordnung  der  Knoten- 
curve  angeben,  constant  ist. 

Diese  sämmüichen  Flächen  bis  zur  7*^  Ordnung  ifidusive 
lassen  sich  als  Enveloppen  von  Irenen  auffassen,  in  deren  Glei- 
chungen ein  Parameter  t  rational  eingeht,  d.  h.  von  Ebenen,  die 
durdi  Gleichungen  von  der  Form 

Zif^  +  Xj^-^H =0 

dargestellt  werden;  darin  ist  n  eine  ganze  positive  Zahl  und  die 
X  sind  in  den  Coordinateti  lineare  Ausdrücke. 

Cayley  nannte  diese  Developpablen  planar;  ihnen  ist  die 
Arbeit  von  H.  A.  Schwarz,  Cr  eile,  64  gewidmet. 

Die  charakteristischen  ZoHden  für  die  drei  Species  von  De- 
veloppablen 7**'  Ordnung  sind  die  folgenden  (Schwarz  1.  c): 

1.  die  Bückkehrcurve  ist  5*®'  Ordnwig:  r 

m  =  l,  g=lO,  h  =  b,  a  =  5,  i3=l,  a;=10,  3^  =  8,  ;L=  7, 

r=2,  /c  =  22,   iJ  =  13; 

2.  die  liückke^trcurve  ist  6'*®'  Ordnung: 

w  =  6,    <7=7,   //  =  7,   a  =  3,    i5  =  3,  x  =  9,  f/  =  9,  ;i  =  6, 

T  =  l,   ife=18,   JR=12; 

3.  die  Bückkehrcurve  ist  7*®'  Ordnung: 

wi  =  5,  g=i)^  7/  =  10,  cf  =  l,  /3  =  5,  x=S,  y  =  10,  il  =  5, 

T  =  0,   A  =  15,   Ä=ll. 
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§  6.   Begelfläohen  von  beliebiger  Ordnung. 

Wir  haben  auf  S.  207  und  ff.  einige  allgemeine  Eigenschaften 
der  algebraischen  Begelflächen  angegeben  und  dann  auf  S.  223, 
230  noch  andere  sie  betreffende  Sätze  hinzugefügt;  diese  be- 
ziehen sich  auf  die  Ordnung,  die  Classe,  das  Geschlecht,  die 
Knotencurve  der  Regelflächen,  auf  die  Curven,  die  sich  auf  ihnen 
beschreiben  lassen,  etc.  Wir  wollen  jetzt,  ohne  uns  zu  wieder- 
holen, noch  einige  andere  interessante  Sätze  anführen. 

Wir  bemerken  vor  Allem  die  projective  Eigenschaft: 

Jede  Ebene,  wddie  eine  Erzeugende  der  windschiefen  Regel- 
fläche enthält,  berührt  die  Fläche  in  einem  und  nur  in  eimm 
Punkt;  das  Büschel  van  Berührungsebenen  ist  projectiv  zu  der 
Punktreifie  der  Berührungspunkte  längs  der  Erzeugenden.  C  h  a  s  1  e  s. 

Wir  bemerken  femer  die  folgenden  metrischen  Eigenschaften : 

Scfmeidet  man  eine  Begelfläcfie  mit  Ebenen,  die  einer  festen 
Ebene  parallel  sind,  so  bilden  die  in  den  Punkten  derselben  Er- 
zeugenden an  die  Schnittcurven  gelegten  Tangenten  ein  hyper- 
bolisches Parabolaid. 

Auch  die  Nonneden  der  Fläche  in  den  Punkten  einer  Er- 
zeugenden büden  ein  hgperbolisdies  Paraholoid  (das  Normdlen- 
paraboloid). 

Centralpuftkt  einer  Erzeugenden  heisst  der  Fusspunkt  des 
Lothes,  welches  dieser  Erzeugenden  und  der  ihr  unendlich  nahen 
gemeinschaftlich  ist;  der  Ort  aller  Centralpunkte  bildet  die  so- 
genannte Strictionslinie.     Chasles. 

Der  Centralpunkt  einer  Erzeugenden  ist  der  Scheitd  des 
NormdlenparaboUnds, 

Centraisbene  in  Bezug  auf  eine  Erzeugende  nennt  man 
die  Ebene,  die  durch  die  Erzeugende  und  das  dieser  und  der 
ihr  unendlich  nahen  Erzeugenden  gemeinschaftliche  Loth  geht, 
und  Schliefe  einer  Beriihrungsebene  wird  dann  wohl  der  Winkel 
zwischen  ihr  und  der  Centralebene  in  Bezug  auf  die  durch  den 
Berührungspunkt  gehende  Erzeugende  genannt. 

Die  Tangente  der  Schiefe  einer  Berührungsebene  ist  dem 
Abstand  des  Berührungspunlis  von  dem  CentroHpunkt  propor- 
tional. 

Die  Centralebene  berültrt  in  dem  Cetüralpunkt :  die  Central- 
ebene und  die  Berührung  sehend  in  dem  unendlich  fernen  Punkt 
der  Erzeugenden  stellen  senkrecfU  aufeinander. 

Parameter  einer  Erzeugenden  heisst  der  Abstand  ihres  Cen- 
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tralpunkts  von  dem  Punkt,  in  welchem  die  Schiefe  der  Beruh- 
rungsebene         beträgt. 

Wenn  eine  Ebene  durch  eine  Erzeugende  einer  windschiefen 
Fläche  geht,  so  ist  das  Product  der  Abstände  des  Centralpunkts 
von  den  beiden  Punkten,  in  welchen  die  Ebene  berührt  bez. 
normal  ist,  constant  und  dem  Quadrat  des  Parameters  gleich. 
Chasles. 

Wenn  zwei  windschiefe  Flächen  sich  in  allen  Punkten  einer 
Erzeugenden  unter  constantem  Winkel  schneiden,  so  hat  diese 
Gerade  denselben  Parameter  und  denselhm  Centralpunkt ,  mag 
man  sie  nun  als  zur  einen  oder  zur  anderen  Fläche  gehörig  he- 
trachten  und  umgekehrt. 

Auf  den  windschiefen  Regelflächen  sind  gewisse  singulare 
Punkte  und  Gerade  bemerkenswerth;  nehmen  wir  an,  eine  ge- 
wisse Erzeugende  schneide  die  ihr  unendlich  nahe;  alsdann  wird 
der  Schnittpunkt  der  beiden  unendlich  nahen  Erzeugenden 
Cuspidälpunkt  (Spitze,  sammet)  genannt,  während  die  Erzeugende, 
auf  welcher  dieser  Punkt  liegt,  singulär  (arete,  Kante,  Torsal- 
Urne)  und  die  (Berührungs)- Ebene,  welche  durch  die  singulare 
Erzeugende  und  die  ihr  unendlich  nahe  geht,  singulare  Berüh- 
rung sehene  heisst. 

Offenbar  gehört  der  Guspidalpunkt  der  Doppel-  oder  Knoten- 
linie an. 

Wenn  n  die  Ordnung  und  a  der  Rang*)  der  windschiefen 
Flädie  ist,  so  wird  die  Anzahl  der  singulärcn  Erzeugenden 

T=  J2a  —  2n. 

Sturm,  Math.  Ann.  6;   Schubert,  ib.,  17. 

Da  eine  Gerade  des  Raums  durch  4  Bedingimgen  bestimmt 
wird,  so  erhält  man  im  Allgemeinen  eine  Regelfläche,  wenn  der 
Geraden  vorgeschrieben  wird,  dass  sie  entweder  drei  gegebene 
Curven  treffen  soll,  oder  eine  Curve  zweimal  und  eine  andere 
einmal  oder  schliesslich  eine  Curve  dreimal. 

Es  bietet  sich  nun  das  Problem  dar,  die  Charakteristiken 
der  Regelflächen  zu  bestimmen,  welche  diese  Curven  auf  die 
angegebene  Art  zu  Leitlinien  haben.  Damit  beschäftigten  sich 
C  a  y  1  e  y ,  Canibr.  Journ.,  7 ,  1852  =  Cod.  math.  papers,  2,  p.  33; 

*)  Man  pflegt  Rang  einer  Fläche  die  Ordnung  a  des  ihr  um- 
schriebenen Kegels  oder  die  Classe  a*  ihres  ebenen  Schnitts  zu  nennen 
(siehe  Kap.  9,  §  1,  S.  208,  209). 
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Biü.  Trans.,  153,  1863  =  Coli  matli.  papers,  5,  p.  168;  Sal- 
in on,  Cambr.  Journ.,  8,  1853;  Trans,  Irisli  Äcoul.,  23  und 
spater  Rupp,  Math,  Ann,,  18. 

Doch,  ehe  wir  die  Resultate  mittheilen,  zu  denen  sie  ge- 
kommen sind,  müssen  wir  noch  Einiges  über  die  Singularitäten  hin- 
zufügen, welche  die  Regelflftchen  auch  sonst  noch  besitzen  können. 
Eine  Erzeugende  einer  Regelfläche  kann  dappeli  sein,  d.  h. 
derart,  dass  für  jeden  ihrer  Punkte  zwei  verschiedene  Berüh- 
rungsebenen an  die  Fläche  existiren;  fallen  diese  beiden  Ebenen 
für  jeden  ihrer  Punkte  zusammen,  so  ist  sie  eine  stationäre 
Erzeugende, 

Jede  Erzeugende,  die  durcfi  die  stationären  Punkte  einer 
Leitcurve  geht,  ist  eine  stationäre  Erzeugende  und  im  Allgemeinen 
kann  eine  staMonäre  Erzeugende  nicht  anders  entstehen. 

Die  Doppellinie  der  Regelfläche  lässt  sich  in  verschiedene 
Theile  zerlegen,  von  denen  einige  auch  Leiäinien  der  Regelfläche 
sind  und  andere  nicht.     Wir  bezeichnen  nun  mit 

Djf  die  Summe  der  Zahlen,  welche  die  Ordnungen  der  Doppel- 

(Knoten-)Curven  angeben,  die  zugleich  Leitlinien  sind; 
Bff  die  Summe  der  Zahlen,  welche  die  Ordnimgen  der  Doppel- 
curven    angeben,   mit   Ausnahme    der  Doppelcurven,   die 
zugleich  Leitlinien   sind,  und  mit  Ausnahme  der  doppel- 
ten Erzeugenden; 
Gjff  die  Anzahl  der  doppelten  Erzeugenden  mit  Ausnahme  der 

stationären: 
Tjf  die  Sunmie  der  drei  vorstehenden  Zahlen,  d.  h.  die  Anzahl 
der    Doppelpunkte    (mit    Ausnahme    der    Spitzen)    eines 
ebenen  Schnitts  der  Regelfläche; 
Gn   die  Anzahl  der  stationären  Erzeugenden; 
T     die  Anzahl  der  singulären  Erzeugenden  (siehe  oben); 
a      den  Rang  der  Regelfläche  (siehe  oben). 

Man  erhält  dann  die  folgenden  Resultate: 

jtor  jf'an.     Drei  einfache  Leiicurven  y,  t|^,  x 
von  den  Ordnungen  m^,  f»^,  mj, 

den  Classen  r^,  r^,  rj, 

den  Geschlechtern  p^,  jPj,  p^^ 

mit  Äj,  //j,  //j  scheinbaren  Doppelpunkten  und 
ßi^  ßii  ßs  Cuspidalpunkten. 
Es  ist: 

n  =  2m^m2m^  (die  Ordnung  der  Regelfläche), 
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Gy  =  ^fn^m^m^{m^  +  »*8  +  ♦^♦s  —  3)  + 

2Tivs=  2m}nt2ni3(2mjm2m3  —  2)  — 

a  =  2tnimsfii3  +  m^m^r^  +  mjmjrj  +  WjWir^, 
T  =  2(iWimjr3  +  ti4m,ri  +  n^m^r^), 

^**'  jPaZI.     JBinc  doppelte  Leitcurve  q>  %md  eine  einfache  ^: 
n  =  m^{h^  +^Wi(wii  — 1)}, 

l>i\r  =  4-*"j  { V  —  ^1  +»»i«h(»»i  —  1)*  — «h(»»H  —  1)}» 
G^jv  =  ÄjÄg  +  ^m^m^im^  —  l)(m,  —  l)  + 

+  3m, (wi  -  2)  {h,—im^{m,  —  l)), 

By  =m^[^K{n^  —  2)(m,  —  3)  + 

+  i^i(«»i  -  l)(»»i  —  2)(»4  -  3))  + 

+  m,{m,  -  1)  { i//,«  +  iÄ,(m,«  _  m^  -  l)  + 

+  i«HK-l)(V-ö«H  +  2)}, 

2ri^r=»4*{Äj+iWi(mi  —  1))*  —  »w^Äi— |mi»4(«ii  —  1)  — 

G8  =  ß,h,  +  ß^m^(m,-2), 
a  =  ri»4(mi  —  3)  +  m^m^im^  —  l)  +  h^r^  —  3/5i«ij, 
T=  ri«is(2wi  —  5)  +  2Äirj  —  3ß^n^, 

3^'  Fall.  Die  Curve  q>  ist  eine  dreifache  LeiÜmie;  die 
Regelfläche  besteht  in  diesem  Fall  aus  den  die  Curve  dreimal 
sdmeidenden  Geraden;  vergl.  auch  Kap.  9,  §  4,  S.  230. 

n  =  (w  —  2)  {Ä  —  im{m  —  l) } , 

By  =  ^m(h  —  m  +  2)(ä  —  w  +  l), 

Gy=i{—m^+  18w*— 71tn«+  78w — 

—  48WÄ  +  132Ä  +  12Ä*), 

R^y  =  ^h^fn(m—l)~ih  (m*  —  5m*+  5  m*—  49m  -f  120)-+- 

+  /j(m«^  6m*  +  31m*  —  270m»  +  868m«  —  840m), 
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2  2V  =  tn^h^  —  4:mh^  +  6Ä«  — 

—  i(»»*  —  öw*  +  lim«  4-  Um  —  7S)h  + 

+  ^(w«—  ew^^-f  13w*+  90w'*— 518w*+636w), 
Gs  =  ß{h  —  2m  +  6\ 

a  =  —  2Ä«  +  h(m^  +  5fn  —  24)  — 

—  i(l6m»  —  84w*  +  104m)  —  3ß(h  —  2m  +  6), 

T  =  —  4Ä*  +  2Ä(m^  +  4m  —  22)  —  öm»  +  27m*  — 

—  34m  —  6ß{h  —  2m  +  6). 


Man  erhält  eine  Begelfläche  auch,  wenn  die  sich  ent- 
sprechenden Punkte  zweier  Curven  (^LeiÜinien)  verbunden  werden, 
die  in  der  Correspondenz  (a^,  a^)  stehen;  sind  m^,  m^  die  Ord- 
mmgen  der  beiden  Curven,  so  ist  die  Ordnung  der  Begelfläche 
m^ttg  -{-  m^cc^» 

Von  dem  Standpunkt  der  Liniengeometrie  aus  (vergl.  Kap.  14) 
werden  die  Regelflächen  als-  Schnitte  dreier  Liniencomplexe 
definirt;  sie  können  entweder  der  vollständige  Schnitt  oder  ein 
Theil  des  Schnitts  sein. 

In  den  folgenden  Formeln  nehmen  wir  den  ersten  Fall  an. 

Wenn  die  drei  Complexe  von  den  Ordnungen  m^,  m^,  m, 
sind,  so  ist  die  Ordnimg  der  Begelfläche  n  =  2m^m2m^  und 
ihr  Bang 

a  =  2m^m^m^{m^  +  *»4  +  ♦'^s  —  ^)  —  ^G^Ny 

worin  Gff,  tote  oben,  die  AnzaJü  der  Boppelerzeugenden  der 
FläcJie  angibt  (und  angenommen  wird,  dass  die  Fläche  keine 
staUonäre  Erzeugende  habe). 

Die  Ordnung  der  Doppelcurve  ist 

D  =  m^m^m^  { 2mimjm8  —  (m^  +  tn,  +  mj)  +  1 } 

und  das  Geschlecht  der  Fläche 

p  =  m^m^m^{m^  +  »»j  +  »»s  —  ^)  —  ^  —  ^a- 

Diese  Formeln  können  jedoch  Modiflcationen  unterliegen, 
je  nach  den  verschiedenen  Eigenthümlichkeiten  der  Complexe. 


Wenn  einer  der  gegebenen   Complexe  linear  ist  (mg  =  l)^ 
so  sind  die  algebraiscfien  Äsymptotencurven  (die  Haupttangenten- 
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curven)  der  Fläche,  d.  h,  diejenigen,  deren  Tangenten  die  Flädie 
oscuUren  (eine  dreipunkiige  Berühnmg  mit  der  Fläche  haben: 
vergl.  S,  204),  von  der  Glasse  (dem  Rang) 

12m^m^(m^  -\-  m^  —  2) 
und  der  Ordnung 

2m^m^(m^  +  w*«  —  l)  • 

Diese  Zahlen  ändern  sich  jedoch,  wenn  die  gegebenen 
Complexe  specielle  Beziehungen  zu  einander  haben;  wenn  z.  B. 
auch  ntg  =  1  ist,  so  gelten  diese  Zahlen  nicht  mehr,  falls  die 
beiden  linearen  Complexe  eine  speckUe  Congruenz  gemeinschaft- 
lich haben.     Siehe  Voss,  Math,  Ann,,  8,  p.  82,  83. 

Es  gibt  auf  der  Fläche  eine  einfache  Unendlichkeit  von 
Punkten,  in  denen  eine  Tangente  die  Fläche  vierpunktig  berührt. 

Die  Curve  dieser  Punkte  vierpunktiger  Berührung  ist  von 
der  Ordnung 

2m^ WjWig  {  6(wi  +  fWj  +  w,)  —  19  } 

und  enthält 

Hm^m^m^  { 3(»ii  +  w^  +  w^)  —  10 } 

Punkte,  in  u'ddien  sie  Erzeugende  der  gegebenen  Eegelflädte 
berührt;  diese  Erzeugenden  sind  stationäre  Tangenten  an  eine  alge- 
braische Haupttangentencurve. 

üeber  die  Tangenten,  die  mit  der  Begeliläche  eine  Berüh- 
rung-4**"  Ordnung  haben,  siehe  Voss,  1.  c,  p.  99. 


Die  Regelfläcfie  n*®'  Ordnung  ohne  vielfacJie  Erzeugefide  und 
und  vom  Geschlecht  Kuli  hat  den  Rang  2(fi —  l)   und  enthält 

eine  Doppelcurve  von  der  Ordnung —> 

Es  gibt  2(n  —  2)(n  —  3)  Erzeugende,  welche  die  Doppel- 
curve berühren,  \{n  —  2) (n  —  3) {n  —  4)  dreifache  Punkte  und 
ebensovieU  dreifach  berührende  Ebenen, 

Es  eanstiren  2(n  —  2)  singulare  Erzeugende  (Kanten,  Torsal- 
linien)  in  dem  oben  defmirten  Sinn. 

Die  durch  die  Tangenten  vierpunktiger  Berühru/ng  erzeugte 
Regel  fläche  ist  von  der  Ordnung  8(n  —  3)  und  ebensogross  ist  die 
AnzaJil  der  Punkte,  in  welchen  die  Curve  dieser  Berüfirungs- 
punkte  eine  Erzeugende  berührt.  Das  GesMccht  dieser  Regel- 
fläche ist  4n  —  13. 
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Es  gibt  auf  einer  solehen  Regelfläche  n**'  Ordnung  10  (n  —  4) 
Punkte,  in  welchen  eine  Tangente  eine  Berührung  4*®'  Ordnung 
mit  der  Fläche  hat 

Die  Asymptotenlinien  einer  Regdfläche  von  der  (n^  +  Wj)**^ 
Ordnung  und  vom  Geschlecht  NuU,  die  zu  Leitlinien  eine  n^ 
und  eine  n^- fache  Gerade  hat,  sind  algebraische  Curven  umd 
von  der  Ordnung  2  (w^  -f-  n,  —  1).     C  r  e  m  o  n  a ,  Ann.  di  mat., 

(2).  1. 

Wenn  die  beiden  Leitgeraden  sich  unbegrenzt  bis  zum  Zu- 
sammenfallen einander  nähern,  so  werden  die  Asjmlptotenlinien 
vom  Geschlecht  Null  und  der  Ordnung  2«^ -f- n, —  2,  falls 
7?i  ^  Wj  ist.     Cremona,  1.  c. 


Die  hauptsächlichsten  und  grundlegenden  metrischen  Eigen- 
schaften der  Begelflachen  fanden  und  studirten  besonders  Monge, 
Add.  ä  la  g^om.  dcscript.;  Hachette,  CreUe,  8;  Chasles,  Journ. 
de  Liouvüle,  2;  etc.;  siehe  auch  die  darstellende  Geometrie  von 
De  La  Gournerie. 

Caylej,  Salmon,  Bupp  beschäftigten  sich  in  ihren  oben 
citirten  Arbeiten  mit  den  Problemen  in  Bezug  auf  die  charak- 
teristischen Zahlen   der  Begelflächen  mit  bestimmten  Leitlinien. 

Die  Asjmptotenlinien  der  Regelflächen  studirten  Clebsch, 
CreUe,  68;  Cremona,  1.  c;  Voss  1.  c;  Pittarelli,  Rend. 
lAncei,  1891 — 1894  und  Andere. 

Speciellen  Regelflächen  ist  das  Buch  De  La  Gournerie's, 
Rech,  sur  les  surf,  reglees  tdtraidrales  sgmäriques,  Paris  1867 
gewidmet. 

Lüroth,  Grelle,  67  und  Voss,  Math.  Ann.^  8  untersuchten 
die  Regelflächen,  die  man  als  vollständige  Schnitte  dreier 
Liniencomplexe  betrachten  kann. 

Die  rationalen  Regelflächen  (vom  Geschlecht  Null)  machten 
Cremona,  1.  c;  Armenante,  Ann.  di  mat,  (2),  4;  Clebsch, 
Math.  Ann.,  5;  Noether,  Maf/i.  Ann.,  3,  p.  194  zum  Gegen- 
stand ihrer  Forschungen;  der  letztere  studirte  die  rationale  Regel- 
fläche «**'  Ordnung  mit  einer  (n  —  l)- fachen  Geraden. 

Neuere  Untersuchungen  Über  die  Regelflächen  vom  Stand- 
punkt der  Geometrie  auf  den  Flächen  und  unter  Rücksicht- 
nahme auf  die  mehrdimensionalen  Räume  sind  von  Segre,  Atti 
Acc.  Torino,  i.  19,  21,  22,  1883  —  1887;  Rend.  Lincei,  1887; 
Math.  Ann.,  34. 

Pascal,  Bepertoriam.  II.  24 


370    Kap.  XIII.   Flächen  höherer  als  der  4.  0.    Regelflächen. 


§  7.    Bationale  Flächen.     Flächen  mit  rationalen  oder 
elliptisohen  oder  hyperelliptiBChen  Schnitten. 

Man  nennt  rational  (oder  wiicursal,  hamalaid)  Flächen,  die 
man  in  ein -eindeutige  Correspondenz  mit  einer  Ebene  bringen 
kann.  Den  Betrachtungen  in  Kap.  9,  §  7  über  die  ebene  Ab- 
bildung dieser  Flächen  fügen  wir  noch  die  folgenden  Bemerkungen 
hinzu: 

Die  Bedingungen,  damU  eine  Fläche  n*®'  Ordnung  mit  einer 
Boppdcurve  von  der  Ordnung  d  und  dem  Geschlecht  n,  tcelche 
t  dreifache,  auch  für  die  Fläche  dreifacfie  Punkte  besitzt,  rational 
sei,  svnd  die  folgenden: 

1.  Das  numerisdie  Geschlecht  (vergl.  Kap.  9,  §  4,  S.  223) 
muss  Null  sein: 

^^^(«-^IKn^JKn^)  _  („_4)^^  2<  +  «  -  1  =0. 

2.  Es  dürfen  kerne  Flächen  von  der  Ordnung  2  («  —  4) 
eaistiren,  welche  doppelt  durch  die  Doppelcurve  gehen  (mit  Aus- 
nähme  der  Flächen,  welche  die  gegebene  Fläche  erkälten). 

Jede  Fläche,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  die  Coordinaten 
eines  beliebigen  ihrer  Funkte  si4:h  als  raMon<üe  Functionen  zweier 
Parameter  ausdrücken  lassen,  ist  rational.  Dieses  Theorem, 
welches  einem  Satz  von  Lüroth  (Math.  Ann.  9)  über  die  Curven 
entspricht  (siehe  Kap.  5,  §  1,  p.  131),  wurde  von  Castelnuovo, 
Math.  Ann.,  44,  48,  p.  313  bewiesen. 

Jede  Fläche  ,9*®'  Ordnung  ist  rational  mit  Ausnahme  des 
allgemeinen  Kegels  5*®'  Ordnung. 

Alle  Flächen  4*®'  Ordnung,  die  vielfache  Linien  haben,  sind 
rational,  wenn  man  die  Begelflächen  ausnimmt,  die  voti  höherem 
Gesclilec^it  als  dem  nullten  sind.  Unter  deti  Flächen  4*"  Ord- 
nung ohne  vielfadte  Linien  gibt  es  nur  4  rationale  Arten:  eine 
von  ihnen  studirte  Cremona,  CoUed.  math.  in  mem.  D.  CheUni, 
Mediolani  1881  und  die  übrigen  mit  Einschluss  dieser  letzteren 
Noether,  Matit.  Ann.,  33. 

Jede  Fläche,  welche  ein  einfach  unendlidies  System  ratio- 
naler Curven  derart  enthält,  da^s  durdi  jeden  Punkt  der  FläcJie 
eine  einzige  Curve  des  Systems  gdit,  lässt  sidt  in  eine  Begelr 
fläche  birational  tran^formiren  (abbilden);  wenn  dieses  Syst-em 
rational  ist,  so  ist  es  aucJi  die  Flädie.  Das  Problem  wurde  von 
Noether,   Math.  Ann.,  3   behandelt,   der    es    in    dem   letzteren 
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Fall    vollständig    auflöste;    über    den    allgemeinen    Fall    siehe 
Enriques,  Eend.  Lincei,  1898  und  Math,  Ann.,  52. 

Alle  Flächen,  die  ein  doppelt  unefidUches  System  elliptischer 
Curven  enthalten,  sind  rational  oder  können  in  eine  Regelfläche 
vom  Geschlecfit  1  hvraüondl  transformirt  (abgebildet)  werden. 
Castelnuovo,  Bend,  Lincei,  1894. 

Ueber  den  Fall,  in  dem  die  Curven  des  linearen  Systems 
hyperelliptisch  sind,  siehe  Castelnuovo,  ib. 

Eine  Fläche,  deren  sämmüiche  ebene  Schnitte  rationcHe  Curven 
sind,  ist  roHonal  und  insbesondere  entweder  eine  Regelflüche  oder 
die  St^ner*sche  Fläche  4**'  Ordnwng.  Theorem  von  Picard, 
CreUe,  100;  vergL  Kap.  12,  §  9. 

Jede  Fläche,  deren  sämmüiche  ebene  Schnitte  eUiptiscJie 
Curven  sind,  ist  entweder  rational  oder  eine  Regelfläche;  in  dem 
ersten  Fäll  kann  ihre  Ordnung  nic^tt  höher  als  die  netmte  sein. 
Castelnuovo,  Rend.  Lincei,  1894. 

Eine  Fläche,  deren  sämmüiche  ebene  Schnitte  hgpereUip- 
üsche  Curven  sind,  ist  entweder  rational  (und  enthält  ein  Büschel 
von  Kegelschnitten)  oder  eine  Regel  fläche.  Enriques,  Rend. 
lAncei,  1893. 

Eine  Zusammenstellung  dieser  und  anderer  Resultate  findet 
man  bei  Castelnuovo -Enriques,  Matfi.  Ann,,  48, 
p.  307  u.  ff. 

Verwandt  mit  diesen  Untersuchungen  sind  die  Studien 
über  die  Flächen,  welche  sich  birational  in  sich  selbst  trans- 
formiren  lassen.  Castelnuovo  und  Enriques  dehnten  einen 
Satz  von  Schwarz  Über  Curven  auf  die  Flächen  aus  und  bewiesen 
ihn  {Compt.  Rend.,  1895;  siehe  auch  Painleve,  ib.): 

Jede  Fläche,  weiche  eine  continuirlicfie  transitive  Gruppe 
biraäonaler  TransformaMonen  (d.  h.,  eine  solcfie,  bei  tc elcher  jeder 
Punkt  der  Fläche  in  jeden  beliebigen  anderen  übergehen  kann) 
in  sicfi  selbst  zulässt,  ist  eine  rationale  Fläche,  wenn  die  Gruppe 
von  zwei  Parametern  abhängt  und  die  Transformationen  unter 
sich  nicht  vertau^cfibar  sind;  hängt  aber  die  Gruppe  von  metir 
als  2  Parametern  ab,  so  ist  die  Fläche  entweder  rational  oder 
in  eine  elliptische  Regelfläche  (vom  GeschUdit  1)  transformirbar. 

Dieses  Problem  behandelte  zuerst  Picard,  Jourti.  de  math., 
(4),  5,  der  den  Fall  der  vertauschbaren  Gruppe  oo^  eingehend 
besprach;  diese  Gruppe  führte  dann  zu  der  Classe  der  hyper- 
elliptischen Flächen,  die  Humbert,  Joum.  de  math.,  (4),  9 
gründlich  studirte.     Siehe   auch  die   citirte  Arbeit  von  Castel- 

24* 
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nuovo-Enriques,  Math,  Ann,,  48  und  Painleve,  Legofis  sur 
la  theor,  anal,  des  equat.  di/f.  professees  ä  Stockholm,  Hermann, 
Paris  1897,  in  welcher  der  Verfasser  die  Theorie  der  Flächen 
mit  Transformationen  in  sich  seihst  erschöpfend  hehandelt. 

Es  giht  auch  algebraische  Oberflächen,  welche  unendlich 
viele  discontinuirliche,  aber  keine  continuirlichen  Transforma- 
tionen in  sich  zulassen.  Diese  Eigenschaft  wurde  von  Humbert 
bei  gewissen  mit  der  Eummer'schen  Fläche  verwandten  Flächen 
entdeckt.     Vergl.  Painleve,  Campt  Rend.,  126,  1898. 


Kapitel  XIV. 

Die  LiBiengeometrie  und  die  Kugelgeometrie 

im  Raum. 

§  1.   AllgemeineB.     Linienooordinaten  im  Baum. 

Eine  Gerade  im  Baum  wird  durch  vier  elementare  Bedin- 
gungen bestimmt,  so  dass  also  der  Strablenraum  (in  welchem  die 
Gerade  das  Element  ist)  als  ein  (nicht  linearer,  sondern  quadra- 
tischer) Baum   von  vier  Dimensionen  zu  betrachten  ist. 

Wenn  x^^  a^,  x^j  x^  die  homogenen  Coordinaten  eines 
Punkts  des  Baums  und  ^^,  y^,  ^3,  y^  die  eines  anderen  Punkts 
sind,  so  bilden  wir  die  Determinanten  2***^  Ordnung  der  Matrix 

fljj,    Ä^j,    x^j    x^ 

,  3^1»   Viy  Pi^  Vi, 
und  setzen 

Die  Verhältnisse  zweier  beliebiger  der  6  Grössen  p^j  ändern 
sich  nicht,  wenn  man  anstatt  eines  der  Punkte  (x),  (y)  oder 
beider  einen  beliebigen  anderen  Punkt  der  Geraden  stibstituirt^ 
f welche  sie  verbindet;  die  Grössen  p.j  kann  man  daher  zu  homo- 
genen Coordinaten  einer  Geraden  des  Rawms  wählen. 

Ztüischen  ümen  besteht  die  einzige  identische  Relation: 

PiiP^  +  PnPit  +  Pi4.P%%  =  Ö- 

Nach  der  Definition  dieser  Coordinaten  wird  die  Gerade 
als  Ort  von  Punkten  betrachtet;  man  pflegt  sie  Strahlencoordi- 
naten  zu  nennen.     Plücker. 

Betrachtet  man  dagegen  die  Gerade  als  Enveloppe  von 
Ebenen,  so  erhält  man  analoge  Coordinaten,  die  Äxencoordinaten 
genannt  werden: 

Wenn    (w),  {v)   die    homogenen   Coordinaten   zweier  durch 
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die  Grerade  gehender  Ebenen  sind,  so  ergeben  sich  die  Binome: 

Die  Verhältnisse  zweier  der  sechs  n^j  sind  ufiabhängig  von 
der  WM  der  speciellen  durch  die  Gerade  gehenden  Ebenen  (u),  (v); 
diese  n^j  können  daher  zu  homogenen  Axencoordinaten  einer 
Geraden  im  Baum  gewählt  werden;  zwischen  ihnen  besteht  die 
identische  Beziehung 

Die  Bedingung,  damit  zwei  Gerade  mit  den  Coordinaien 
(p)  und  {p)  sicJi  schneiden  (in  derselben  Ebene  liegen),  ist  durch 

PliPU  +  PliPl2  +  PuPn  +  PliPu  +  PliPii  +  PuPii  =  0 

gegeben. 

Die  6  Geraden  des  Baums,  fUr  welche  je  5  der  6  Coordinaten 
verschwinden,  sind  die  Kanten  des  Fundametitaltetraeders. 

Sind  X,  y,  z  die  orthogonalen  Cartesischen  Coordinaten 
eines  Punkts  des  Baums  und  x,  y'  z  die  Coordinaten  eines 
zweiten  Punkts,  so  werden  die  Coordinaten  p 

Pu  =  ^  —  ^\   Pii  =  y—y\  P9A  =  e  —  ^\ 

Pn  =  y^' — ^y\  Äi  =  ^^  —  ^^\  P\\  =  ^y  —  y^\ 

die  wir  bez.  mit 

l  ,  m,  n, 

L,  M,  K 
bezeichnen  wollen. 

Wir  geben  jetzt  einige  Fundamentalformeln  an,  die  sich  auf 
metriscJie  Eigenschaften  beziehen: 

Der  Winkel,  den  zwei  Gerade  (l,  m,  n,  X,  M,  N), 
(V,  m',  n,  L\  M\  N')  miteinander  bilden,  ist  durch  die  Formeln 

/     ,v  IV  A- mm' 4- nn 

cos  (rr  )  =    ,- v-^: -  -  ,^  1 

'  i\  <  n  ;  * 

gegeben;  dahei  stellt 

l\  m\  n'    * 


für 
l ,  m  ,  n 


\  l ,  m 
\l ,  m 


m  ,  n 
\  m ,  n 


»        I  n',  V  " 

+  7     " 
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Der  Abstand  zweier  Geraden  ist 

Abst.  (r/)  =  [L'+mM'+nN'+  LV+  Mm'  +  Kn 


y   l  l\  m\  n'  I 


Unter  dem  Moment  zweier  Geraden  versteht  man  das  Pro- 
duct  aus  dem  Sinus  ihres  Winkels  mit  ihrem  kleinsten  Abstand 
(Cayley);  aus  den  vorstehenden  Formeln  ergibt  sich  daher  sofort, 
dass  das  Moment  zweier  Geraden   in   orthogonalen   Coordinaten 

.     ^         IV  +  w  3f '  +  nN'+  Xr  +  Min  +  Nn 
Mom.  (rr  )  = — = — ~ — — ^:^~  -   — -      - 

ist. 

Die  6  allgemeinen  homogenen  Coordinaten  einer  Geraden 
sind  den  6  Momenten  der  Geraden  in  Bezttg  auf  jede  der  6 
Kanten  des  Fundamentaltetraeders  der  Coordinaten  proportional, 
iL  h.  in  Bezug  auf  die  sechs  Geraden  des  Raums y  für  welche  5 
der  6  Coordinaten  der  Geraden  NuU  werden. 

Eine  grosse  Anzahl  solcher  Formeln  wurde  von  Cayley, 
Canibr,  Trans,,  11,  Thl.  2  =  Coli.  math.  papers,  7,  p.  66  auf- 
gestellt; über  ähnliche  Formeln,  aber  mit  den  Coordinateii  |),-^ 
siehe  d'Ovidio,  Giom  dt  Batt.,  8,  11. 

Ein  anderes  Liniencoordinatensystem  imtersuchte  Zeuthen, 
Math.  Ann.,  1;  dabei  werden  zu  homogenen  Liniencoordinaten 
die  Volumina  von  sechs  Tetraedern  genommen,  von  denen  jedes 
zu  gegenüberliegenden  Kanten  eine  auf  der  Geraden  gewählte 
Strecke  (die  Einheit)  und  eine  der  6  Kanten  des  Fundamental- 
tetraeders hat. 

Diese  Coordinaten  genügen  einer  homogenen  Relation  2^^  Grads 
mit  drei  Termen,  die  der  Beziehung  ähnlich  ist,  welche  die  p^j 
erfüllen.  Siehe  auch  Drach,  Math,  Ann.,  2;  d'Ovidio,  Giom. 
di  Batt.,  10. 

Von  den  6  Coordinaten  p^j  kann  man  mittelst  einer  linearen, 
Iransformation  zu  einem  Coordinatensystem   x^    (i  =  1 , . .  . ,  6) 
übergehen,   wenn   man   es   so   einrichtet,   dass   die    quadraiische 
Relation,  welcher  dis  p  genügen,  sich  in  die  specielle  quadratische 
BezieJiung 

verwandelt. 

Diese  6  Coordinaten  a?,-  heissen  die  Klein'schen  Coordinatefi , 
Math.  Ann.,  2;  vergl.  auch  seine  Inaug.-Diss. ,  Bonn  1868, 
wieder  abgedruckt  in  den  Math.  Ann.,  23. 
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Eine  elegante  geometrische  Interpretation  dieser  Transfer- 
mation  ist  die  folgende:  Die  sechs  p^^  werden  als  homogene 
Coordinaten  eines  Punkts  im  Baum  von  5  Dimensionen  auf- 
gefasst;  alsdann  stellt  die  Relation  2^^  Grads,  welcher  die  p 
genügen,  in  diesem  Raum  eine  nicht  degenerirte  Fläche  2^^  Ord- 
nung dar  (weü  ihre  Discriminante  von  Null  verschieden  ist); 
jeder  Punkt  dieser  Fläche  entspricht  so  einer  Geraden  des 
Raums  und  umgekehrt  und  die  Geometrie  auf  dieser  Fläche  2^'  Ord- 
nung   entspricht  der  Liniengeometrie  des  gewöhnHchen    Raums. 

Wir  wollen  eine  lineare  Transformation  der  Coordinaten  in 
dem  Raimi  von  5  Dimensionen  derart  vornehmen,  dass  die 
Gleichung  dieser  Fläche  2**"  Ordnung  die  Form 

annimmt,  d.  h.  die  Form,  welche  nur  die  Terme  mit  den  Quadraten 
der  Coordinaten  enthält  (es  lässt  sich  dieses  auf  unendlich  viele 
Arten  ausfähren,  vergl.  Bd.  1,  Kap.  12,  §  15);  die  neuen  Coordinaten 
sind  dann  die  ohen  erwähnten  Klein'schen.  Wie  man  nun  weiss, 
sind  die  linearen  Räume  j;,.  =  0,  wenn  der  Gleichung  der  Fläche 
2**'  Drdnimg  die  obige  Form  gegeben  wird,  zu  je  zweien  in  Be- 
zug auf  die  Fläche  2**'  Ordnung  conjugirt,  d.  h.  der  Pol  eines 
der  Räume  in  Bezug  auf  die  Fläche  2**'  Ordnung  liegt  in  dem 
anderen  Raum  (diese  Eigenschaft  ist  nur  die  Erweiterung  des 
für  die  Kegelschnitte  auf  S.  79  und  fOr  die  Flächen  2**'  Ord- 
nung auf  S.  106  angegebenen  Satzes).  Wir  kommen  mithin  zu 
dem  Resultat:  Die  Fundamentalräume  in  dem  neuen  Coordi- 
natensystem  sind  zu  je  zweien  in  Bezug  auf  die  Fundamental' 
fläche  2^^^  Ordnung  conjugirt 


Eine  Relation  zwischen  den  Lioiencoordinaten  stellt  eine 
dreifache  Unendlichkeit  von  Geraden  im  Raum  dar,  d.  h.  das, 
was  man  einen  Liniencomplex  zu  nennen  pflegt;  zwei  Relationen 
zwischen  den  Liniencoordinaten  stellen  eine  doppelte  Unendlich- 
keit von  Geraden  dar,  d.  h.  eine  Liniencongruenz  und  schliess- 
lich drei  Relationen  zwischen  den  Liniencoordinaten  eine  Begel- 
fläche. 

Vier  Beziehungen  der  genannten  Art  stellen  dann  im  All- 
gemeinen eine  endliche  Anzahl  von  Geraden  des  Baums  dar. 

Definirt  man  einen  Complex  als  eine  Mannigfaltigkeit  oo* 
von  Geraden  und  einen  algebraischen  Cowplex  als  eine  Mannig- 
faltigkeit   cx>^    von    ^  —  ^^      deren    Coordinaten    algebraische 


§  1.   Liniencomplexe  und  -Congruenzen.  377 

Functionen  dreier  unabhängiger  Parameter  sind,  so  ergibt  sich 
das  Theorem: 

Jeder  dlgebraiscke  Complex  Jcann  immer  vollständig  durch 
eine  einzige  algebraische  Eelation  zidschen  den  sechs  Liniencoor- 
dinaten  dargestellt  werden;  legt  man  dagegen  die  Punkte  einer 
Fläche  2^'  Ordnung  des  Baums  yon  5  Dimensionen  zu  Grund, 
so  erhält  der  Satz  die  andere  Fassung: 

Jeder  algebraische  in  der  Fundamentalfläche  2^^  Ordnung 
enfhaUtne  Baum  von  3  Dimensionen  ist  immer  der  vollständige 
Schnitt  dieser  Fläche  mit  einem  anderen  algebraischen  Ba/um  von 
4  Dimensionen. 

Wenn  die  algebraische  Beziehung,  die  einen  algebraischen 
Complex  darstellt,  den  Grad  n  hat,  so  sagt  man,  der  Complex 
sei  n^^  Grads. 

Der  Grad  des  Complexes  ist  der  Ordnung  des  Kegels  gleich, 
der  von  allen  zum  Complex  gehörenden  Geraden  gebildet  wird, 
die  durch  einen  beliebigen  BunM  des  Baums  geJien  (des  Complex- 
kegeis). 

In  jeder  Ebene  gibt  es  cx)^  Gerade  des  Complexes,  die  eine 
Curve  (die  Complexcurve)  iimhüllen;  die  Classe  dieser  Curve  ist 
auch  der  Grad  des  Complexes. 

Bei  den  Coiiplexen  fliessen  die  Begriffe  yon  Ordnung  und 
Classe  zusammen,  man  hat  nur  die  eine  charakteristische  Zahl, 
den  Grad,  der  die  Anzahl  der  Geraden  des  Complexes  angibt, 
die  durch  einen  Pimkt  gehen  oder  in  einer  Ebene  liegen. 

Eine  Congruenz  heisst  algebraisdh,  wenn  sie  der  theilweise 
oder  vollständige  Schnitt  zweier  algebraischer  Complexe  ist. 

Unter  Ordnung  einer  algebraischen  Congruenz  versteht  man 
die  Anzahl  ihrer  Geraden,  die  durch  einen  Punkt  des  Raums 
gehen  und  unter  Classe  einer  algebraischen  Congruenz  die  An- 
zahl ihrer  Geraden,  die  in  einer  Ebene  liegen. 

Zwei  Complexe  von  den  Graden  n  und  n  haben  eine 
Congruenz  von  der  Ordnung  nW  und  auch  der  Classe  nn' 
gemeinschaftlich. 

Drei  Complexe  von  den  Graden  n,  n',  n'  haben  eine 
Begel fläche  von  der  Ordnung  2nn'n'  gemeinschaftlich. 

Vier  Complexe  von  den  Greiden  n,  n ,  n*\  n"  haben  im 
Allgemeinen  2nw'n"w'"  Geretde  gemeinsam. 

Zwei  Congruenzen  von  den  Ordnungen  n,  W  und  den  Classen 
m,  m'  haben  im  Allgemeinen  nn  -j-  mm'  Gerade  gemeinsam. 
Iheorem  von  Halphen,  Compt.  Bend.,  1872. 
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Alle  Geradcfi ,  die  eine  algebraische  Curve  «***'  Ordnung 
schneiden,  bilden  einen  (algebraischen)  Complex  «*^  Grads. 

ÄUe  Geraden,  die  eine  gegebene  Gerade  schneiden,  bilden 
einen  linearen  sogenannten  speciellen  Complex,  der  die  gegebene 
Gerade  zur  Birectrix  hat 

Die  sämmtlichen  Geraden,  die  zwei  Curven  von  den  Ord- 
nungen «1,  «j  treffen^  bilden  eine  Congruenz  von  der  Ordnung 
und  Clusse  n^n^. 

Die  sämmtlichen  Geraden,  die  zwei  gegebene  Gerade  schnei- 
den^ bilden  eine  Congruenz  von  der  Ordnung  und  Classe  1 
(eine  lineare  Congruenz), 

Alle  Geraden,  die  drei  algebraische  Curven  von  den  Ordnungen 
^\y  ^1^  ^8  sdmeiden,  bilden  eifw  Begdfläche  von  der  Ordnung 
^ti^n^n^.     Cayley;  vergl.  auch  weiter  oben  Kap.  13,  §  6. 

Es  gibt  zwei  Gerade,  die  gleichzeitig  vier  gegebene  Gerade 
schneiden.  Tfieorem  von  Steiner,  Sgstem,  Entwickel.  etc.,  Werke, 
1,  p.  284. 

Es  existiren  2n^n^n^n^  Gerade,  die  vier  algebraische  Curven 
von  deti  Ordnungen  n^,  n^,  n^,  n^  treffen. 

Die  sämmtlichen  Geradcti,  die  eine  algebraisdie  Fläcfte  w**' 
Ordnung  und  a**"  Rangs  berühren  (vergl.  Kap.  9,  §  1  und 
Kap.  13,  §  6),  bMen  einen  Complex  fl**°  Grads  (einen  speciellen 
Complex),  ' 

Wenn^von  wenigen  früheren  Untersuchungen,  unter  denen 
sich  auch  einige  von  Cayley  befinden,  abgesehen  wird,  darf 
man  wohl  sagen,  die  Liniengeometrie  als  Lehre  für  sich  sei 
mit  der  Neuen  Geometrie  des  Baumes,  Leipzig  1868,  1869  von 
Plücker  entstanden,  der  schon  1865  einige  Abhandlungen 
über  diesen  Gegenstand  veröffentlicht  hatte,  Proc.  London  math, 
Soc.,  1865;  Pkü.  Trans,,  1865. 

Li  den  Jahren  1866,  1868  veröffentlichte  Battaglini,  Rend. 
Acc.  Napoli,  1866;  AUi  Acc.  Napoli,  3,  1866;  4,  1868;  Giorn. 
di  Batt,,  6,  7,  10  seine  Untersuchungen  über  die  Complexe, 
setzte  viele  allgemeine  Eigenschaften  fest  und  stellte  die  Theorie 
eines  besonderen  quadratischen  Complexes,  der  seinen  Namen 
trägt,  auf.  Er  machte  den  Anfang  mit  einer  symbolischen  Be- 
zeichnung, die  von  C  leb  seh  (siehe  weiter  unten  §  2)  vervoll- 
kommnet wurde  und  gab  vielfache  Anwendungen  der  Liniengeome- 
trie auf  die  Mechanik;  Bend,  imd  Atti  Acc,  Napoli,  1869,  1870. 

Von  anderen  Arbeiten  citiren  wir  als  die  hervorragend- 
sten:  Clebsch,  MaUi.  An*'     ""    "•  Klein,  ib.  2,  5,  7,  22,  etc., 
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iJwsvTf..  186S.  wieder  abgedruckt  in  d^  3f.i;>.  Amm.  :?i»:  l.ie. 
ib^  5;  Rere  isielie  weiter  unteD  §  4'-:  Vo$$.  Jlfir*«-.  .4w#».,  **: 
Segre,  Atti  Act,  Tonm^K  U  19,  50.  1883 — 1885:  Mtm.  A*y 
TorimA.    :?!.  t.  36  1^1885\  37  ,1886^;  et^. 

Ein  STStematisrkes  neues  Buch  über  die  in  Red«"  $t^bende 
Theorie  ist  Ton  R,  Sturm,  !)•>  GrMdr  i***  mwW  ;?*^  CrtWcc  rf<r 
Lmknpfotmftrie  in  sfmtheiisckfT  BrkafhIJHmK  3  Thle.«  Lf'ipiig, 
1892,"  1893,  1897. 

Wir  werden  im  Folgenden  an  den  betretenden  Stellen  nivh 
weitere  Literatnrangaben  maehen:  ausfÜbrÜckere  Naobweise  liudet 
man  in  dem  wiederbolt  citirten  Werk  von  Loria. 

R.  Sturm  bat  in  seinem  eben  angeführten  Buch  andere  Be- 
nennungen für  die  Complexe  und  die  Congruenzen  gebraucht; 
90  nennt  er  den  linearfft  CompUjc:  Straklrnpririmie  oiler  einfach 
Getrimdf:  den  speoiellen  linearen  Complex:  Sh'ohlrhpt'bilstii  oder 
kürzer  Gebüsch;  die  lineare  Conffrueftz:  S1$xthlnuirU. 

Diese  Benennungen  sind  dann  auch  von  anderen  deutscheu 
Autoren  benutzt  worden. 

§  2.   Der  allgemeine  algebraisohe  Complex  ti^'^  Grada. 
Die  aymbolisohe  Beselohnimg  von  Battaglini  und  Olebsoh. 

Invariante  Formen  der  Complexe. 

Der  algebraische  Complex  w**"  Grads  ist  durdi 


("t')-rt')- 


Gerade  individucdisirt]  daher  wird 

ein  linearer  Complex  durch  5  Gerade* 
ein  quadratischer  durch  19  Gerade 

gekenmseichnet. 

Die  sfimmtlichen  Geraden  des  Oomplexes,  welch»  inno 
bestimmte  Gerade  des  Raums  treffen,  bilden  eine  Congruoiiz, 
welche  natürlich  der  Schnitt  des  Complexes  mit  dem  speciellen 
linearen  Complex  ist,  der  aus  allen  die  gegebene  Gerade  treffen- 
den Geraden  besteht;  die  sämmtlichen  Geraden  dieser  Congruehz 
berühren  eine  und  dieselbe  Fläche,  die  Complexfiäche  genannt 
wird;  Plücker. 

Je  nachdem  die  gegebene  Gerade  im  Endlichen  oder  Un- 
endlichen liegt,  heisst  die  Complexfiäche  Meridian^  oder  Aequa- 
tcrialfläche ;  Plücker. 

Legt    man    durch    die    gegebene    Grada    eine    Ebene,    so 
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umhüllen  alle  in  ihr  gelegenen  Geraden  des  Complezes  eine 
Curve;  die  Complexflä'che  ist  der  Ort  dieser    ütnhiiUungscurven. 

Jeder  Kegel,  dessen  Spitze  in  einem  Punkt  der  Geraden 
liegt  und  welcher  Gerade  des  Complexes  zu  Erzeugenden  hat, 
ist  der  Complezfläche  umschrieben;  diese  kann  daher  als  die 
Enveloppe  derjenigen  Kegel  des  Complexes  angesehen  werden, 
deren  Spitzen  in  den  Funkten  der  Geraden  liegen. 

Die  Gomplexfläehen  eines  Complexes  n**°  Grads  sind  von  der 
Ordnimg  und  Classe  2n(n — l)  und  haben  die  Gerade,  die  von 
ihren  zum  Complex  gehörigen  Tangenten  getroffen  unrd,  zur 
n(n  —  l)-faclien  Geraden;  diese  Gerade  ist  für  die  Fläche 
n{n —  l)'facfi,  nwuj  die  letztere  als  Ort  oder  als  Enveloppe 
betrachtet  werden. 

Für  einen  Complex  2***^  Grads  sind  daher  die  Gomplex- 
fläehen 4*®'  Ordnung  und  4**^'  Classe  und  haben  eine  Doppel- 
gerade. 

Die  Geraden  des  Raums,  zu  tvelchen  Complexflächen  geliören, 
die  durcth  denselben  Punkt  gelten  oder  dieselbe  Ebene  berühren, 
bilden  einen  Complex  n(n — l)****  Grads. 


Es  gibt  gewisse  Punkte  des  Raums  von  der  Beschaffenheit, 
dass  die  durch  sie  gehenden  Geraden  des  Complexes  einen  Kegel 
mit  einer  Doppelerzeugenden  bilden;  und  es  gibt  gewisse  Ebenen 
des  Raums,  die  derart  sind,  dass  die  Enveloppe  der  in  ihnen 
gelegenen  Geraden  des  Complexes  eine  Doppeltangente  hat. 
Diese  Funkte  und  Ebenen  heissen  singuUir  und  der  Ort  der 
ersteren  ist  eine  Flädie,  die  zugleidi  die  Enveloppe  der  letzteren 
ist  und  die  Singularitäten fläcfie  des  Complexes  genannt  wird. 
Der  Satz  wurde  für  Complexe  2**"*  Grads  von  Plücker,  all- 
gemein von  Pasch  aufgestellt.  Pasch,  Zur  Theorie  der  Com- 
plexe und  Congruenzen  von  Geraden,  Giessener  Habilitationsschrift, 
1870;  lieber  die  Brennflädie  der  Strafilensysteme  und  die  Sin- 
gulariiätenflädien  der  Complexe,  Grelle,  76. 

Die  Bezeichnimg  „Singularitätenfläche"  stammt  von  F. Klein, 
Gott.  Nadir.,  1869,  p.  267. 

Wenn  eine  Gerade  für  den  von  einem  Hirer  Funkte  aus- 
gehenden Kegel  doppelt  ist,  so  muss  sie  auch  für  die  in  einer 
ihrer  Ebenen  liegende  Enveloppe  doppelt  sein.  Diese  Gerade 
heisst  singulare  Gerade  des  Complexes. 

Es  kann  vorkc** •**'*•*  ''«^es  alle  Punkte  einer  Geraden  Sin- 
gular   und    alle    d  ^de    gehenden    Ebenen    singulär 
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sind;  die  Gerade  ist  alsdann  eine  Doppelgerade  des  Complezes; 
dieser  Fäll  kann  jedoch  bei  dem  allgemeinen  Complex  nicht 
eintreten. 

Die  Singularitätenfläche  eines  Complexes  w****  Grads  ist  von 
der  Ordnung  und  Classe  2n(n — l)*;  Clebsch,  Matli.  Ann.,  5. 

Die  singulären  Geraden  eines  Complexes  sind  durcfi  den 
vollständigen  Schnitt  des  Complexes  mit  einem  anderen  2{n  — 1)**° 
Grads  gegeben;  sie  bilden  mWnn  eine  Congruenz  von  der  Ord-, 
nung  und  der  Classe  2n{n — l). 


Wir  führen  die  folgenden  Theoreme  von  Clebsch,  Math. 
Ann.,  5  an: 

Die  Spitzen  der  einem  Complex  n^^  Grads  ungehörigen 
Kegel,  die  von  einer  festen  Geraden  in  n  Punkten  geschnitten 
werden,   für    welche    eine    (binäre)   Invariante    vom    k*^  Grad 

verschwindet,  bilden  eine  Fläche  von  der  Ordnung  kn^  die  diese 

kn 
feste  Gerade  als  -  -fache  Gerade  enthält. 

Die  Geraden,  welche  einen  dem  Complex  «*®°  Grads  an- 
gehörigen  Kegel  in  Punkten  schneiden,  die  eine  bestimmte  invariante 

Eigenschaft  haben  (für  welche  eine  binäre  Invariante  k*^  Grads 

kn 
verschunndet) ,    bilden  einen  Complex  vom  Grad  -g-- 

Zu  diesen  beiden  Theoremen  lassen  sich  selbstverständlich 
auch  die  dualen  Sätze  aufstellen,  wenn  man  an  Stelle  der 
Spitzen  der  Kegel  ^die  Ebenen  der  ümhüUungscurven  des  Com- 
plexes, an  Stelle  einer  Punktreihe  ein  Ebenenbüschel  etc.  in  Be- 
tracht zieht. 

Für  w  =  4  erhält  man  die  Theoreme: 

Die  Spitjsen  der  einem  Complex  4**"  Grads  angehörigen 
Kegel,  die  von  einer  festen  Geraden  in  4  äquianharmonischen 
oder  harmonisctien  Punkten  geschnitten  werden,  bilden  eine  Flädie 
8**"  bez.  12^^  Ordnung^  welche  diese  Gerade  zur  4- fachen  bez. 
6'fachen  Geraden  hat. 

Die  Geraden,  welche  einen  bestimmten  Kegel  eines  Complexes 
^ten  QfQ^g  j^  4  äquianharmonischen  oder  harmonischen  Punkten 
schneiden,  bilden  einen  Complex  4^^  bez.  6^^  Grads. 


Wenn  ein  Complex  C  =  0  vom  «****  Grad  gegeben  ist,  so 
lassen  sich  die  Polarcomplexe  einer  Geraden  des  Raums  genau 
auf  dieselbe  Art  definiren,  wie  bei  der  gewöhnlichen  Polaritäts- 


382     Kap.  XIV.   Die  Linien-  nnd  Kngelgeometrie  im  Raum. 

theorie;  sind  pij  die  Coordinaten  der  gegebenen  Geraden,  so 
stellt  die  Gleichung 

einen  Complex  («' — l)**°  Grads  dar,  welcher  der  erste  Polar- 
complex  des  gegebenen  heisst.  Ebenso  ergeben  sich  die  übrigen 
Polarcomplexe. 

Battaglini  (siehe  das  Citat  am  Ende  des  vorigen  Para- 
graphen) führte  zuerst  und  dann  C  leb  seh  in  die  analjtische 
Darstellung  der  Complexe  eine  Symbolik  ein,  die  derjenigen 
analog  ist,  die  bei  der  Invariantentheorie  der  Curven  und 
Flächen  zur  Verwendung  kommt. 

Wir  geben  im  Folgenden  die  Symbolik  in  der  von 
C  leb  seh,  MdUh,  Ann.,  2  veryollkommneten  Gestalt  an. 

Bei  Benutzung  der  Coordinaten  p^j  ist  ein  algebraischer 
Complex  durch  die  Gleichung  gegeben: 

4 
-^«O,  *A,  Im--   PijPkhPlm  .    .    =  0.  (1) 

Wir  setzen  nun  symbolisch 

^ijy  khf  Im     •  •    -~  ^ij  ^kh  ^Im    •  •  ' 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (l)  lässt  sich  dann  als  die 
symbolische  Potenz  eines  linearen  Ausdrucks,  d.  h.  diu*ch 


[2a,iP{,J 


darstellen,  worin  die  Symbole  a^j  die  Eigenschaft  haben,  dass 
sie  ihr  Vorzeichen  ändern,  wenn  die  Indices  t  und  j  vertauscht 
werden. 

Nun  lässt  sich  beweisen,  dass  sicii  immer  und  auf  nur 
eine  Art  die  linke  Seite  der  Gleichung  des  Complexes  als  die  n*® 
symbolische  Potenz  der  linken  Seite  der.  Gleichu/ng  eines  spe- 
c teilen  linearen  (symbolischen)  Complexes  ausdrücken  lässt,  wobei 
unter  specieU  verstanden  wird,  dass  der  Complex  eine  feste 
Gerade  eur  Directrix  hohe. 

Wenn  wir  mit  P  =  0  die  quadratische  Gleichung  bezeich- 
nen, der  die  p^^  genügen,  so  lässt  sich  offenbar  der  Gleichung 
F  =  0  eines  jeden  Complexes  vom  Grad  « >  1  immer  die 
Form  geben: 
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worin  i^  =  0  die  gegebene  Gleichung  und  M  eine  Form  vom 
(w  —  2)**"  Grad  mit  uiUkürlidien  Coefßcienten  ist. 

Wenn  wir  nun  in  dem  obigen  symbolischen  Ausdruck 

a..  =  a^hj  —  ajb^,     (e, j  =  1,  2,  3,  4) 

setzen,  so  wird  der  lineare  Complex 

der  Complex  der  Geraden,  welche  die  Verbindungsgerade  der 
beiden  Punkte  («1,02,03,04),  (&i,  &,,  63,  h^)  treffen;  diese  sym- 
bolische Substitution  kann  man  aber  unter  der  Bedingung 
machen,  dass  zwischen  den  wirklichen  Coefficienten  des  gegebe- 
nen Complexes  F  alle  linearen  Beziehimgen  bestehen  sollen, 
welche  identisch  werden ,  wenn  diese  wirklichen  Coefficienten 
durch  Producte  von  Factoren  vom  Typus 

ausgedrückt  werden. 

Nun  ist  die  einzige  zwischen  diesen  Factoren  bestehende 
Beziehung 

(«1^2  —  «8^)(«8^  —  «4^8)  +  («1^3  —  ^Mi^A^i  —  ^ih)  + 
+  K^4  —  Ö4^)(«2^8  —  «8^2)  =  0; 

mithin  sind  die  einzigen  Beziehungen  w**"  Grads  zwischen  Deter- 
minanten vom  Typus  (a^bj  —  a^.6,.)  diejenigen,  die  man  durch 
Multiplication  der  vorstehenden  Eelation  mit  einer  beliebigen 
monomen  Combination  (n  —  2)**'*  Grads  derselben  Determi- 
nanten erhält;  führt  man  diese  Multiplication  aus,  so  wird  jeder 
der  drei  Terme  der  vorstehenden  Relation  ein  icirklicfier  Coefficient 
des  Complexes;  es  muss  unter  diesen  daher  die  lineare  Beziehung 
bestehen: 

0^12,  34, /»n,.  ..  "j"  013,4?, /in, .  .  .  "f-  «14,  28, /m,..  .   =  0. 

Nim  existiren  im  Allgemeinen  zwischen  den  Coefficienten 
von  F  keine  Relationen  dieser  Art;  man  kann  aber  immer  tmd 
auf  eine  einzige  Art  M  so  wählen,  dass  die  Coefficienten  von 

F'{'MP 

derartigen  Beziefiungen  genügen.  Den  Beweis  dafür  hat  C  leb  seh, 
Matfi.  Ann.,  2  geliefert. 

Die  Form,  welche  auf  diese  Art  die  Gleichung  des  Com- 
plexes annimmt,  heisst  die  Normalform  und  C  leb  seh  hat 
gezeigt,  da^ss  sie 
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-  ^^    '    1.2(n+l)n       ^ 

/J^F  H =  0 


1  (n+  1)  '    1.2(n+l)n 

P» 


l-2-3(n+l)n(n—  1) 
lautet  f  worin 

J^F=J{JF),    J^F  =  J{/1{/1F)},'''  ist. 


Der  Strahlenraum  wird  durch  jede  projedive  oder  dua?^ 
Transformation  des  Punkt-  und  Ebenenraums  in  sich  selbst 
transformirt;  die  Gruppe  aller  linearen  Transformationen  unter 
den  p^j,  durch  welche  der  Strahlenraum  in  sich  selbst  über- 
geführt wird,  ist  zugleich  die  Gruppe  der  sämmtlichen  linearen 
Transformationen,  für  welche  die  Relation 

P  =  p^^p^  +  Pi^p^  +  i?i4P28  =  0 
unverändert  bleibt. 

Die  Coefficienten  eines  Complexes  mögen  a»^^ **,...  und 
die  Coefßcienten  des  durch  eine  dieser  linearen  Transformatio- 
nen transformirten  Complexes  oj-y, **,...  heissen;  die  letzteren 
lassen  sich  linear  durch  die  ersteren  ausdrücken.  Der  Begriff 
Yon  Invarianten  des  Complexes  ergibt  sich  unmittelbar:  man 
nennt  Invariante  vom  Grad  k  (oder  Covariante)  des  Complexes 
eine  solche  rationale  ganze  homogene  Function  vom  Grad  7c 
in  den  a  (oder  vom  Grad  k  in  den  a  und  einem  beliebigen 
anderen  Grad  in  den  p),  die  bis  auf  einen  Factor  (Potenz  der 
Substitutionsdeterminante)  unverändert  bleibt,  wenn  an  die  Stelle 
der  a  die  a  (oder  an  die  Stelle  der  a  die  a'  und  der  p  die 
transformirten  Coordinaten  p')  gesetzt  werden. 


§  3.   Die  linearen  Complexe. 

Die  allgemeine  Gleichung  eines  linearen  Complexes  ist 

4 

Genügen  die  Coefficienten  a  der  Relation 

Ä  ^2  a^oO«^  4-  «18  042  -\-  0^14023  ==  0, 
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so  besteht  der  Compl^x  atis  allen  Geraden,  welche  eine  gegebene 
Gerade  treffen,  deren  Coardinaten  die  a^j  sind;  dieser  besondere 
Complex  heisst  der  specielle  lineare  Complex. 

Der  lineare  Complex  hat  eine  einzige  Invariante,  nänilic^i  A, 

Gegeben  sei  ein  Punkt  des  Baums;  die  durch  ihn  gehenden 
Geraden  des  linearen  Complexes  liegen  in  einer  Ebene  und  sind 
die  GesammOmt  der  Geraden  dieser  Ebene,  wdche  durch  den 
Punkt  gehen;  ist  umgekehrt  eine  Ebene  gegeben,  so  umhüllen  alle 
in  ihr  gelegenen  Geraden  des  Complexes  einen  Punkt. 

Mittelst  des  Complexes  wird  mithin  eine  specielle  Baum- 
polarität festgesetzt  und  zwar  eine  der  sogenannten  Nullpola- 
rUaten  oder  NüUsysteme.  Vgl.  Kap.  1,  §  4,  S,  44?  Kap.  10, 
§  2,  S.  261. 

Den  Punkt  und  die  Ebene,  welche  in  dieser  Polarität  con- 
jugirt  sind,  kann  man  auch  conjugirt  in  Bezug  auf  den  Complex 
nennen. 

Zwei  Gerade  des  Baums,  welche  sich  in  der  Nullpolarität 
entsprechen,  heissen  conjugirt  in  Bezug  auf  den  Complex;  die 
Geraden  des  Unearen  Complexes  sind  sich  selbst  conjugirt. 

Zwei  conjugirte  Gerade  können  sich  nicht  treffen,  wenn  sie 
nicht  zusammenfallen. 

Jede  Gerade,  wdche  zwei  conjugirte  Gerade  trifft,  gehört 
zu  dem  Complex,  und  umgekehrt,  jede  Gerade  des  Complexes. 
welche  eine  diesem  nicht  angeliörige  Gerade  trifft,  schneidet  auch 
die  der  letzteren  conjugirte  Gerade. 

Diameter  oder  Durchmesser  des  Complexes  werden  die 
Geraden  genannt,  welche  den  unendlich  fernen  Geraden  des 
Baums  conjugirt  sind,  und  Diametralebenen  des  Complexes  die 
den  unendlich  fernen  Punkten  conjugirten  Ebenen. 

Die  Durchmesser  sind  sämmtlich  einander  und  den  Dia- 
meträlebenen  parallel. 

Die  unendlich  vielen  Geraden  des  Complexes,  welche  in  einer 
Diametralebene  liegen,  sind  sämmtlich  einander  paraUel. 

Axe  des  Complexes  heisst  der  (einzige)  Durchmesser,  welcher 
senkrecht  auf  den  Ebenen  steht,  die  durch  die  imendlich  ferne 
dem  Durchmesser  conjugirte  Gerade  gehen. 

Für  jede  Gerade  des  Complexes  ist  das  Produd  aus  ihretn 
geringsten  Abstand  von  der  Axe  mit  der  trigonometrischen  Tan- 
gente des  Winkeiis  zwischen  der  Geraden  und  der  Axe  constant; 
dieses  constante  Produd  heisst  der  Parameter  des  Complexes. 

Der  lineare  Complex  wird  durch  jede  schraubenförmige  Be- 
wegung um  die  eigene  Axe  in  sich  selbst  transformirt. 

Pascal,  Eepertorlum.   II.  25 
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Ein  linearer  Con^plex  lässt  sicJi  auf  verschiedene  Art  erzeu- 
gen, nämlich: 

1)  durch  die  in  der  NuUpolarität  vereinigten  Geraden; 

2)  indem  man  aUe  Geraden  zusammenfasst,  weldie  die  ver- 
schiedenen Paare  van  Erzeugenden  einer  Flache  J3l^^  Ordnung  treffen, 
die  in  einer  beliebigen,  zwischen  den  Erzeugenden  festgestellten 
Involution  conjugirt  sind.  Die  Chasles'sche  Erzeugungsweise, 
Journ»  de  LiouviUe^  (1),  4; 

3)  indem  man  cille  Geraden  zieht,  die  zwei  zueinander  pro-, 
jedive  Ebenenhüschel  in  Punktreihen  schneiden,  welche  in  Invo- 
lution liegen; 

4)  durch  die  Geraden,  von  welchen  aus  zwei  prq^ective 
Punktreihen,  deren  Träger  sich  nicht  schneiden,  in  einer  Invo- 
lution von  Ebenen  projicirt  werden; 

5)  indem  man  alle  Geraden  ziehte  weldie  die  Paare  sich 
entsprechender  Strahlen  zweier  projediver  Strahlenbüscficl  treffen, 
die  zwar  in  verscJiiedenen  Ebenen  liegen  und  ein  verschiedenes 
Centrum  besitzen,  jedoch  einen  Strahl  gemeinschaftUcfi  haben,  der 
sich  selbst  entspricht.  Die  Sglvester'sche  Erzeugungsweise,  Compt. 
Bend,,  52,  1861. 

lieber  die  Construction  eines  linearen  Complexes,  von 
welchem  5  Gerade  gegeben  sind,  siehe  B.  Sturm,  1.  c,  1, 
p.  107  u.  ff. 

• 

§  4.   BÜBOhel  und  Netze  linearer  Complexe. 

Wenn  die  Gleichimgen  zweier  linearer  Complexe  yorliegen 
und  eine  lineare  Combination  ihrer  linken  Seiten  gebildet  und 
gleich  Null  gesetzt  wird,  so  erhält  man  die  Gleichung  eines 
Büschels  linearer  Complexe. 

Ein  Büscfiel  linearer  Complexe  efiGiält  im  Allgemeinen  zwei 
Complexe,  die  speciell  sind.     Siehe  §  3,  S.  385. 

Daraus  folgt: 

Der  Schnitt  der  beiden  linearen  Complexe  ist  im  Allgemeinen 
eine  Congruenz  1*^  Ordnung  und  Classe  (eine  lineare  Congruene; 
Basiscongruenz  des  Büschels),  weldte  aus  edlen  Geraden  besteht, 
die  zwei  gegebene  Gerade  treffen. 

Wenn  die  beiden  spedellefi  Complexe  des  Büschels  zusammen- 
fallen, so  ist  die  Schnittcongruenz  eine  speciell e  Congruenz^ 
welche  nur  eine  einzige  Directrix  hat. 

Sind  femer  alle  Complexe  des  Büsdtels  specielle,  so  be- 
steht die  Schnittcongruenz  aus  den  Geraden,  welche  in  einer  Ebene 
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liegen   und  den  Geraden  des  Baums,  welche  durch  einen  Punkt 
dieser  Ebene  gehen. 

Die  Axen  aller  linearen  Complexe  eines  Büschels  bilden  eine 
Eegelfläche  3^'  Ordnung  mit  verschiedenen  Leitgeraden,  von  denen 
eine  im  Unendlichen  liegt. 

Die  Gleichung  dieser  Begelfläche  lässt  sich  auf  die  Form 
reduciren: 

z{x^  +  y^)  —  cxy  =»  0;     Plücker. 

Cayley  nannte  diese  Regelfläche  Cylindroid. 

Wenn  die  Gleichungen  dreier  linearer  Complexe 

(7=0,    C'=0,    C"=0 
gegeben  sind,  so  stellt  die  Gleichung 

ein  Netz  linearer  Complexe  dar. 

Der  Schnitt  der  drei  linearen  Complexe  ist  im  Allgemeinen 
eine  Begelfläche  ^*®'  Ordnung;  die  oo^  Leitgeraden  aller  in  dem 
Netz  enthaltenen  specieUen  linearen  Complexe  bilden  das  zweite 
System  von  Erzeugenden  dieser  Begelfläche  2^^  Ordnung. 

Die  Axen  der  sämmtlichen  cx)^  Complexe  des  Netzes  bilden 
eine  Congruenz  J^'  Ordnung  und  8^  Classe,  die  aä$s  den  Lothen 
besteht,  welche  den  oo^  Paaren  von  Erzeugenden  der  zugehörigen 
Begelfläche  2^^  Ordnung  gemeinschaftlich  sind. 

Den  Anfang  mit  dem  Stadium  des  linearen  Complexes  hat 
Giorgini,  Mem.  della  Sodeta  itaUana  delle  scienze,  20,  1827; 
Möbius,  CreiUCj  10  und  Chasles,  Corr.  math.^  6,  1830;  Joum. 
de  LumviUe,  4,  1839  gemacht;  dann  folgten,  ausser  Plücker, 
Reye,  CreUe,  69,  86,  95,  etc.;  Pasch,  ib.,  75;  d'Ovidio,  Atti 
Acc.  Torino,  16,  1881;  Ann.  dimat.,  7;  Atti  Acc.  Lincei^  (2),  3; 
De  Paolis,  Mem.  Acc.  Lincei,  1885;  etc. 

Die  Bemerkung  ist  von  Interesse,  dass  die  Theorie  der 
reciproken  Figuren  in  der  graphischen  Statik  im  engsten  Zu- 
sammenhang mit  der  Theorie  der  linearen  Complexe  steht. 

Man  hat  auch  die  Systeme  der  projectiv  aufeinander  be- 
zogenen linearen  Complexe  und  die  geometrischen  Gebilde  stu- 
dirt,  welche  durch  die  Geraden  erzeugt  werden,  die  den  sich 
entsprechenden  Complexen  gemeinsam  sind.  Vergl.  darüber  Segre, 
Mem.  Acc.  Torino,  t.  36,  37,  1885/86;  Montesano,  Sui  com- 
plessi  di  rette  di  ffi  grado  generaii  da  due  fasd  proiettivi  di 
complessi  lineari  (separate  Schrift),  Napoli  1886  und  Bend.  Acc. 
Napoli,  1886. 

26  ♦ 
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Mit  dem  Studium  des  Linienraums  und  speciell  der  linearen 
Complexe  unter  Zuhülfenahme  der  Geometrie  der  ebenen  Kegel- 
schnitte beschäftigten  sich  C  r  e  m  o  n  a ,  Giom.  di  Batt. ,  8 ; 
Aschieri,  Bend,  Ist  Lomh.,  1879;  Mem.  Ist.  Lomb.,  1883; 
Segre,  ÄUi  Acc.  Torino,  t.  20,  1885. 

Die  Abbildung  des  linearen  Complexes  auf  den  Punktraum 
(die  ersten  Begriffe  sind  Klein  zu  verdanken,  Klein  und 
Noether,  Gott.  Nachr.,  1869)  untersuchten  speciell  Caporali, 
Mem.  Acc.  Lineei,  1877/78;  Del  Pezzo,  Bend.  Palermo,  1. 

§  5.   Die  linearen  InvolutionBOomplexe  Elein*s. 
Zwei  lineare  Complexe 

die  so  beschaffen  sind,  dass  die  Invariante 

«12^84  +  «13^42  +  «14^28  +  «84  ^12  +  042^13  +  «23^14 

verschwindet,  stehen  in  einer  Beziehimg  zueinander,  welche  als 
Involution  bezeichnet  wird;  Klein,  Math.  Ann.,  2. 

Jeder  spedeUe  lineare  Complex  liegt  eu  sich  seihst  in  In- 
volution. 

Es  sind  bis  eu  sechs  lineare  Complexe  möglich,  die  zu  je 
zweien  in  Involution  liegen.  Sie  werden  von  Klein  das  System 
der  sechs  Fundamentalcomplexe  genannt;  es  gibt  oo^^  solche 
Systeme,  jedes  von  ihnen  besteht  aus  Complexen,  die  sämmtlicfi 
nicht  speciell  sind. 

Die  Untersuchung  dieser  Systeme  steht  in  Zusajnmenhang  mit 
den  neuen  von  K 1  e  i  n  eingeführten  Liniencoordinaten.  Siehe  S .  3  7  5 . 
Bezeichnet  man  mit  aj^  =  0  die  Gleichungen  der  6  Fundamental- 
eompleze,  so  wird  die  Gleichung  der  Fundamentalfläche  2^^  Ord- 
nung des  Baums  von  fünf  Dimensionen  (siehe  S.  376)  ^x^^  =  0. 
Jeder   andere   lineare    Complex   ist   durch   ^a-x^  =  0   gegeben 

und  zwei  Complexe  ^0^x^  =  0,  2b-x^=^0  sind  involuto- 
fisch,  wenn 

^a-  b^  =  0     ist. 

Die  sechs  Fundamentalcomplexe  schneiden  sich  zu  je  zweien  in  15 
linearen  Congruenzen  mit  verschiedenen  Directricen.  Siehe  §  11. 
Die  Directricen  einer  dieser  Congruenzen  gehören  den  4  anderen 
Fundamentalcompkxen  an  und  treffen  daher  die  12  Directricefi 
der  6  durch  diese  4  Complexe  bestimmten  Congruenzen. 

Geht  man   von   diesen   Begriffen   aus,    so   kommt    man   zu 
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bemerkenswei-then  Configurationen  und  insbesondere  zu  einer 
Configuration  von  16  Punkten  und  16  Ebenen,  die  mit  der- 
jenigen der  singulären  Punkte  und  Ebenen  der  Eummer'schen 
Fläche  identisch  ist.     Siehe  Kap.  12,  S.  303. 

Näheres  findet  man  bei  Klein,  1.  c;  Königs,  Geom, 
reglee  etc.;  Ann,  de  Toulouse,  7,  1893  und  in  dem  citirten 
Werk  von  R.  Sturm. 

Ueber  die  Anwendung  auf  die  Kummer*sche  Fläche  siehe 
auch  die  schon  auf  S.  302  citirte  Arbeit  Reich ardt's,  Nova 
Acta  der  Leop.  Carol.  Akad.,  50,  Halle  1887. 

§  6.   Oomplexe  2^°  Grads  im  Allgemeinen. 

Der  Coniplex  2^^^  Chrads  hüngt  von  19  Constanien  ab;  er 
tcird  daher  durch  19  seiner  Geraden  indimdualisirt. 

Die  Complexfläche  in  Beziig  auf  eine  gegebene  Gerade  r  uit 
von  der  4*®^  Ordnung  und  Classe;  die  Gerade  r  ist  Doppel- 
gerade  für  sie. 

Der  Ort  der  Spitzen  der  Complexkegel,  in  Bezug  auf  weldie 
zwei  Pimkte  reciprok  sind,  ist  eine  durch  diese  beiden  Punkte 
gehende  Fläche  2^'  Ordnung,     Battaglini. 

Auf  jeder  Geraden  r  giebt  es  4  Punkte  A^,  A^,  A^,  A^  von 
der  Besdiaffenheit,  dass  die  Complexkegel,  deren  Spitzen  in  ihnen 
liegen,  in  zwei  Ebenen  zerfallen  und  durch  jede  Gerade  gehen 
4  Ebenen  a^,  a,,  «g,  «^  derart^  dass  die  in  ihnen  liegenden 
Complexgeraden  zwei  Punkte  umhüllen. 

Die  Punkte  A  sind  CuspidcUpunkte  für  die  Cofnplex- 
fläche  in  Bezug  auf  r  (die  Doppelgerade  der  Fläche)  und  die 
Ebenen  a  sind  die  4  durch  r  gellenden  Ebenen,  deren  beide  Be- 
rührtmgspunkte  mit  der  Fläche  in  einen  zusammenfallen. 

Das  anharmonische  Vcrhältniss  der  4  Punkte  A  ist  dem- 
jenigen der  4  Ebenen  a  gleich.     Klein,  Math.  Ann.  2,  7. 

Die  Punkte  A  erzeugen  und  die  Ebenen  a  umSMlen  dieselbe 
Fläche  4**'  Ordnung  und  Classe  (die  Singularitätenfläche  des 
Complexes  ^'^  Grads;  siehe  §  2,  S.  380).  Sie  ist  eine  Kum- 
mer'sehe  Fläche,     Kap.  12,  §  3. 

Jedem  Punkt  A  entspricht  eine  durch  ihn  gehende  Gerade 
a  (Doppelgerade   des    Kegels,    dessen  Spitze   A  ist)   imd   jeder 
Ebene   «  entspricht  eine    in    ihr    liegende    Gerade    a    (Doppel- 
gerade für  die  in«  liegende  Enveloppe);  die  Geraden  a  und  a- 
sind  singidärc  Gerade  des  Complexes;  siehe  §  2,  S.  380. 

Jede  singulare  Gerade  s  ist  einem  auf  Uir  liegenden  singu- 
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lären  Punkt  S  und  einer  durch  sie  gehefidm  singulärefi  Eben€  c 
zugeordnet;  diese  berührt  die  Singulariiätmflächc  in  dem  singulären 
Funkt  S  und  schneidet  sie  in  zwei  anderen  Punkten,  welche  die 
Centren  zweier  in  der  singulären  Ebene  ö  liegender  Büschel 
sind.  Die  beiden  anderen  durch  s  gelegten  Berührungsebeneu 
sind  die  zwei  Ebenen,  in  welche  der  Kegel  zerfällt,  dessen  Spitze 
in  S  liegt. 

Jede  Ebene  n  schneidet  die  Singularitätenflädie  in  einer 
Curve,  wddte  die  in  n  gelegene  Complexcurve  (siehe  S.  377)  in 
jedem  Punkt  berührt,  in  wdchem  sie  diese  Curve  trifft;  die  ge- 
meinschaftlichen Tangente  sind  singulare  Gerade  des  Complexes: 
ebenso  gilt  der  duale  Satz, 

Die  Ebenen,  weküie  so  beschaffen  sind,  dass  die  in  ihnen  liegen- 
den Cowplcxcurven  entweder  zwei  gegebene  Gerade  schneiden, 
oder  eine  Gerade  schneiden  und  eine  Ebene  berühren,  oder  auch 
zicei  Ebenen  berühren,  hüllen  eine  devdoppäble  Fläche  16^^,  bez. 
S^y  bez,  4*®'  Classe  ein. 

Die  Begelfläche,  welche  au^  den  singulären  Geraden  best^f, 
die  eine  gegebene  Gerade  sdineiden,  ist  5**"  Ordnung  und  die 
sämmtUdien  singulären  Geraden  bilden  eine  Congruenz  4**'  Ord- 
ntmg  und  Classe. 

Es  gibt  16  Ebenen,  deren  Complexcurven  aus  zwei  unend- 
lich nahen  Punkten  gebildet  sind,  und  in  dualer  Weise  gibt  es 
16  Punkte,  deren  Complexkegel  aus  zwei  zusammenfallenden 
Ebenen  bestehen. 

Diese  16  Punkte  und  16  Ebenen  sind  die  singulären  Punkte 
und  Ebenen  der  Kummer'schen  Fläche,  welche  die  Singularitäten- 
flä4)Iie  des  Complexes  ist. 

Die  16  Punkte  Hegen  in  allen  auf  eine  beliebige  Gerade 
bezogenen  Complexflächen  und  die  16  Ebenen  berühren  dieselben 
Flächen, 

Ist  die  Kummer'sche  Fläche  gegehen,  so  wird  der  Complex 
auf  die  folgende  Art  gebildet:  Man  betrachte  in  einer  die 
Fläche  in  S  berührenden  Ebene  <s  die  singulare  Gerade  s  des 
Complexes;  diese  schneidet  die  Fläche  in  zwei  anderen  Punkten; 
man  nehme  nun  in  a  die  beiden  Strahlenbüschel,  welche  diese 
Punkte  zu  Centren  haben;  die  Gesanmitheit  aller  dieser  oo* 
Büschel,  welche  man  durch  Variation  der  Berührungsebene  er 
erhält,  ist  der  gegebene  Complex. 

Wir  wollen  nun  das  in  <y  gelegene  Strahlenbüschel,  dessen 
Centrum  in  S  liegt,  betrachten,  und  die  oo^  Büschel  dieser 
Art.     Wie    sich    ^        *         Hisst,   können    sie   auf   die    folgende 
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Art  projectiv  einander  zugeordnet  werden:  Man  nehme  in  einem 
Yon  ihnen  einen  beliebigen  Strahl  und  alle  ihm  entsprechenden 
in  den  übrigen  an  und  betrachte  die  beiden  anderen  Schnittpunkte 
der  letzteren  mit  der  Fläche  und  die  Strahlenbüschel,  die  diese 
Schnittpunkte  zu  Centren  haben  und  in  den  durch  diese  Schnitt- 
punkte gehenden  Berührungsebenen  an  die  Fläche  liegen.  Diese  cx)^ 
Strahlenbüschel  bilden  dann  einen  zweiten  quadratischen  Complex, 
welcher  dieselbe  Singularitfttenfläche,  wie  der  gegebene,  hat. 

Man  erhält  so  oo^  Complexe  2****  Grads,  die  confocal 
(Klein  und  Lie),  homofocoL  (Segre),  in  Involution  liegend 
(Schur)  oder  consingulär  (R.  Sturm)  genannt  werden. 

Da  die  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche  von  18  Con- 
stanten, die  des  quadratischen  Complexes  von  19  Constanten 
abhängt,  so  erkennt  man,  dass  es  in  der  That  oo^  quadratische 
Complexe  mit  derselben  Singularitätenfläche  geben  muss. 

üeber  die  Art,  die  projective  Correspondenz,  von  der  eben 
die  Rede  war,  festzusetzen,  verweisen  wir  auf  B.  Sturm,  1.  c, 
3,  p.  32. 

Jede  Gerade  des  Baums  gehört  vier  canfocälen  Complexen  an. 

Die  durch  die  singulären  Geraden  des  quadratischen  Com- 
plexes gebildete  Congruenz  kann  man  als  den  Schnitt  dieses 
Complexes  mit  einem  anderen  ansehen,  welcher  in  der  von  dem 
gegebenen  Complex  erzeugten  Beihe  confocaler  Complexe  unend- 
lich wenig  von  dem  gegebenen  verschieden  ist. 

Eine  singulare  Gerade  des  Complexes,  welche  die  Kummer- 
sche  Fläche  osculirt  (eine  dreipunktige  Berührung  mit  ihr  hat), 
heisst  eine  singulare  Gerade  2*®'  Ordnung  des  Complexes  (Segre); 
berührt  sie  die  Kummer^sche  Fläche  vierpunktig,  so  wird  sie 
von  demselben  Autor  eine  singulare  Gerade  5**'  Ordnung  genannt. 

Die  singulären  Geraden  5*®'  Ordnung  eines  quadratischen 
Complexes  bilden  eine  Begel fläche  16^^  Ordnung,  und  die  aller 
Complexe  der  confocälen  Beihe  eine  Carufruenz  von  der  24^^  Ord- 
nung und  Classe. 

Singtdäre  Gerade  3^^  Ordnimg  eines  gegebenen  quadratischen 
Complexes  gibt  es  im  Ganzen  32;  die  singulären  Geraden  5*®'  Ord- 
nung der  Complexe  der  ganzen  confocälen  Beute  bilden  eine  Begel- 
fläclie  64^^  Ordnung,  welche  in  die  16  in  jeder  der  Doppelebenen  der 
Kummer'schen  Fläche  entlialtenen  Envehppen  2^^  Ordnung  und 
in  die  16  von  jedem  der  16  Doppelpunkte  derselben  Fläche  aus- 
gehenden  Kegel   ^'  Ordnung  zerfällt. 

Wenn  die  Klein'schen  Coordinaten  (siehe  §  1,  S.  375)  benutzt 
werden,  lässt  sich  die  Gleichung  des  Complexes  2^^  Grads  schreiben : 
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6 
l 

worin  die  x  an  die  Relation 

^x^  =  0 


1 

gebunden  sind. 

Die  singulUren  Geraden  1*®'  Ordnung  werden  durch  den 
Schnitt  des  gegebenen  Complexes  mit  einem  anderen  bestimmt, 
dessen  Gleichung 

^lilx^  =  0 

lautet. 

Die  singulären  Geraden  2**'  Ordnimg  femer  ergeben  sich 
aus  dem  Schnitt  der  vorstehenden  Congruenz  mit  dem  Complex 

6 

1 

und  für  diejenigen  dritter  Ordnung  muss  schliesslich  noch 

6 
1 

sein. 

Die  Gleichimg   der  Reihe  confocaler  Complexe  lautet: 

6  a 

worin  l.  ein  variabeler  Parameter  ist*). 

Der  erste,  der  sich  mit  den  Complexen  2**^°  Grads  beschäf- 
tigte, warBattaglini,  AttiAccKapoli,  1866;  Giorn,  di  Batt,,  6: 


•)  Man   könnte  glauben,  dass  unt^r  diesen  einfach   unendlich 
vielen  Complexen  derjenige   nicht  enthalten   sei,    dessen  Gleichung 

^k'iXi*  =  0  lautet;  wir  bemerken  jedoch,  dass  man  diese  Gleichung, 

da  ^x.*  —  0  ist,  auch  ^. (Ä^^-f  ft).t;,.*  =  0    schreiben  kann,  wäh- 
rend man  der  Gleichung  im  Text  aus  demselben  Grund  auch  die  Form 

2  {j--x  +  itri-.) ^.•'  =  ";  ^-  ^-  2'^  ^''  -  '  ««^«- 

kann ;  multiplicirt  man  nun  mit  l\  -f-  X  und  lä^st  dann  X  gegen  oo 
convergiren,  so  ergibt  sich    ^(A-..  -f-  /t;.rv*  ^-=  0. 
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er  studirte  einen  speciellen  quadratischen  Complex,  der  nach 
ihm  benannt  wurde;  siehe  §  7;  es  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass 
er  Anfangs  geglaubt  hatte,  dieser  Complex  sei  der  allgemeinste; 
diesen  Irrthum  hat  Klein,  Dissert,  Bonn  1868  nachgewiesen. 
In  dem  Plücker'schen  Werk  ist  zum  ersten  Mal  eine  Theorie 
der  Complexe  2*^  Grads  enthalten,  die  später  eingehend  auch  von 
anderen  Autoren,  Clebsch,  Klein,  Lie  (siehe  §  1,  S.  378)  unter- 
sucht wurden.  'Eine  umfassende  Darstellimg  dieser  Theorie  bringt 
der  3*®  Band  des  citirten  Buches  von  ß.  Sturm. 

Von  anderen  Arbeiten  über  die  Complexe  2**"^  Grads  citiren 
wir  Caporali,  Mem,  Äcc,  Lincei,  1878,  der  sie  auf  den  Punkt- 
raum abbildete;  Schur,  Dissert,,  Berlin  1879  (Auszug  in  den 
Math,  Ann.,  15);  ßeye,  Grelle,  86,  93,  95,  97,  98;  Segre, 
Mem.  Acc.  Torino,  t.  36,  1885,  der  die  fiiiher  von  Klein  (vergl. 
§  1,  S.  376)  angegebene  Idee  weiter  ausbaute,  d.  h.  die  Geometrie 
auf  einer  Fläche  2**^^  Grads  im  Baum  von  fünf  Dimensionen 
studirte;  Montesano,  die  S.  387  citirte  Schrift  imd  Bend.  Acc. 
Napoli  1886;  etc. 

Wie  die  Complexe  2*®^  Grads  classificirt  werden  und 
welche  die  bemerkenswerthesten  sind,  davon  wird  im  folgenden 
Paragraphen  die  Rede  sein. 

Die  Theorie  der  Polarität  der  Complexe  2*®"  Grads  (siehe 
§  2,  S.  381  und  diejenige  der  Diameter,  Centren,  etc.  (siehe 
S.  385),  die  ein  specieller  Fall  der  ersteren  ist,  behandelte  be- 
sonders Plücker.  Vergl.  auch  die  §§  567—585  im  3**^  Band 
des  R.  Stürmischen  Werks. 

Reye,  Cr  eile,  98,  legt  seiner  Classification  der  allgemeinen 
Complexe  2*®°  Grads  die  Anzahl  der  in  ihnen  enthaltenen  ima- 
ginären Elemente  zu  Grund.  Er  unterscheidet  hyperbolische, 
parabolische,  ellipUscfie  und  imaginäre  Complexe, 

§  ll   Classifloation  der  Complexe  2^  Grads. 

Bezeichnet  man  mit  P  =  0  (siehe  §  2)  die  identische 
quadratische  Relation  zwischen  den  Liniencoordinaten  oder  die 
Gleichung  der  Fundamentalfläche  2**'  Ordnung  im  Raum  von 
5  Dimensionen  und  mit  C  =  0  die  Gleichung  einer  anderen 
Fläche  2*®'  Ordnung  in  demselben  Raum,  deren  Schnitt  mit  der 
ersteren  die  Mannigfaltigkeit  liefert,  welche  dem  Liniencomplex 
2*®°  Grads  entspricht,  so  lassen  sich  die  Complexe  classificiren, 
indem  man  die  Discriminante  der  Flüche  ^**'  Ordnung 

P.+ AC=() 
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betrachtet,  die  vom  ^**^  Crrad  in  l  ist  und  insbesondere  eine 
Determinante  6^^  Ordnung  A  darstellt. 

Wenn  die  Wurzeln  dieser  Discriminante  sämmtlich  ver- 
ßcMeden  sind,  d.  h.  wenn  das  Büschel  von  Flächen  ^**'  Ordnung 
6  verscfiiedene  Kegel  enthält,  so  liegt  der  in  §  6  besprochene 
allgemeine  Complex  mit  19  Constanten  vor;  die  Singulxiritäten- 
fläche  ist  dann  eine  allgemeine  Kummer'sche  Flädie. 

Es  kann  vorkommen,  dass  sie  speciell  ein  Tetraedroid  wird; 
siehe  Kap.  12,  §  4;  alsdann  erhält  man  den  sogenannten  Bat- 
taglim'schen  oder  harmonischen  Complex,  der  als  besonderen  Fall 
den  Painvin'schen  Complex  enthält,  dessen  Singularitätenfläche 
zur  FresneVschen  Fläche  geworden  ist.  Siehe  Kap.  12,  §  4, 
S.  310. 

Es  sind  femer  die  Fälle  zu  untersuchen,  in  denen  ein  Theil 
der  Wurzeln  der  Discriminante  A  einander  gleich  ist,  keine 
jedoch  alle  ünterdeterminanten  5*®'  Ordnung  der  Determinante 
6*®'  Ordnung  annullirt.  Alsdann  fallen  einige  der  Kegel  2*®*^  Grads, 
von  denen  oben  die  Bede  war,  zusammen.  Nimmt  man  z.  B.  an, 
2  von  ihnen  oder  3  etc.  fallen  zusammen,  so  werden  die  bezüg- 
lichen Complexe  mit 

[2,  1,  1,  1,  1]    oder    [3,  1,  1,  1],    etc. 

bezeichnet,  während  f[lr  den  allgemeinen  Complex  das  Symbol 

[1,1,1,1,1,1] 
gebraucht  wird. 

In  solcfien  Fällen  hat  der  Complex  Doppelgerade  (§  2,  S.  381), 

die  auch  für  die  Singularitätenfläche  Doppelgerade   sind.     Man 

unterscheidet  ausser  dem  allgemeinen  Fall  10  Fälle     Siehe  die 

TabeUe  S.  396. 

Es  bleiben  nun  ^die  Fälle  zu  betrachten,  in  denen  die 
Determinante  6*®'  Ordnung  A  vielfache  Wurzeln  hat  imd  diese 
Wurzeln  sämmtÜche  Minoren  5**"  Ordnung  (wir  wollen  sie  mit  zi' 
bezeichnen)  oder  auch  alle  Minoren  4**"^  Ordnimg  der  Deter- 
minante, die  ^"  heissen  mögen,  annulliren. 

Wir  benutzen  die  folgende  Schreibweise  zur  Bezeichnung 
der  Complexe,  welche  diesen  Fällen  entsprechen;  wir  nehmen  an, 
eine  Wurzel  sei  v-fach  für  J,  v'-fach  für  alle  Minoren  J'  und 
annullire  nicht  sämmtllche  Minoren  A'\  Den  bezüglichen  Com- 
plex bezeichnen  wir  mit  dem  Symbol 

[(v  —  v\  v),  r,  s,  ..  .], 

worin  v  -^  r  -]-  -  6 
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ist  und  r,  5,...  die  Vielfachheiten  der  übrigen  Wurzeln  der 
Determinante  A  angeben,  d.  b.  derjenigen  Wurzeln,  welcbe  die 
A'  nicbt  annuUiren.  Mit  anderen  Worten:  wenn  eine  v-facbe 
Wurzel  von  A  aucb  die  A'  mit  der  Vielfacbbeit  v'  der  Wurzel 
annullirt,  so  wird  in  dem  oben  S.  394  definirten  Symbol  an 
die  Stelle  der  Zahl  v,  welche  dieser  yielfachen  Wurzel  ent- 
spricht,   das  Symbol   (v  —  v\  v')  gesetzt. 

Auf  ähnliche  Art  wird,  wenn  eine  Wurzel  v-fach  für  A^ 
v'-fach  fEb:  alle  A'  imd  v"-fach  fElr  alle  A"  ist,  in  demselben 
Symbol  an  die  Stelle  der  Zahl  v 

(ff         if     ff\ 
V  V,   V   —  V    ,vj 

gesetzt.  So  bedeutet  z.  B.  das  Symbol  [(3,  2),  1],  dass  von  den 
6  Wurzeln  von  A  eine  fünffach  und  für  sämmtliche  A'  doppelt 
ist;  und  das  Symbol  ((111)  21],  dass  von  den  6  Wurzeln  von 
A  eine  einfach  und  ^ine  andere  doppelt  ist,  ohne  alle  A'  zu 
annulliren,  dass  femer  eine  dreifach,  f[lr  alle  A'  doppelt  und 
fttr  alle  A"  einfach  ist.     Es  ist  immer: 

V  —  V    ^V   V    ^v    . 

Diese  Bezeichnungsart  ist  durch  die  Weierstrass'sche 
Theorie  der  Elementartheüer,  von  der  wir  in  Bd.  1,  p.'328 
handelten ,  veranlasst  worden.  Wir  haben  hier  die  P  -\-  IC 
zu  untersuchen,  wobei  P  und  C  Formen  zweiten  Grads  in  sechs 
Yariabelen  sind. 

Auf  die  Möglichkeit,  die  Elementartheiler  in  dieser  Frage 
zu  verwerthen,  hat  zuerst  Klein  in  seiner  Dissertation  hin- 
gewiesen. 

Ueber  die  Literatur  siehe  Bd.  1,  Kap.  12,  §  15,  S.  328—330. 

Wir  lassen  nun  die  Tabelle  fiir  aUe  oben  erwähnten  Fälle 
folgen. 

Den  Fällen  9,  10,  11  entsprechen  insbesondere  als  Singu- 
laritätenflächen, ausser  einer  Ebene,  die  von  Cayley  unter  den 
Nummern  16,  18,  19  aufgeführten  Flächen,  Mem,  on  Cubic 
Surfaces,  Phil  Trans,,  1869,  Thl.  1,  p.  317  und  dual. 

In  den  Fällen  12 — i9  ist  die  Singularitätenfläche  immer 
eine  Begelfläche. 

FaUs  aUe  A"  für  eine  Wurzel  von  A  =  0  verschuHndtn, 
degenerirt  die  Singularitätenfläche  stets  in  eine  doppelte  Fläche 
2^'  Ordnung. 
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Es  sind  im  Ganzen  49  Species;  rechnet  man  die  6  Species; 
die  noch  eine  zweite  zu  ihnen  dualisiische  Spedes  zulassen,  also 
die  unter  den  Nummern  9,  10,  11,  26,  27,  45  doppelt,  so 
ergeben  sich  55  Species. 

Die  erste  Arbeit  über  die  Classification  der  Complexe  ist 
von  Weiler,  Math.  Ann.,  7;  sie  enthält  jedoch  yiele  Ungenauig- 
keiten,  welche  von  Segre  und  Anderen  richtig  gestellt  wurden. 
Auf  Weiler  folgte  Segre,  ÄUi  Äcc.  Torino,  36,  1884;  er  unter- 
suchte in  einem  besonderen  Aufsatz,  Math.  Ann.,  23  auch  die  Fälle, 
in  denen  die  Singularitätenfläche  eine  degenerirte  doppelte  Fläche 
2**"  Grads  ist.  In  dem  3^  Band  des  Stürmischen  Werks 
wird  der  Gegenstand  ausführlich  nach  Methoden  der  reinen  Geo> 
metrie  behandelt. 


§  8.    Der  Battaglini'sohe  oder  harmoniBOhe  Complez. 

Der  Battaglini'sche  Complex  (vergl.  die  Literaturangaben  am 
Ende  des  §  6)  wird  auf  die  folgenden  Arten  projectiy  erzeugt: 
Er  ist  die  Gesammtheit  der  Geraden,  die  zwei  Flächen  J3^  Grads 
{\y  f%  ifi.  vier  harmonisc^ien  Funkten  treffen,  oder:   . 

die  Gesammtheit  der  Geraden,  durch  welche  sich  an  zwH 
gegebene  Flächen  2^^  Grads  (die  Übrigens  nicht  dieselben  sind, 
wie  die  vorigen)  vier  harmonische  Beriihrungsebenen  legen  lassen, 
Aschieri,  Criorn.  di  Bau,,  8. 

Der  BattagUnVsche  Complex  lässt  sich  also  auf  unendlich  viele 
Arten  erzeugen. 

I  Die  Congruenz  der  singtMren  Geraden  des  Battaglini'schen 
Complexes  ist  der  Schnitt  dieses  Complexes  mit  dem  tetraedralen 
Complex  (siehe  §  9)  derjenigen  Geraden,  deren  Polaren  in  Bezug 
auf  die  beiden  Flädien  ^^  Grads  f^,  f^  sich  sdineiden. 

Betrachtet  man  das  Büschel  ^/i  -|-  f*^2  =  0  und  ordnet  die 
Flächen  2***°  Grads  dieses  Büschels  paarweise  involutorisch  in 
der  Art  einander  zu,  dass  /i  =  0,  /i  =  0  die  Doppelelemente 
der  Involution  darstellen,  so  sind  die  den  beiden  Flächen  Sf^ 
Grads  eines  jeden  Paares  gemeinachaftlicJien  Tangenten  die  Geraden 
des  Complexes.     Segre  und  Loria,  Math.  Ann.,  23. 

Die  Singular en  Ebenen  des  Complexes  sind  die  den  beiden 
Flädien  ;2**^  Grads  eines  jeden  Paares  gemeinschaftlichen  Be- 
rühnmgsebenen,  und  die  singulären  Geraden  sind  die  Verbindungs- 
geraden der  Berührungspunkte.    Ebenda. 

Wie  wir  schon  gesagt  haben  (§  7,  S.  394),  ist  die  Singu- 
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laritätenfläche  des  BaUagUni' sehen  Complexes  ein  Tetraedroid;  wir 
fügen  hinzu: 

Jedem  Tetraedraid  als  Singularitäienfläche  entsprechen  zwei 
BaUaglim'sche  Camplexe, 

Die  auf  die  Coordinaten  p  heeagene  Gleichtmg  des  Batta- 
gUnVschen  Complexes  lässt  sich  durch  die  (Quadrate  der  p  allein 
ausdrücken. 

Ein  specieller  Fall  des  Battaglini'schen  Complexes  ist  der 
Painvin'sche  {Bull,  de  Darhaux,  1871;  Nouv,  Ann,  de  math,, 
1872;  Desmoulin,  BuU.  de  la  Soc,  Math,,  20),  welcher  aus  den 
sämmfUdien  Geraden  besteht,  von  denen  aus  man  an  ein  ElUp- 
soid  Paare  von  orthogonalen  Berührungsebenen  legen  kann. 

Man  erhält  diesen  Con^ex,  wenn  man  eine  der  beiden 
Flächen  Sf^  Qrads,  die  auf  die  oben  angegebene  Art  (als 
Envelcppe)  zur  Erzeugung  des  Complexes  dienen,  in  den  Kugel- 
kreis  des  (EtuMd^ sehen)  Baums*)  degjeneriren  lässt. 

Die  Singularitätenfläche  des  Painvin'schen  Complexes  ist 
eine  FresneVsche  WeUenfläche. 

Die  Battaglini'schen  Oomplexe  wurden  von  Segre  und  Loria, 
Math.  Ann.,  23  und  von  Montesano,  Bend.  Acc.  Napoli,  1886 
in  Classen  geordnet;  man  vergleiche  auch  das  Stürmische  Werk, 
Bd.  3,  p.  488  u.  ff. 

§  9.    Der  Beye'sohe  oder  tetraedrale  Complex. 

Zu  dem  tetraedralen  oder  Bej ersehen  Complex  gehört  das 
Sjrmbol  oder  die  Charakteristik 

[(n)  (11)  (11)]     (siehe  §7). 

Seine  Gleichimg  in  Kl  ein' sehen  x- Coordinaten  kann  ge- 
schrieben werden: 

Dem  Beye'schen  Complex  entspricht  ein  Tetraeder  von  der 
Besdiaffenheit,  dassjede  Gerade,  welche  in  einer  seiner  S^tenflächen 
liegt  oder  durch  eine  seiner  Ecken  geht,  dem  Complex  angehört. 

Die  vier  Seitenflächen  und  die  vier  Ecken  des  Tetraeders 
bilden  die  Singularitätenfläche  des  Complexes,  und  die  Congruenz 


*)  Eugelkreis  oder  absoluter  Kegelschnitt  (assoluto)  heisst  der 
unendlich  ferne  imaginäre  Kreis,  der  allen  Kugeln  des  Raums  ge- 
meinschaftlich istj  d.  h.  der  Ort  der  unendlich  fernen  imaginären 
Kreispunkte  sämmtlicher  Ebenen   des  Raums.     Siehe  S.  28  und  83: 

26* 
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der  si/ngiMren  Geraden  hestehi  aus  allen  in  einer  der  vier  Ebenen 
enthaltenen  und  allen  durch  einen  der  vier  Eckpunkte  gehenden 
Geraden. 

Die  Kanten  des  Tetraeders  sind  Doppelgerade  des  Complexes. 

Wählt  man  dieses  Tetraeder  zum  Fundamentalietraeder  der 
Coordinaten,  so  lautet  die  Gleichung  des  Complexes  in  Coordl- 
naikn  p^^: 

^PiiPu  +  ^PliP4»  +  cPuAs  =  ö. 

Der  Beye^sche  Complex  besteht  aus  allen  Geraden,  weldie 
die  4  Ebenen  des  FundamentaUetraeders  in  4  Punkten  sdmeiden, 
die  in  einem  bestimmten  anharmonisdien  VerhäUniss  stehen;  oder: 
aus  allen  Geraden,  die  von  den  4  Ecken,  des  Tetraeders  in 
vier  in  bestimmtem  anharmonischem  VerhäUniss  stehenden  Ebe- 
nen prqjicirt  werden.  (Dieses  eweite  anharmonische  TerhäUmss 
ist  dem  ersteren  gleich). 

Variirt  man  das  anharmonischc  VerhäUniss,  während  das 
Tetraeder  fest  bleibt,  so  ergeben  sich  oo*  confocäle  tetraedraie 
Complexe. 

Beje  bat  die  folgenden  Erzeugungsweisen  des  tetraedralen 
Complexes  angegeben: 

Er  ist  die  Gesammth^  der  Geraden,  welche  die  sich  ent- 
sprechenden Funkte  zweier  superponirter  homographisah  einander 
zugeordneter  Bäume  (siebe  Kap.  l)  verbinden,  oder: 

die  GescnnmtkeU  der  SchnitUinien  der  sich  entsprechenden 
Ebenen  der  beiden  nämlichen  Bäume\  oder: 

die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  die  ihnen  entsprechen- 
den Geraden  in  denselben  beiden  Bäumen  schneiden. 

Andere  Erzeugungsarten  sind: 

Der  Beye'sche  Complex  ist  die  Gesammtheit  der  Geraden, 
welche  ßie  Faare  sich  entsprechender  Strahlen  zweier  homogra- 
phischer  und  beliebig  im  Baum  gelegener  Strahlenbilschel  treffen. 

Er  ist  auch  die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  die 
Punkte  einer  Ebene  mit  den  Punkten  der  ihnen  entsprechenden 
Strählen  eines  homographisch  auf  die  Ebene  bezogenen  Bündels 
verbinden. 

Er  wird  ferner  durch  alle  Sehnen  und  Tangenten  der  sämmt- 
lichen  Baumcurven  5*®'  Ordnung  definirt,  welche  durch  die 
4  Ecken  des  Tetraeders  gehen  und  eine  Gerade  des  Baums,  die 
dem  Complex  natürlich  angehört,  zweimal  schneiden.  Nimmt  man 
statt  dieser   Geraden    eine    andere   Gerade    des   Complexes,   so 
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ändern  sich  die  Curven  3^^  Ordmmg,  der  Complex  aber  bleibt 
derselbe. 

Der  lleye*8clie  Complex  wird  durch  das  Tetraeder  und  eine 
dieser  Erzeugungsgeraden  des  Complexes  individualisirt 

Ein  speciell  yon  metrischem  Gesichtspunkt  aufgefasster 
tetraedaler  Complex  bestM  aus  den  Geraden,  die  von  zwei  festen 
Punkten  gleichweit  entfernt  sind;  siehe  B.  Sturm,  1.  c,  p.  364. 
Ein  anderer  specieller  tetraedraler  Complex  hat  die  Charakteristik 
[(22) (11)];  siehe  §  7;  bei  Htm  sind  die  Complexourven ,  d,  h. 
die  Curven,  weMie  in  den  Ebenen  des  Baums  von  Geraden  des 
Complexes  umhüüt  werden,  sämmUidi  Paräbdn  und  die  Complex- 
Jcegel  sämmtlich  gleichseitig.     Vergl.  S.  122. 

Den  tetraedralen  Complex  untersuchte  zuerst  Beye,  die 
Geometrie  der  Lage,  2  Bde.,  Hannover  1877,  1880  (1.  Aufl., 
1866,  1868)-,  auf  ihn  folgten  Li e,  GöU.  Nachr.,  1S70,  Math, 
Ann,,  5;  Battaglini,  €hiom.  di  Batt.,  12;  Aschieri,  Betid. 
Ist.  Lomb.,  1879;  Loria,  Ätti  Acc.  Torino,  1884;  Giom,  di 
Batt.,  23;  etc. 

Weiler,  Zeitschr.  f.  MaÜi.,  22  stellte  die  Abbildung  auf 
den  Baum  von  drei  Dimensionen  her;  dem  tetraedralen  Complex 
ist  der  2**  Thl.  des  1*^  Bds.  des  Stürmischen  Werks  gewidmet. 

Arbeiten  über  andere  specielle  Complexe  findet  man  auf 
p.  222, 223  des  öfter  citirten  Buches  von  Loria,  11  pass.  e  üpres. 
deUe  princip.  teorie  geom.,  Torino,  1896  und  auf  p.  102,  103  der 
deutschen  Ausg. 

§  10.    Allgemeine  Theorie  der  LinienoongruenEen. 

Die  Ordnung  n  einer  algebraischen  Congruenz  ist  die  An- 
zahl ihrer  Geraden,  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Baums 
gehen,  und  die  Clause  m  einer  Congruenz  die  Anzahl  ihrer  in 
einer  beliebigen  Ebene  gelegenen  Geraden. 

Unter  dem  Bang  r  (nach  Schumacher:  Art,  nach  Sturm: 
Bang)  einer  Congruenz  versteht  man  die  Anzahl  ihrer  Paare 
von  Geraden,  die  mit  einer  willkürlichen  Geraden  des  Baums 
demselben  Büschel  angehören. 

Eine  Congruenz  yon  der  Ordnung  n  und  Classe  m  pflegt 
man  mit  (n,  m)  zu  bezeichnen,  und,  wenn  auch  der  Bang  an- 
gegeben werden  soll,  mit  (n,  m,  r). 

Nennt  man  das  GesMecht  der  Begelfläche,  längs  welcher 
die  Congruenz  {n,m,r)  von  einem  allgemeinen  linearen  Complex 
geschnitten  wird,  p,  so  besteht  die  Belation 

j>  =  (n  —  l)  (m  —  l)  —  r. 
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Die  Zahl  p  pflegen  einige  Autoren  auch  das  Geschleckt  der 
Congiruenz  zu  nennen. 

Wenn  Classe  und  Ordnung  gleich  1  sind,  so  ist  der  Rang 
Kuli 

Jede  Congruenz,  deren  Ordnung  und  Classe  gleich  sind, 
und  die  einem  linearen  Complex  angehört,  hat  den  Rang  NuU. 

Die  Congruenz,  welche  der  Schnitt  zweier  Complcxe  von  den 
Graden  n^,  n^  ist,  hat  den  Rang  nit^C^  —  l)(**s  —  !)• 

Die  Ebenen,  welche  durch  zwei  der  n  Strahlen  der  Congruenz, 
die  di^ch  einen  Punkt  P  gehen^  gelegt  werden,  umhiälen,  wenn  P 
eine  Gerade  durchläuft,  eine  ahtcickdbare  Fläche  T  von  der  Classe 

\n{n  —  1)  +  r; 

durchläuft  P  eine  Ebene,  so    umhiiäen  dieselben  Ebenen   eine 
Fläche  S  von  der  Classe 

^m{m  —  1)  -|-  r, 

für   welche   die   von   P  durchlaufene   Ebene   ^m{m  —  l)- fache 
Berührungsebene  ist. 

Die  Schnittpunkte  der  in  einer  Ebene  liegendeti  m  Geraden 
der  Congruenz  büden,  wenn  die  Ebene  um  eine  Gerade  rotirt, 
eine  Curve  C  von  der  Ordnung 

im{m —  1)  +  r, 

und  wenn  die  Ebene  um  einen  Punkt  rotirt,  eine  Fläche  S^  von 
der  Ordnung 

■J-»(w  —  1)  +  r, 

für  welche  das  Centrum  des  Ebenenbündels 

^n{n  —  i)-facher 
Punkt  ist 

Der  Ort  der  Geraden  der  Congruenz,  die  eine  gegebene 
Gerade  schneiden,  ist  eine  Regel  fläche  R  von  der  Ordnung 

n  -|-  m, 

welche  diese  Gerade  zur  n- fachen  Directrix  hat. 


Mittelst  der  algebraischen  Congruenzen  werden  involutorische 
Correspondenzen  höherer  Ordnung  zwischen  den  Ebenen  und 
Punkten  des  Baums  bestimmt;  diese  Zuordnungen  wollen  wir 
analog  den  gewöhnlichen  Nullpolaritäten  und  Nullsjstemen  von 
Möbius  (§3,  S.385)  N^^"'  ^  ^herer  Ordnung  nennen.     Ist 
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ein  Punkt  des  Baums  gegeben,  so  geben  n  Strahlen  der  Con- 
gruenz  und  mitbin  a  =  ^n  (n  —  l)  Ebenen  durch  ihn;  wenn 
eine  Ebene  gegeben  ist,  so  liegen  m  Strahlen  der  Gongruenz 
und  mithin  ß  =»  ^m(m  —  1)  Punkte  in  ihr;  die  gewöhn- 
liche Nullpolarit&t  ist  ein  specieller  Fall  der  höheren  fOr 
a«:/J=  1. 

Einer  solchen  Correspondenz  kann  man  eine  zweite  CharaJc- 
ierisiik  y  beilegen,  welche  angibt,  wie  viele  Punkte  auf  einer 
beliebigen  Geraden  des  Baums  derart  existiren,  dass  eine  der 
den  Punkten  entsprechenden  Ebenen  durch  die  Gerade  geht. 
Wenn  ein  solches  NuUsystem  mittelst  emer  Congruene  hergestellt 
wird,  entsiprichi  seine  dritte  Charakteristik  y  dem  Bang  der  Con- 
gruenz. 

Das  älteste  Beispiel  für  eine  derartige  Zuordnung  wurde 
von  Cremona,  Gompt  Bend.,  54,  1862  gegeben;  spätere  Unter- 
suchungen sind  von  Ameseder,  Crdle,  97;  Voss,  Math.  Ann,, 
23;  B.  Sturm,  ib.,  28. 

Mehr  Einzelheiten  und  Beispiele  findet  man  in  §  56  des 
l****  Bds.  des  Stürmischen  Werks. 


Jeder  Strahl  der  Congruenz  wird  von  zwei  anderen  unend- 
lich nahen  Strahlen  geschnitten;  die  beiden  Schnittpunkte  heissen 
Brennpunkte,  Focdtpwnkte  und  die  beiden  durch  diese  Gerade 
und  je  eine  der  beiden  anderen  gehenden  Ebenen  Focalehenen. 
Die  Focalpunkte  beschreiben  dieselbe  Fläche  (Brennfläche), 
die  von  den  Focatebenen  umhiJlXU  wird.   Sie  ist  von  der  Ordnung 

n^  >»  2m(«  —  1)  —  2r 
und  der  Classe 

»ii  =  2w(m  —  1)  —  2r. 

Daraus  ergibt  sich: 

Die  Differenz  zunschen  der  Ordnung  und  der  Classe  der 
Brennfläche  einer  algebraischen  Congruenz  ist  das  Doppelte  der 
Differenz  zwischen  der  Ordnung  und  der  Classe  der  Congruenz. 
Theorem  von  Klein;  siehe  Lie,  Gott  Nachr,,  1870. 

Jeder  Strahl  der  Congruenz  berührt  die  Brennfläche  in 
seinen  eigenen  Focalpunkten  und  die  Berührungsebenen  in  diesen 
Punkten  sind  die  Fociüebenen. 

Singulare  Funkte  und  Ebenen  der  Congruenz  werden  die 
Punkte  imd  Ebenen  genannt,  denen  unendlich  viele  Gerade  der 
Oongruenz   angehören;    die    von   den  letzteren  gebildeten    Kegel 
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und  die  von  ihnen  umhüllten  Curven  heissen  singulare  Kegd 
und  Curven  der  Congrumz. 

Sind  diese  Kegel  von  der  h^^  Ordnung,  so  sagt  man,  der 
singulare  Punkt  sei  vom  Orad  h;  sind  die  Curven  von  der 
h^^  Classe,  so  heisst  die  singulare  Ebene  vom  Grad  h. 

Zwei  singulare  Punkte  oder  Ebenen  heissen  verbunden  (can- 
jugaii)j  wenn  die  Gerade,  welche  die  beiden  Punkte  yerbindet 
oder  der  gemeinschaftliche  Schnitt  der  beiden  Ebenen  ist,  der 
Congruenz  angehört. 

Manchmal  scheint  es,  als  ob  die  Congruenz  eine  besondere 
Brennfläche  nicht  besitze,  sondern  nur  eine  Brennlmie  habe. 

Wir  wollen  z.  B.  die  Congruenz  der  Geraden  betrachten, 
die  zwei  gegebene  Curven  treffen;  die  Punkte  dieser  Curven 
treten  als  Focalpunkte  der  Strahlen  der  Congruenz  auf,  und 
es  könnte  daher  scheinen,  dass  es  andere  Focalpunkte,  als  die 
den  beiden  Curven  angehörigen,  nicht  gebe. 

Einige  Autoren  haben  diese  Congruenzen  sdUihe  ohne  Brenn- 
fläche  genannt,  R.  Sturm  jedoch  bemerkt  in  seinem  citirten  Werk, 
dass  diese  Annahme  nicht  zutrifft,  wenn  die  Congruenz  eine 
höhere  als  die  1^  Ordnung  hat;  denn  offenbar  ist  alsdann  jeder 
Punkt  der  Verbindungsgeraden  der  beiden  Berührungspimkte 
der  den  zwei  Curven  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  als 
Focalpimkt  anzusehen  und  daher  die  Brennfläche  die  aus  diesen 
Yerbindungsgeraden  gebildete  Regelfläche,  d.  h.  die  Developpable 
der  den  beiden   Curven  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen. 

Die  Punkte  der  beiden  Curven  sind  nach  der  eben  gege- 
benen Definition  offenbar  auch  singulare  Punkte  der  Congruenz; 
man  sieht  daher  ^  dass  solche  Congruenzen  unendlich  viele  singu- 
lare Punkte  haben;  diese  können  eine  oder  mehrere  Linien  bilden, 
die  wir  singulare  Linien  nennen  wollen;  im  Allgemeinen  jedoch 
sind   die  singulären  Punkte  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhanden. 

Man  kann  mithin  die  Congruenzen  von  höherer  als  der 
1***^  Ordnung  in  solche  unterscheiden,  die  keine  singulären  Linien 
hohen  und  in  solche  mit  singulären  Linien. 

Wenn  man  einen  Strahl  einer  beliebigen  (auch  nicht 
algebraischen)  Congruenz  betrachtet  und  alle  ihm  unendlich 
nahen,  sowie  die  kleinsten  Abstände  zwischen  ihm  und  diesen 
anderen,  so  sind  die  auf  dem  StrM  liegenden  Fusspunkte  diestr 
kleinsten  Abstände  im  Allgemeinen  immer  zwischen  zwei  Punkten, 
die  Grenzpufvkie  heissen,  enthalten. 

Unter    allen  unendlich  nahen    Strahlen    gibt    es,    wie    wir 
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oben  bereits  gesagt  haben,  zwei,  die  den  Strahl  schneiden,  für 
welche  also  der  kleinste  Abstand  Null  ist;  diese  Schnitte  sind  die 
Focalpupikte. 

Beachtenswerth  ist  das  Theorem: 

Die  FocälptmJde,  die  natürlich  beide  innerhalb  des  von  den 
Grenxpunkten  eingesMossenen  Segmente  liegen,  stehen  gleichweit 
von  den  Orempunhten  ab. 

Daraus  ergiebt  sich:  Der  Mittelpunkt  des  Segments  der 
Chrengpunkte  fäUi  mit  dem  Mittelpunkt  des  Segments  der  Focal- 
punkte  jmsammen;  er  wird  der  Mittelpunkt  des  Strahls  genannt. 

Man  betrachte  die  beiden  dem  gegebenen  Strahl  imendlich 
nahen  Strahlen,  ftb-  welche  die  Fusspunkte  der  kleinsten  Ab- 
stände Yon  dem  gegebenen  Strahl  mit  den  Grenzpimkten  zu- 
sammenfallen; man  erhält  dann  das  Theorem:  Die  Eichtungen 
dieser  kleinsten  von  den  Orenepunkten  ausgehenden  Abstände  stehen 
senkrecht  aufeinander;  die  durch  den  Strahl  und  diese  Richtungen 
gehenden  Ebenen  heissen  Hauptd)enen, 

Die  Ebenen,  weU^e  den  Winkel  gwischen  den  Hauptebenen 
hälbiren,  fallen  mit  den  HaJbirungsebenen  des  Winkels  zwischen 
den  Focalebenen  zusammen. 

Zwischen  dem  Winkel  y,  den  die  beiden  Focalebenen  mit- 
einander  bilden,  dem  Abstand  2d   der   Grenzpunkte   und   dem 

Abstand  '26  der  Focalpunkte  besteht  die  BelatUm:  siny  =  -.  • 

Die  hier  entwickelten  Begriffe  gehören  der  Infinitesimal- 
theorie der  Congruenzen  an,  zu  welcher  Hamilton  und  Kum- 
mer den  Grund  gelegt  haben.  Wir  werden  diese  Theorie  in 
Kapitel  16  besprechen  und  dort  auch  die  sogenannte  Dichtigkeit 
des  Systems  in  einem 'Punkt  eines  Strahls  in  dem  von  Kummer 
eingeführten  Sinn  definiren  (siehe  weiter  unten  Kap.  16,  §  15),  « 
die  mit  dem  BegrijQf  der  Kriimmimg  einer  R&che  in  einem  Punkt 
verwandt  ist.-  Von  den  Congruenzen,  die  nach  Methoden  der  In- 
finitesimalgeometrie studirt  wurden,  ist  die  Congruenz  der  Nor- 
malen zu  einer  Fläche  bemerkenswerth;  von  ihr  wird  ebenfalls 
in  Kap.  16  die  Rede  sein.  Hier  beschränken  wir  ims  darauf, 
in  den  folgenden  Paragraphen  die  algebraischen  Congruenzen 
1**'  und  2**'  Ordnung  zu  betrachten. 


Die  erste  Species  wichtiger  Congruenzen,  die  sich  den  6eo- 
metem  bot,  war  die  der  Normalen  zu  einer  Fläche.  Im  Jahr 
1828    begann   Hamilton  sein    Studium    der  Congruenzen,    die 
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auch  Strählensysteme  genannt  wurden,  Irish  Trans.,  15,  1828; 
16,  1830;  17,  1837  und  im  Jahr  1860  yeröffentlichte  Kum- 
mer seinen  schon  erwähnten  Auüsatz,  Grelle^  bl^  der  einen  wich- 
tigen Fortschritt  in  der  Entwickelung  der  Theorie  bedeutete. 

Den  Anfang  mit  dem  systematischen  Studium  der  alge- 
braischen Congruenzen  1^^  und  2^'  Ordnung  machte  Kummer 
im  Jahr  1866  in  einem  anderen  Aufsatz  Berl,  Äbh,,  1866  und 
ein  grosser  Theil  der  neuen  Geometrie  Plücker's  wurde  der 
Theorie  der  Congruenzen  und  speciell  deijenigen  gewidmet,  die 
sich  aus  dem  Schnitt  zweier  linearer  Complexe  ergeben. 

Andere  Arbeiten  über  die  Congruenzen  sind  von  Möbius, 
Leipz.  JBer.,  14,  1862;  Matthiessen,  Zeitschr,  f.  Math.,  29; 
Ada  maih.,  4;  Weingarten,  Creüe,  98;  Bianchi,  Ann.  di 
mat.,  15;  Voss,  Math.  Ann.,  9;  R  Sturm,  Gm.  Nachr.,  1888; 
Maih.  Ann.,  36;  Schumacher,  ib.,  37,  38;  Montesano,  Atti 
Acc.  Tarino,  1892;  Bend.  Linea,  1892;  Bend.  Palermo,  1893;  etc. 

Eine  alles  Wesentliche  umfassende  Darstellung  der  Con- 
gruenzentheorie  findet  man  bei  Sturm  L  c.  Bd.  2.  Die  Einfüh- 
rung des  Bangs  geschah  durch  Schumacher,  der  ihn,  wie 
wir  oben  bereits  bemerkt  haben,  Art  nannte. 


§  11.    CongruenBen  1^  Ordnung. 

AUe  Congruenzen  i**'  Ordnimg  sind  vom  Batig  Null;  sie 
können  keine  eigentliche  Brennflädie  als  Ort  der  Focalpunkte 
haben;  ihre  Brennfläche  ist  vielmehr  nur  die  Enveloppe  der  Focal- 
ebenen. 

unter  die  Congruenzen  1^'  Ordnung  ist  das  Strahlehbündel 
zu  rechnen,  welches  von  der  Glosse  Null  ist  und  für  welches 
nur  ein  einziger  singülärer  Funkt  existirt. 

Jede  andere  Congruenz  i^'  Ordnu/ng  hat  inmer  wenigstens 
eine  singulare  Linie.  Wenn  eine  singulare  Linie  der  linearen 
Congruenz  die  Ordnung  y^^  hat  und  so  beschaffen  ist,  dass  die 
unendlich  vielen  Strahlen,  die  von  einem  iJirer  Punkte  ausgehen, 
eitlen  Kegel  /**•'  Ordnung  büden,  so  besteht  die  Belation 

J'y,7,(Ä-l)  =  m(»i-l), 

worin   m  die  Classe  der  Congruenz  angibt  und  die  Summirung 
sich  Über  aUe  singulären  Linien  erstreckt. 

Man  erMlt  ferner  noch  zwei  Beziehungen,  von  denen  die 
letzte  aus  den  beiden  früheren  folgt: 
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Die  C<mgrumz  erster  Ordnung  kann  höchstens  zwei  sin- 
gulare Linien  (Leitcurven  der  Congruenz)  haben. 

Wenn  sie  nur  eine  Leitcurve  hat  und  auf  jedem  ihrer 
Strahlen  die  Focalpunkte  im  Allgemeinen  verschieden  sind,  so 
liegt  eine  Congruenz  der  Sehnen  einer  gewissen  Curve  vor. 

Die  einzige  aus  Sehnen  einer  Curve  gebildete  Congruenz 
I*"'  Ordnung  ist  die  Congruenz  der  Sehnen  einer  Raumcurve 
5**'  Ordnung;  sie  ist  von  der  5**"  Classe. 

Wenn  die  Congruenz  zwei  Leitcurven  hat,  so  muss  die  eine 
von  ihnen  eine  Gerade  sein;  die  Ordnung  der  anderen  Curve  ist 
dann  die  Classe  m  der  Congruenz;  diese  Directrix  m^^  Ordnung 
muss  die  Gerade  in 

m{m  —  l) 
Funkten  treffen. 

Wenn  die  beiden  Brennpunkte  auf  jedem  Strahl  der  Con- 
gruenz zusammen  fällen,  so  hat  diese  eine  einzige  FocoAcurve 
und  Directrix,  welche  nur  eine  Gerade  sdn  kann. 

Diese  Congruenz  lässt  sidi  auf  eine  einzige  Art,  wie  folgt, 
erzeugen:  man  ordnet  die  Punkte  einer  Geraden  in  einer  Cor- 
respondenz  [l>m]  den  Ebenen  des  Büschels  zu,  wdches  diese 
Gerade  zur  Axe  hat,  und  betrautet  als  Gerade  der  Congruenz 
die  sämmäichen  (ein  Büschel  bildenden)  Geraden,  wdche  durch 
einen  FmM  der  Geraden  gehen  und  in  der  entsprechenden  Ebene 
liegen. 

Der  (einzige)  Brennpunkt  eines  jeden  Strahls  ist  der  Punkt, 
in  welchem  der  Strahl  die  Leitgerade  trifft  und  die  Focalebene 
ist  die  Ebene,  die  durch  den  Strahl  und  die  Leitgerade  geJit 

Kummer  hat  in  seiner  Arheit  Berl.  Äbh.,  1866  bei  der 
Classification  der  Congruenzen  1*®'  Ordnung  die  mit  nur  einer 
Focallinie  nicht  zu  diesen  Congruenzen  gerechnet. 


§12.    CongraenBon  2^'  Ordnung  ohne   singulare  Linien. 

Die  Congruenzen  zweiter  Ordnung  können  nur  entweder 
eine  endliche  Anzahl  singulärer  Punkte  oder  singulare  Linien 
haben. 

In  dem  ersteren  Fall  kann  die  Classe  m  nicht  höher  als  die 
7'«  sein. 
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In  einer  Cangrticnz  ^'  Ordnung  ohne  singulare  lAmen 
können  Jceine  singvHären  Ebenen  von  einem  höheren  als  dem 
i**"  Grcul  und  keine  singulären  Puffte  von  höherem  als  dem 
6^  Grad  vorkommen.     Siehe  §  10. 

Jeder  singulare  Punkt  ersten  Grads  ist  das  Centrum  eines 
Strahlenhüscheü,  welches  in  einer  singulären  Ebene  liegt,  die 
ebenfalls  ersten  Grads  ist. 

Der  Bang  einer  Congruenz  (2,  m)  ohne  singulare  Linien 
ist  der  (w  —  2)^. 

Die  Charakteristiken  des  durc^i  die  Congruenz  (2,m)  be- 
stimmten NuUsystems  (siehe  §  10)  sind: 

1,   ^m(m — 1),   m — 2. 

Die  Brennfläehe  einer  Congrueng  (2,  i»)  ohne  singulare 
Curven  ist  4^  Ordnung,  2n/f^  Glosse  und  ISf^  Eangs*);  jeder 
singulare  Funkt  der  Congruenz  ist  Doppelpunkt  für  die  Brenn- 
fläche, 

Die  Strahlen,  deren  Focalpunkte  und  die  Strahlen,  deren 
Focalebenen  zusammenfallen,  bilden  2  Begelfiädhen  2(m+  2)**^ 
Grads. 

Wenn  «^  die  AnzaJtl  der  singulären  Punkte  ä*®"  Grads  be- 
zeiöhnet,  so  gelten  die  folgenden  Belati(men: 

^a^  =  18  —  m, 

>\,h  =4(w+2), 
^a^/,2=  2m(w  +  2), 

ycc.h^  =  (w  +  2y(m  -  1). 

Jede  Gofujruenz  (2,m)  ohne  singulare  Linien  hat  ^{m— 2)  (m-Sy 
DoppelstraJden  und  zu  jedem  singulären  Punkt  A**°  Grads  ge- 
liören  ^{h  —  \){li  —  2)  Doppelstrahlen,  welche  Doppelei'zeugende 
des  von  diesem  Punkt  ausgehenden  Kegels  sind;  kein  Doppel- 
strafd  liegt  in  der  Brennfläche. 

Jede  singulare  Ebene  enthält  6  auf  einem  Kegelschnitt  liegetide 
singulare  Punkte  und  jeder  (von  einem  singulären  Punkt  2^^  Grads 
ausgehende)  sitigulcire  Kegel  2^^  Grads  enthält  im  Ganzen  9  sin- 
gulare Punkte,  die  auf  einer  Baumeurve  4^  Ordnung  i*®'  Species 
liegen,  tveldie  einen  Doppelpunkt  in  der  Spitze  des  Kegels  hat. 
Jeder  Doppelstrahl   enthält  zwei    singulare  Punkte;   die   Summe 


*)   Unter  Rang  einer  Fläche  versteht  man   die  Zahl  a.    Siehe 
S.  208. 
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der  Zahlen,  welche  die  Cttade  der  heuen  letzteren  angehen,  be- 
trägt m  +  2. 

Es  gibt  zwei  Arten  von  Ccngruenzen  (2,  m)  ohne  singulare 
Fmkte,  näimldeh: 

I.  die  Gongruenzen,  wdche  nur  smgutäre  ¥imkte  vom  i^, 
2^,  5ten  ^^  (^  _  ly^  Q^^  besitzen  (1^  Art); 

n.  diejenigen,  welche  nur  singulare  Funkte  vom  i*^,  J9^^ 
und  (im  +  1)**"  Grad  haben  (Sf^  Art). 

Die  Zahlen  a^  bezüglich  der  verschiedenen  Arten  von  Gon- 
gruenzen (2,.fn)  ohne  singulare  Linien  sind  mithin  die  folgenden: 


Congraenzen  V**  Art 

=■ 

(2,2) 

(2,8) 

(2,4) 

(2,6) 

(2,6) 

(2,7) 

ttl 

16 

10 

6 

8 

1 

0 

a. 

— 

5 

6 

6 

4 

0 

ftg 

— 

— 

2 

3 

6 

10 

«4 

— 

— 

1 

0 

0 

«5 

— 

— 

—~ 

— 

1 

0 

«0 

— 

— 

^^■M 

— — 

1 

Gongruenzen  2^'  Art        | 

(2,4) 

(2,6) 

«1 

«4 

6 
6 
2 

0 
S 
0 
4 

Für  die  beiden  Gongruenzen  (2,  6)  werden  nach  dem  Vor- 
gang B.  8turm^s  in  seinem  citirten  Werk  die  Bezeichnungen 
(2,  6)i,  (2,  6)u  gebraucht.  Es  ist  zu  beachten,  dass  die  Autoren 
vor  B.  Sturm  seine  „2**  Art*'  die  „1**"  nannten  und  umgekehrt. 


Die  Congruenz  (2,  2)  hat  zur  Brennftäche  eine  Kummer- 
sehe  Fläche;  sie  ist  der  vollständige  Schnitt  eines  Complexes.J3^  Grads 
mit  einem  linearen  Complex, 

Aus  den  16  singuWren  Punkten  lassen  sich  40  Paare  ver- 
bundener Punkte  und  80  Paare  nicht  verbundener  Punkte  msam- 
menstellen.     Jeder  Punkt  ist  mit  anderen  5  Punkten  verbunden. 
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Diese  Congruenz  studirte  speciell  Kummer,  JSerl.  Abk., 
1866;  Beye,  CrcUe,  86;  Schur,  Math.  Ann.,  15;  Caporali, 
Mem.  Lincei,  (3),  2,  1878;  Stahl,  CreUe,  92;  Hirst,  Land, 
math.  Soc,  14;  R.  Sturm,  CreUe,  101.  Eine  ausführliche  Be- 
handlung dieser  und  anderer  Congruenzen  findet  man  auf 
p.  117  u.  ff.  des  2**''  Bds.  des  ß.  Stürmischen  Werks. 


IHe  Congruenz  (2,  3)  hat  5  singulare  PuMe  J3^  Grads 
8^,  10  ersten  Grads  8^  imd  mUhin  10  singulare  Ebenen;  jede 
von  diesen  geht  durch  2  Punkte  8^  und  einen  Punkt  8^, 

Jeder  Punkt  8^  ist  mit  jedem  anderen  8^  und  mit  vier  8^^ 
verbunden;  jeder  PiÜM  8^  ist  mit  drei  8^  und  mit  zwei  8^  ver- 
bunden. 

Durch  jede  Congruenz  (2, 3)  gehen  10  tdraedrale  Com- 
plexe;  das  Fundamentaltetraeder  eines  jeden  von  ihnen  hat  zu 
Ecken  drei  Punkte  8^  und  den  einzigen  Punkt  8^,  der  mit  keinem 
dieser  drei  8^  verbunden  ist. 

Die  Brennfläche  ist  eine  Fläche  4^  Ordnung  und  6^^  Ciasse; 
sie  hat  die  10  singtdären  Ebenen  zu  in  Kegelschnitten  do^eU 
berührenden  Ebenen, 

Diese  Congruenz  wurde  ausser  von  Kummer,  Reye,  Hirst, 
die  oben  citirt  wurden,  auch  von  Stahl,  CreUe^  91;  Voss,  Maifi. 
Ann.,  23,  p.  381  u.  ff.;  Schumacher,  Unters,  über  8trMensyst. 
5**'  Ordn.  und  ^  Classe,  Dissertation,  München  1886  studirt. 


Die  Congruenz  (2,  4)  ist  vom  2^^  Bang;  sie  hat  nothwen- 
diger  Weise  einen  Doppdstrahl,  der  die  beiden  singulären  Punkte 
3^^  Ordnung  verbindet;  sie  besitzt  zwei  miteinander  verbundene 
singulare  Punkte  8^  dritten  Grads,  6  zweiten  und  6  ersten  Grads 
und  mi^iin  6  singulare  Ebenen.  In  jeder  singutären  Ebene  liegt 
ein  Punkt  8^,  zwei  8^  und  zwei  8^.  Jeder  Punkt  8^  i^t  nur 
mit  einem  der  übrigen  82  nicht  verbunden;  ein  Punkt  8^  und 
ein  82  sind  immer  verbunden;  jeder  Punkt  8^  ist  mit  drei  anderen 
8^  nicht  verbunden  und  nur  mit  einem  einzigen  8^  verbunden. 

Die  Brennfläche  ist  4**'  Ordnung  und  8*®'  Glosse  mit  14 
konischen  Punkten  und  6  längs  Kegelsdinitten  berührenden  Ebenen. 
Die  Bitangentialebenen  unQiüUen  eine  Developpdble  4*®'  Glosse, 
*und  die  stationären  Ebenen  eine  Devehppäble  12^^  Glosse,  welche 
die  Brennfläche  Mngs  einer  Curve  12^^  Ordnung  berührt. 

Durch  die  Congruenz  (2,  4)  gehen  3  tetraedrale  Complexe. 
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Die  Ecken  des  Tetrtieders  sind  die  beiden  Punkte  S^  und 
zwei  Jhmkte  S^y  wdcke  nicht  miteinander  verbunden  sind. 

Die  Gongruenz  wurde  ausser  von  Kummer  und  den 
übrigen  oben  citirten  Autoren  spedell  auch  von  Stahl  studirt, 
CreUe,  97.  

Die  Congruenjs  (2,  5)  ?uU  drei  singtdäre  Ebenen  und  ist 
vom  5*~  Bang. 

Sie  hat  einen  Punkt  S^,  drei  Punkte  8^,  sechs  S^  und  drei 
S^,  ferner  drei  Doppelstrahlen,  die  8^  mit  jedem  der  Punkte  S^ 
verbinden. 

Es  existirt  ein  einziger  singtdärer  Kegel  4^  Ordnung^  welr 
eher  die  sänwwtUchen  singrdären  Punkte  bis  auf  einen  S^  enÜUilt, 
Die  diesem  S^  entsprechende  singulare  Ebene  enthält  auch  die 
beiden  anderen  Punkte  8^. 

Die  Congruenz  (2,  5)  gehört  zu  einem  einzigen  ietraedrälen 
Ccmptex,  dessen  Tetraeder  die  Punkte  8^,  &,  zu  Ecken  hat. 

Die  Brennfläche  ist  4*»'  Ordnung,  10^'  Klasse  mit  13  koni- 
schen Punkten  und  3  singulären  BerOhrungsebenen.  Die  doppelt 
berührenden  Ebenen  umliüUen  eine  Developpable  ISf^  Classe 
und  die  stationären  Ebenen  eine  Developpable  18^  Classe, 

Diese  Brennfläche  ist  nicht  die  einzige  Fläche  4^  Ord-* 
nung  mit  13  konischen  Punkten. 


Die  Congruenz  (2,  6)i  hat  einen  Punkt  8^,  sechs  8^,  vier  8^, 
einen  8^,  eine  singtdäre  Ebene,  6  Dqppdstrahlen, 

Äüe  Punkte  8^  und  der  einzige  8^  liegen  in  der  singulären 
Ebene;  der  Bang  von  (2,  6)i  ist  der  4**. 

Die  (2,  6)i  gehört  einem  tetraedrälen  CompJex  nicht  an. 

Die  Brennfläche  ist  4**^'  Ordnung,  12^^  Classe  mit  12  Doppel- 
punkten; sie  ist  nicht  die  einzige  von  dieser  Beschaffenheit*);  die 
doppelt  berührenden  Devehppablen  und  die  stationären  Ebenen 
sind  beide  von  der  24^^  Classe. 


Die  Congruenz  (2,6)n  hat  vier  Punkte  S^,  acht  8^,  sechs 
Doppelstrahlen,  welche  die  4  Punkte  8^  verbinden;  sie  ist  vom 
4^  Bang. 


•)  ßohn  hat  bewiesen,  dass  es  4  Arten  von  Flächen  4**'  Ord- 
nung mit  12  Doppelpunkten  gibt;  siehe  Math.  Ann.^  29;  vergl.  auch 
It.  Sturm,  1.  c,  p.  271. 
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Sie  unterscheidet  sich  dadurdi  van  der  anderen  Cangru^iz 
6'^'  Classe,  dass  sie  einem  tetraedralen  Oon^ex  angehört;  die 
Ecken   des  Tetraeders  sind  die  4  Punkte  8^. 

Die  sechs  in  einer  Ebene  liegenden  Strahlen  der  Congruenz 
bilden  immer  ein  Brianchon'sches  Sechsseit.     Vergl.  S.  76. 

Die  Brennflädie  hat  12  Doppelpunkte;  sie  ist  nicht  dieselbe, 
wie  die  von  (2,  6)i,  sondern  eine  andere  der  4  von  Bohn  ge- 
fundenen Flächen  (siehe  oben).  Vergl.  R.  Sturm,  1.  c,  2, 
p.  271. 

Man  bea^te,  dass  die  Congrueneen  (2,  5),  (2,  4),  (2,  3), 
(2,  2)  sich  sämmüich  aUs  speciale  Fälle  von  (2,  6)ii  ans^efi 
lassen;  Kummer,  1.  c,  p.  102;  B.  Sturm,  1.  c,  2,  p.  294. 


Die  Congruenz  (2,  7)  hat  einen  Punkt  8^,  10  P^mkte  8^ 
und  10  Doppelstrahlen,  welche  den  einzigen  lirnkt  8^  mit  deti 
10  Punkten  8^  verbinden;  »ie  ist  vom  5*^  Bang. 

Die  Brevmfiädie  ist  von  der  14^^  Classe  und  hat  11  com- 
sehe  Punkte;  die  doppdt  berührenden  Develqppablen  und  staüo- 
nären  Ebenen  sind  von  den  Classen  40  bez.  30;  diese  Brenn- 
fläche  ist  nidit  die  einzige,  die  11  conische  Punkte  hat;  es  gibt 
ausser  ihr  nodi  drei  andere^  wie  Bohn,  l.  c,  gefunden  hat. 


Die  Congruenzen  2^  Ordnung  mit  nur  singulären  Punkten 
wurden  zuerst  in  der  bereits  citirten  Arbeit  von  Kummer, 
1866  studirt;  später  folgten  die  oben  schon  angegebenen  Auf- 
sätze, dann  Caporali,  Bend.  Äcc,  Napoli,  1879;  Bertini,  Bend. 
Acc.  Lincei,  1879—80;  Loria,  AUi  Äcc.  Torino,  1884—1886; 
Masoni,  Bend.  Acc.  Napoli,  1883. 

Die  Arbeit  Caporali's  enthält  eine  sehr  elegante  Erzeu- 
gungsart für  die  Congruenzen  (7,  2),  (6,  2),  (5,  2). 

§13.    CongruenKon  2^'  Ordnung  mit  singnlBren  Linien. 

Von  diesen  Congruenzen  unterscheidet  man  drei  Kategorien : 
J.  Die  Congruenz  besieht  aus  den  Sehnen  einer  Baumcurve, 

weldte  nur  eine  Cui've  4^'  Ordnung  i*®'  Species  sein  kann.  Siehe 

Kap.  10,  S.  254.     Sie  ist  6^'  Classe  und  2^""  Bangs. 

Die  Brennfläche  ist  8**'  Ordnung  und  wird  aus  den  fwr 

Kegeln  2^*''  Grads  gebadet,  die  durch    die   Curve  4**'  Ordnung 

gehen. 
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Die  4  Spitzen  der  Kegel  sind  für  die  Congruenz  singulare 
Punkte  ^^^  Grads;  die  singulare  Linie  ist  offenbar  die  Baum- 
curve  4*"  Ordnung. 

n.  Die  Congruenz  besteht  aus  allen  Geraden,  die  zwei 
Curven  treffen;  diese  Curven  sind  die  singulären  Linien  und 
können  sein: 

A)  zwei  Kegelschnvtte  mit  zivei  gemeinschaftlichen  Punkten: 
die  Congruenz  ist  4'®'  Classe  und  ^^^  Bangs;  die  Punkte  der 
beiden  Kegelschnitte  sind  singulär  2^^  Grads  mit  Ausnahme  der 
beiden  gemeinschaftlichen  Punkte,  die  singulär  3^^  Grads  sind: 
die  Ebenen  der  beiden  Kegelschnitte  sind  singulär  2^^  Grads  und 
die  zwei  Berüiirungsebenen  an  beide  Kegelschnitte  in  ihren  Schnitt 
punkten  singulare  Ebenen'  i*^  Grads. 

Betraditet  man  das  Büschel  von  Flächen  2^^  Ordnung, 
welche  durch  die  beiden  Kegelschnitte  c/ehen,  und  in  diesem  Büschel 
die  zwei  nicht  degenerirten  Kegel,  so  sind  die  Spitzen  dieser 
beiden  Kegel  auch  singulare  Punkte  S^  Grads  für  die  Congruenz; 
die  Brennfläche  C4**'  Ordnung)  besteht  dann  aus  diesen  beiden 
Kegeln. 

B)  Eine  der  singulären  Linien  ist  eine  Gerade  und  die 
andere  eine  Curve  w*®'  Ordnung,  welche  die  Gerade  in  n  —  2 
Punkten  schneidet.  Diese  Congruenz  ist  n**'  Classe  und  nuUten 
Bangs. 

Jed<r  Punkt  auf  der  singulären  Geraden  ist  ein  singulärer 
Punkt  n^^  Grads  utid  jeder  Punkt  der  Curve  singulär  1^^  Grads. 
Jede  durch  die  Gerade  gelegte  Ebene  ist  singulär  2^^  Grads. 
Die  Brennfläche  besteht  ows  der  Gesammtheit  aller  durcJi  die 
Gerade  an  die  Curve  gezogenen  Berührungsebenen;  sie  ist  mithin 
von  der  Ordntmg 

m  —  2(n  —  2), 

tvenn  m  die  Classe  der  Baumcurve  angibt. 

Die  Congruenz  hat  zu  Doppelstrahlen  alle  Geraden,  welche 
die  Curve  zweimal  schneiden  und  von  den  Punkten  der  singu- 
lären Geraden  ausgehen;  diese  Bisecantcn  bilden  eine  Begelfläche 
von  der  Ordnung 

2(n —  1)  —  ^m. 

in.  Die  Congruenz  besteht  at^  Strahlen,  welcJie  eine  gewisse 
singulare  Linie  nur  einmal  schtieiden.  Es  können  hier  die 
folgenden  Fälle  vorkommen: 

A)  die  singulare  Linie  ist  eine  Gerade.  Die  Congruenz 
hat  den  Bang  Null.  .  Sie  kann  sein: 
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(1)  die  Congruenz  (2,  2)  Mer  Geraden,  die  äne  Fläche 
J^*"  Ordnung  berühren  und  eine  gegebene  Gerade  schneiden; 

(2)  die  Congruenzen  (2,  2(i  —  2)  der  Geraden,  welche 
in  einem  Funkt  eine  Fläche  ft**'  Ordnung  mit  einer  (jl  —  2) -fachen 
Geraden  berühren  und  welche  diese  leteiere  in  einem  zweiten 
Punkt  treffen; 

(3)  die  Gongruenzen  (2,1»)  der  Geraden,  die  man  erhält,, 
wenn  die  Funkte  einer  Geraden  den  Ebenen  eines  Büschds, 
dessen  Axc  die  Gerade  ist,  in  der  Correspondenz  (2,  w)  zugeord- 
net und  die  Büschel  von  Geraden  construirt  werden,  deren  Centrum 
in  einem  Punkt  der  Geraden  Uegt  und  deren  Ebene  die  diesem 
PunM  entsprechende  Ebene  ist. 

Diese  Species  (3)  hat  Kummer  nicht  in  Erwägung  gezogen. 

B)  Di^  singulare  Linie  ist  von  der  Ordnung  n  >  1 ;  von 
jedem  ihrer  Punkte  geht  ein  ,Strahlenbüs€hel  der  Congruenz  aus 
und  ausserdem  ein  anderer  isolirter  Strahl,  Die  Glosse  der  Con- 
gruenz ist  der  Ordnung  der  singulären  Curve,  die  rational  sein 
muss,  gleich. 

Die  Ebenen  der  von  den  Punkten  der  singulären  Curve 
ausgehenden  Strahtenbüsctiel  müssen  einen  Kegel  zweiter  Ordnung 
berühren,  dessen  Spitze  au<^  ein  singulärer  Punkt  für  die  Con- 
gruenz ist. 

Der  Bang  der  Congruenz  ist  n  —  1 . 

Die  Congruenz  bestellt  aus  den  Tangenten  an  einen  Kegel 
^'  Ordnung, 

Von  dieser  Species  lassen  sicli  zwei  UnterabtheUungen  unter- 
scheiden: 

(1)  die  rationale  Curve  «**'  Ordnung  liegt  auf  dem 
Kegel  2^^  Grads  und  geiii  n  —  2  mal  durch  dessen  Spitze; 

(2)  die  ralionale  Curve  w*®'  Ordnung  liegt  nicht  auf 
dem  Kegel,  ist  aber  projediv  zu  ifim,  d.  h,  ihre  Punkte  entsprechen 
eindeutig  den  Berührungsebenen  des  Kegels  und  jeder  Punkt  Uegt 
in  der  ihm  entsprechenden  Berührungsebene, 

C)  Die  singulare  Linie  ist  von  der  Ordnung  n  >  1  ; 
von  jedem  iJirer  Funkte  geht  ein  Kegel  2^^  Ordnung  von  Geraden 
der  Congruenz  aus  und  irgend  ein  anderer  Strahl,  Der  Rang 
der  Congruenz  ist  n  —  2 . 

Man  unterscheidet  die  folgenden  Fälle: 

(1)  der  Kegel  2^^  Ordnung  zerfällt  in  zwei  Ebenen,  Die 
Congruenz  ist  2w*®'  Classc  und  besteiht  aus  Strahlen,  welche  einen 
Kegel  2^^  Ordnung  berühren  und  eine  ebene  Curve  n**'  Ordnung, 
die  n  —  1  mal  durch  die  Spitze  des  Kegels  geht,  schneiden. 
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Die  hier  folgenden  Arten  hat  Kummer  nicht  in  Erwägung 
gezogen,  sie  wurden  von  Sturm  gefunden. 

(2)  Der  von  einem  Punkt  der  singtdären  Linie  aus- 
gehende Kegel  2^^  Grads  ist  nicht  degenerirt;  die  singulare  Linie 
ist  ein  Kegelschnitt.  Die  Congruenz  besteht  aus  allen  Geraden, 
welche  den  Kegelschnitt  schneiden  und  eine  Fläche  4^^  Ordnung 
berühren,  die  den  Kegelscfmitt  zur  Doppelcurve  und  ausserdem 
noch  4  andere  conische  Punkte  hat,     Bie  Congruenz  ist  4*®'  Classe. 

(3)  Der  Kegel  degenerirt  nidit  und  die  singulare  Linie  ist 
eine  ebene  Curve  5**"  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt;  die  Con- 
gruenz ist  6^^  Classe;  sie  entsteht  auf  die  folgende  Art:  Man 
nimmt  im  Baum  4  Punkte  an,  deren  6  Verbindungsgerade  sich 
auf  der  Curve  5**'  Ordnung  schneiden;  alle  Kegel  2^^  Grads, 
deren  Spitzen  auf  der  Curve  liegen,  und  welche  durch  die  vier 
gewählten  Punkte  und  durch  den  Doppelpunkt  der  Curve  gehen, 
erzeugen  die  Congruenz  (2,  6). 

(4)  Der  Kegel  degenerirt  nicht  und  die  singulare  Linie  ist 
eine  Baumcurve  5**"  Ordnung;  die  Congruenz  ist  6^^  Classe;  sie 
entsteht  auf  die  folgende  Art:  Auf  der  Baumcurve  5*®'  Ordnung 
nimmt  man  4  Punkte  an  und  zieht  durdi  einen  von  Urnen  P 
eine  Sehne,  welche  die  Curve  in  einem  fünften  Punkt  Q  sclineidet; 
die  Gesammtheit  der  Kegel  2^^  Grads,  deren  Spitzen  auf  der 
Curve  liegen,  und  wdche  durch  die  4  Punkte  geJien  und  in 
P  die  Sdine  PQ  berühren,  erzeugt  die  Congruenz. 

Die  sechs  Verbindungsgeraden  der  4  Punkte  sind  Doppd- 
strahlen  der  Congruenz  und  die  4  Punkte  sind  singulär  vom 
4*^  Grad. 


Die  Congruenzen  2^^'  Ordnung  nut  singulären  Linien  be- 
handelte zuerst  Kummer  in  dem  wiederholt  citirten  Aufsatz 
vom  Jahr  1866;  er  begann  sie  zu  classificiren;  es  entgingen  ihm 
jedoch  einige  Species;  vollständig  ist  die  Aufzählung  von  Sturm, 
Math.  Ann,,  36,  von  Schumacher,  ib.,  38  imd  in  der  schon 
citirten  Dissertation  Schumacher 's.  Das  letzte  Kapitel  des 
2****  Bds.  des  Stürmischen  Werks  gibt  eine  eingehende  Darstel- 
lung dieser  Congruenzen. 

Mit  ihnen  beschäftigte  sich  auch  Montesano,  AtH  Acc. 
Torino,  1892;  Bend.  Lincei,  (5),  1;  Bend,  Palermo,  7;  Bend. 
Ist.  Lomb,,  1893;  er  studirte  ihre  Abbildung  auf  eine  Ebene. 
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Ueber  die  Congruenzen  höherer  als  der  zweiten  Ordniing 
ezistiren  nur  wenige  Arbeiten. 

Eine  der  ersten  ist  vonirmer,  Ueber  Strahlensysteme  3^'  Ord- 
nung mit  Brenncurven,  Dissertation,  Halle  1870  (siehe  die  Fartschr. 
d,  Mat^L,  1870,  p.  611);  eine  Congruenz  (3,  3)  wurde  von 
Boccella  in  einer  unter  dem  Titel:  Si^li  enti  geometfici  dello 
spazio  di  rette  etc.,  1882  separat  publicirten  Arbeit  untersucht, 
in  welcher  der  Verfasser  eine  specielle,  durch  drei  projectiTe 
Büschel  linearer  Complexe  erzeugte  Congruenz  studirte.  Mit  Con- 
gruenzen 3**"  und  höherer  Ordnung  befassten  sich  auch  Hirst. 
Froc,  London  Soc,  14,  16,  17;  Rend.  Palermo^  1  und  Fano, 
Am  Äcc.  Torino,  1894—1896;  1901;  Mem.  Äcc.  Tormo,  {2\ 
50,  1901.  In  dem  letzteren  Aufsatz  stellt  Fano  seine  sämmt- 
lichen  früheren  Untersuchiingen  über  die  Congruenzen  3**'  Ord- 
nung ohne  singulare  Linien  systematisch  zusammen. 

§  14.    Die  Kugelgeometrie. 

Wenn  5  Kugeln  gegeben  sind,  deren  Gleidiungen  in  Carte- 
sisclten  Coordinaten 

s,  =  (a: -«.)*  + (y  -  ft)*  +  (^  -  y*)*  - -R**  =  0, 

(i=l,2,...,5) 

lauten,   so    lässt  sich    die    Gleichung  jeder    anderen   Kugel    des 
Baums 

schrelbeti,    worin    die    x    Grössen    bedeuten,    die    von    der   spe- 
ciellen  in  Betracht  gezogenen  Kugel  abhängen. 

Die  fünf  Grössen  x  kann  man  zu  homogenen  Coordinaten 
einer  Kugel  des  Baums  nehmen;  die  fünf  gegebenen  Kugeln 
sind  dann  die  Fundamentälkugeln  des  Coordinatensjstems. 

Betrachtet  man  die  Kugel  als  Element  eines  Baums,  so 
bildet  offenbar  die  Gesammtheit  aller  Kugeln  einen  linearen 
Baum  von  4  Dimensionen,  während  die  Gesammtheit  aller  Geraden 
des  Baums,  wie  wir  schon  gesagt  haben,  einen  quadrati-sdien 
Baum  von  4  Dimensionen  bildet. 

Dieses  homogene  Coordinatensystem  wurde  von  Loria  an- 
gewendet. 

Ein  anderes  von  Beye  benutztes  System  nicht  homogener 
Coordinaten  ist  das  folgende: 

Wir  wollen  Potefiz  eines  Punkts  in  Bezug  auf  eine  Kugel 
das   Produkt  der  Abstänr^'"    ^^^^   ^unkts   von  zwei   mit   ihm  in 
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derselben  Geraden  liegenden  Punkten  der  Kugel  nennen;  {dieses 
Product  bleibt  beim  Variiren  der  durch  den  Punkt  gehenden  Trans- 
versalen canstant);  die  drei  Coordinaten  cc,  ß^  y  des  Mittelpunkts 
der  Kugel  und  die  in  Bezug  auf  die  Kugel  gebildete  Potenz  p 
des  Anfangspunkts  der  Cartesischen  Coordinaten  (diese  Potenz 
wird  durch  «*  -f-  j3^  +  y*  —  B^  =  p  ausgedrückt)  können  zu 
Coordinaten  der  Kugel  im  Baum  genommen  werden. 

Die  Coordinaten  x^  haben  (amilog,  wie  bei  den  homogenen 
Ptmkt-  oder  Ebenencoordinaten)  die  Eigenschaft,  dass  eine  jede 
ihrer  linearen  Transformationen  geometrisch  der  Umänderung  des 
Systems  der  fünf  FundamentälJcugeln  in  ein  System  von  fünf 
anderen  entspricht,  icelche  in  Bezug  auf  die  früheren  zu  Coor- 
dinaten die  Coefficienten  der  zu  der  gegebenen  inversen  linearen 
Substitution  haben. 

Sie  haben  ausserdem  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  der  Kugel- 
raum mittelst  einer  Transformation  durch  recipröke  Badienvectoren 
transformirt  wird,  die  Coordinaten  der  transformirten  Kugeln  in 
Bezug  auf  die  5  transformirten  Fundamentalkugeln  dieselben  sind, 
wie  die  der  früheren  Kugeln  in  Bezug  auf  die  früheren  5  Fun- 
damentalkugeln.     L  o  r  i  a. 

Setzt  man 

22?^.  =  2B.i  =  B^^  +  12/  — 

-  {{^i-  -j)'  +  (ß-ßi)'  +  (y-  yjy) .   • 

so  heisst  der  Ausdruck  2B.j  Invariante  der  beiden  Fundamen- 
talkugeln (i),  (j);  sein  Verschwinden  ist  die  nothwendige  und 
ausreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  Kugeln  einander 
orthogonal  (senkredit)  schneiden. 

Wenn  alle  B^j  verschwifiden ,  d.  h,,  wenn  die  fünf  Kugeln 
zu  je  zweien  senkrecht  auf  einander  stdien,   so  gilt  die  Belation 

Xi  pT  =  Q-     Darboux,    Sur   une    classe    remarquable    des 

courbes  et  surfaces,  Paris  1873,  p.  135. 

Fünf  Kugeln,  die  sich  zu  je  zweien  ortliogonal  schneiden, 
können  nicht  sämmtlich  reell  sein. 

Wird  mit  B  der  Eadius  einer  beliebigen  Kugel  mit  den 
Coordinaten   x^^   (>!  =  1,  2,  3,  4,  5)   bezeichnet,    so   besteht  die 

2J  ff . .  X.  Xj 
B'='' 


i?-i)'^ 


aus  welcher  immittelbar  die  Beziehungen  vor  Augen  treten,  die 
zwischen  den  x  bestehen  müssen,  damit  die  Kugel  entweder  den 
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Radius  Null  habe  (sich  auf  einen  Punkt,  eine  sogenannte  Punkt- 
kugeh  reducire)  oder  einen  unendlich  grossen  Radius  habe  (sich 
auf  eine  Ebene,  eine  Ebenenkugel,  reducire). 

Eine  Punktkugel  ist  als  orthogonal  zu  einer  Kugd  anzu- 
sehen, wenn  sie  auf  ihr  liegt;  zwei  Punktkugeln  sind  orthogonal, 
wenn  sie  zusammenfallen. 

Nennt  man  1?^^  die  Polare  des  Pols  y  in  Bezug  auf  die  Form 

XX  ^^  "^  ij  •*•  '^J  » 

so  ist  die  gemeinschaftliche  Invariante  der  beiden  Kugeln  mit 
den  Coordinaten  (x)  und  (g) 


2ji  ^i  2di  Vi 

Die  Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  Kugeln  (x),  (jf) 
einander  berühren,  ist 

Wie  in  der  Liniengeometrie,  so  lassen  sich  auch  in  der 
Kugelgeometrie  die  Kugekomplexe,  die  Kugelcongruenzen ,  ihre 
Ordnungen,  etc.  definiren. 

Alle  Kugeln  eines  linearen  Kugelcomplexes  sielten  senkrecht 
auf  derselben  Kugel. 

Alle  Punktkugeln  des  Raums  bilden  offenbar  einen  Complex 
2****  Grads,  dessen  Gleichung 

^BijX^Xj^O 

lautet;  wenn  man  zwischen  den  x  eine  neue  quadratische  Glei- 
chung aufstellt,  so  ergibt  sich  ein  anderer  Kugelcomplex  2^*^  Grads; 
die  den  beiden  Complexen  gemeinschaftliche  Congruenz  4**'  Ord- 
nung wird  nur  von  Punktkugeln  gebildet;  dabei  ist  das  Theorem 
bemerkenswerth,  dass  der  Ort  dieser  oo*  Punktkugeln  eine  Cyclide 
ist.     Siehe  Kap.  12,  §  7. 

Femer  gilt  im  Allgemeinen: 

Der  Ort  der  Punktkugeln  eines  Complexes  «**'  Ordnung 
ist  eine  Fläche  J2n^^  Ordnung,  die  den  unendlich  fernen  ima- 
ginären Kreis  zur  n- fachen  Linie  hat.  Der  Ort  der  Punkt- 
kugeln  einer  Congruenz  w**'  Ordnung  ist  eine  Curve  2n^^  Ordnung. 

Von  diesem  Gesichtspunkt  aus  studirte  und  classificirte 
Loria  die  Cycliden^  wie  wir  an  der  betreffenden  Stelle,  Kap.  12 
angegeben  haben. 
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Die  ersten  Begriffe  einer  Eugelgeometrie  verdankt  man 
Lie,  CompV  Bend.y  1870;  Math,  Ann,^  5,  femer  Darboux  in 
dem  schon  auf  Seite  421  citirten  Werk  (vergl.  auch  Darboux, 
Legons  sur  la  theorie  generale  des  surfaces.  Vol.  1:  Les  coor- 
donnees  pentaspherigues)]  auf  sie  folgten  Reye,  Synthetische  Geo- 
metrie der  Kugeln  und  linearen  Kxigdsysteme  mit  einer  Einleitung 
in  die  analytische  Geometrie  der  Kugelsysieme ,  Leipzig  1879; 
CreUe,  99;  Loria,  Mem.  Acc.  Torino,  1884;  Atti  Acc.  Torino, 
1885. 

Die  Arbeit  des  letzteren  Autors  enthält  eine  systematische 
Behandlung  des  Gegenstands;  wir  haben  sie  zu  den  wenigen 
obigen  Angaben  benutzt. 

Mit  metrischen  Beziehimgen  in  Bezug  auf  die  Kugeln  des 
Raums  beschäftigten  sich  Frobenius,  Grelle,  79;  Darl^oux, 
1.  c.  und  Ann,  de  VEc.  norm,  sup.,  1872;  siehe  auch  Salmon- 
riedler,  Anal.  Geom.  des  Raums,  2.  Thl.,  3.  Aufl.  p.  453  u.  ff. 

Ueber  die  Bestimmung  der  durch  drei  gegebene  Punkte 
gehenden  Punktkugel  und  die  Beziehimg  dieses  Problems  zu  der 
Aufgabe,  den  Kreis  zu  construiren,  der  drei  gegebene  Kreise 
berührt,  siehe  Casey,  Trans.  Irish  Ac,  1866;  Cayley,  Ann. 
di  mat„  (2)  1. 


Kapitel  XV. 
Abzählende  Geometrie. 

§  1.    Allgemeines.  —  Frinoip  der  Erhaltung  der  Anzahl. 

Die  abzählende  Geometrie  beschäftigt  sich  mit  den  Problemen, 
die  zu  ermitteln  suchen,  tcie  viele  bestimmte  geometrische  Gebilde 
existiren,  die  gegebenen  Bedingungen  genügen;  z.  B.  wie  viele 
Kegelschnitte  eines  Büschels  eine  Gerade  berühren,  oder  wie 
viele  Curven  4**"  Ordnung  mit  einem  dreifachen  Punkt  durch 
zehn  gegebene  Punkte  gehen,  etc. 

Nachdem  das  geometrische  Gebilde  definirt  ist,  nehmen  wir 
an,  es  existiren  oo^  Individuen,  die  dieser  Definition  entsprechen, 
d.  h.,  wir  setzen  voraus,  bei  der  analytischen  Darstellung  des 
Gebildes  bleiben  c  Constante  unbestinmit;  die  Zahl  c  pflegt  als- 
dann die  Constantenzahl  des  Gebildes  genannt  zu  werden. 

1.  Für  einen  Punkt  der  Ebene  ist  c  '=  2  und  für  einen 
Punkt  des  Baums  c  =  3. 

2.  Für  eine  Ebene  des  Baums  ist  c  =  3. 

3.  Für  eine  Gerade  in  der  Ebene  ist  c  =  2  und  für  eine 
solche  im  Baum  =  4. 

4.  Bei  einem  Dreieck  im  Baum  wird  c  =  9  und  in  der 
Ebene  c  =  6. 

5.  Die  Constantenzahl  eines  ebetien  Polygons  von  n  Seiten 
im  Baum  beträgt: 

c=  2n+  3. 

6.  Für  ein  Polyeder  von  k  Seiten  ist  c  =  k  -\-  ^.  Hoppe, 
Grunerfs  Arch.,  55;   Schubert,  ib^,  63. 

7.  Die  Constantenzahl  beträgt  für  eine  in  einer  gegebenen 
Ebene  liegende  Curve  w*®'  Ordnung,  v*®'  Classe,  mit  d  Doppel- 
punkten, r  Spitzen,  6  Doppeltangenten,  t  Inflexionen-' 

c=3  +  ^n(n  +  3)  — öf  —  2r  =  3  +  ^-v(v  +  3)—  d  — 2t, 
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8.  für  eine  allgemeine  Fläche  »***'  Ordnung: 

c  =  ^(n+l)(«  +  2)(n+3)  — 1, 

9.  für  einen  allgemeinen  Liniencomplex  »**'  Ordnung: 

c  =  f,(«+l)(«+2)«(n  +  3)-l5 

Lüroth,  Grelle,  67;   Voss,  MaiHi.  Ann.,  9. 

Wenn  y  eine  Bedingung  ausdrückt,  welcher  ein  geometri- 
sches Gebilde,  dessen  Definition  gegeben  ist,  unterworfen  wird, 
und  z  eine  andere  solche  Bedingung,  so  wird  die  aus  beiden  zu- 
sammen resultirende  Bedingung  durch  ye  dargestellt  und  das 
Product  der  beiden  Bedingungen  genannt. 

Wenn  z.  B.  g  die  Bedingung  bezeichnet,  unter  welcher  eine 
Gerade  eine  bestimmte  andere  Gerade  schneidet  und  gp  die  Be- 
dingimg, die  erfüllt  sein  muss,  damit  eine  Gerade  durch  einen 
Punkt  gehe,  so  stellt  ggp  die  Bedingung  dar,  unter  welcher 
eine  Gerade  durch  einen  Punkt  geht  und  eine  andere  Gerade 
trifft;  g^  die  Bedingung  dafür,  dass  eine  Gerade  zwei  gegebene 
Gerade  schneide,  etc. 

Man  sagt,  eine  Bedingung  sei  von  der  Dimension  a  für  ein 
bestimmtes  geometrisches  Gebilde,  wenn  sie  zu  a  Gleichungen 
zwischen  den  c  Constanten  des  Gebildes  führt,  d.  h.  wenn  cx)^""" 
Gebilde  vorhanden  sind  (oo®  =  endliche  Zahl),  die  der  gegebe- 
nen Bedingung  genügen.  Die  Gesanmitheit  aller,  der  Bedingung 
von  der  Dimension  a  genügenden  oo^"^  Gebilde  heisst  ein 
System  von  der  (c  —  a)**°  Stufe;  so  ist  eine  Curve  ein  System 
1*®'  Stufe;  ein  Strahlencomplex  ein  System  3**^'  Stufe,  eine 
Regelfläche  ein    Strahlensystem  1*®'  Stufe   etc. 

Die  Dimension  einer  Bedingung,  welche  das  Produkt  meh- 
rerer anderer  ist,  kommt  drr  Summe  der  Dimensionen  der  Fac- 
tor en  gleich. 

Es  sei  c  die  Constantenzahl  eines  geometrischen  Gebildes 
und  diesem  mögen  c-fach  zusammengesetzte  Bedingungen  auf- 
erlegt werden ;  alsdann  existirt  im  Allgemeinen  eine  endliche 
Anzahl  N  von  Individuen  des  Gebildes,  welche  diesen  Bedin- 
gungen genügen. 

Wird  die  gegenseitige  Lage  der  Elemente  des  Gebildes  ge- 
ändert, oder  unrd  sie  auf  geeignde  Weise  specialisirt ,  so  hleiht 
die  Zahl  N  entweder  ungeändert  oder  wird  unendlich  gross.  Dieser 
Satz  heisst  das  Princi^)  der  Erhaltung  der  AnzM  oder  das  Frincip 
der  gleichgültigen  oder  speciellen  Lage.  Schubert.  Algebraisch 
interpretirt,   sagt   es   aus,   dass   eine   Gleichung,    wie  man   auch 
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die  Werthe  ihrer  Coefficienten  ändern  möge,  entweder  dieselbe 
Anzahl  von  Wurzeln  behält,  oder  eine  Identität  wird,  in  wel- 
chem Fall  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln  unendlich  gross  ist. 

Selbstverständlich  muss  man  bei  seiner  Anwendung  die 
durch  die  vorgenonunenen  Aenderungen  etwa  eingetretene  Ver- 
vielfachung der  Individuen  in  Rechnung  ziehen. 

Dieses  Princip  ist  sehr  forderlich,  weil  man  durch  Spe- 
cialisirung  der  Lage  der  Elemente  eines  Gebildes  die  Berechnung 
der  Anzahl  von  Individuen,  die  gegebenen  Bedingungen  genügen, 
bedeutend  vereinfachen  kann.  Ein  Beispiel  wird  seine  Anwen- 
dung erläutern: 

Man  wünscht  zu  wissen,  wie  viele  Gerade  4  gegebene 
Gerade  treffen. 

Man  weist  den  4  Geraden  eine  specielle  Lage  an  und 
nimmt  z.  B.  an,  zwei  von  ihnen  gehen  durch  einen  Punkt  P 
und  die  beiden  anderen  durch  einen  anderen  Punkt  P';  dann  gibt 
es  offenbar  zwei  Gerade,  welche  die  4  Geraden  treffen  und  zwar 
die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  P,  P'  und  den  Schnitt 
der  beiden  Ebenen,  in  denen  die  beiden  gegebenen  Paare  von 
Geraden  liegen.  Vermöge  des  obigen  Princips  können  wir  daher 
behaupten,  dass  immer  zwei  Gerade  existiren^  welche  vier  gegebene 
Gerade  treffen.  Es  leuchtet  auch  ein,  dass  durch  andere  Spe- 
cialisirung  der  Lage  der  vier  Geraden  (z.  B.  durch  die  Annahme, 
drei  der  Geraden  liegen  in  einer  Ebene  oder  gehen  durch  einen 
Punkt  etc.)   die  gesuchte  Anzahl   unendlich  gross  werden  kann. 

Die  Anwendungen  dieses  Princips,  welches  als  Postulat 
anzunehmen  ist,  sind  verschiedenartig;  es  wurde  von  Schubert 
klar  formulirt  und  kann  auf  vier  verschiedene  Arten  ausge- 
sprochen werden,  die  sich  als  Corollare  des  Princips  ansehen 
lassen.  Siehe  Schubert,  Calcül  der  abzählenden  Geoinetrie, 
Leipzig  1879,  p.  12    u.  334. 

§  2.    Sjnnbolischer  Calcül  der  Bedingungen. 
Incidens-  und  Coincidensformeln.     Sätze  über  die 

Berührungen. 

Für  das  Thema,  welches  uns  hier  beschäftigt,  ist  die  Ein- 
führung der  folgenden  Symbolik  von  Bedeutung. 

Es  sei  ein  Gebilde  gegeben,  dessen  Constantenzahl  c  be- 
trägt; wenn  wir  ihm  eine  Bedingimg  v  von  der  Dimension  c 
auferlegen,   so    erhalten    wir  eine   endliche   Anzahl  von  Indivi- 
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dnen,  die  ihr  genügen;  wir  wollen  diese  Zahl  mit  demselben 
Buchstaben  v  bezeichnen,  der  auch  die  Bedingung  darstellt. 

Man  kann  dann  zwischen  den  Symbolen,  welche  die  ver- 
schiedenen Bedingungen  darstellen,  die  sich  einem  Gebilde  auf- 
erlegen lassen,  damit  es  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Arten 
bestinmit  sei,  Fundamentalbeziehungen  oder  -Identitäten  fest- 
stellen. 

Es  sei  z.  B.  p  das  Symbol,  welches  die  Bedingung  darstellt, 
unter  welcher  ein  Punkt  in  einer  Ebene  liegt  imd  P  das  Sym- 
bol für  die  Bedingung,  dass  ein  Punkt  in  einem  speciellen 
Ort  fest  liege;  wir  können  dann  offenbar  symbolisch  schreiben: 

weil  beide  Terme  den  Zahlenwerth  1  haben. 

Auf  diese  Art  würde  man  nur  zu  Relationen  zwischen  Be- 
dingungen von  der  Dimension  c  konunen;  ninmit  man  aber 
einen  Kunstgriff  zu  Hülfe,  so  lässt  sich  auch  Beziehungen 
zwischen  solchen  von  beliebiger  Dimension  a<<c  ein  Sinn  bei- 
legen: Es  mögen  verschiedene  Bedingungen  von  der  Dimension 
«  vorliegen;  sie  seien  v,  v\  v'\  . .  .  und  y  sei  eine  beliebige 
Bedingung  von  der  Dimension  c  —  a.  Multiplicirt  man  v,  v\ 
v'\  .  .  .  mit  y,  so  ergeben  sich  lauter  Bedingungen  von  der 
Dimension  c.  Nun  wollen  wir  annehmen,  es  bestehe  zwischen 
den  V  eine  Relation,  wenn  die  aus  der  Multiplication  eines  jeden 
Terms  dieser  Relation  mit  (dem  beliebigen)  y  sich  ergebende 
Beziehung  (die  eine  solche  zwischen  Bedingungen  von  der  Dimen- 
sion c  darstellt)  thatsächlich  in  dem  oben  angegebenen  Sinn 
existirt. 

Bezeichnet  z.  B.  p^  die  Bedingung,  unter  welcher  ein  Punkt 
auf  einer  Geraden  liegt,  so  ist  offenbar 


P'=Pg 


Denn,  multiplicirt  man  z.  B.  mit  jp,  so  folgt  p=  ppgi 
und  diese  Relation  besteht,  weil  beide  Seiten  der  Gleichung  den 
Werth  1  haben. 

Im  Allgemeinen  gelten  für  die  symbolischen  Gleichungen^ 
welche  man  auf  diese  Art  erhält,  alle  gewöhnlichen  Regeln  der 
Arithmetik  über  Addition,  Subtractian  und  Multiplication. 

Fundamentalrelationen  sind: 

m 

p,Pg,  hee,  Psind  die  Symbole,  welcJie  die  Bedin- 
gungen darstellen,  unter  welchen  ein  Punkt 
in  einer  Ebene,  auf  einer  Geraden,  oder 
fest  liegt] 
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e. 


^  =  ee^  =  E 


9' 

99f 

99, 
G 


=  9p+9e 
^9s=  99e 

=  9.^=  9J 


€,e^f  bez.  E  sind  die  Symbole^  welche  die  Bedin- 
gungen darstellen,  die  bestehen  müssen,  da- 
mit  eine  Ebene  durch  einen  Puf^t  oder  eine 
Gerade  gehe  oder  fest  liege; 

9f  9t'  9p'  9i>  ^^^-  ^  ^^^^  ^^  Symbole  für  die 
Bedingungen^  die  bestdien  müssen,  damit 
eine  Gerade  entweder  eine  Gerade  schneide 
oder  in  einer  Ebene  liege  oder  durch  einen 
Punkt  gelie  oder  einem  Strahlenhiisdiel  an- 
gehöre oder  fest  liege*). 


Punkt  und  Gerade,  Ebene  und  Gerade,  Punkt  und  Ebene 
heissen  inddent,  wenn  sie  sich  gegenseitig  angehören,  d.  h.  wenn 
der  Punkt  auf  der  Geraden  liegt,  die  Gerade  in  der  Ebene  oder 
der  Punkt  in  der  Ebene;  zwei  Gerade  heissen  incident^  wenn  sie 
sich  schneiden. 

Incideneformeln  werden  wir  alle  Gleichungen  zwischen  den 
Bedingungen  nennen,  welche  diese  vier  Incidenzen  darstellen. 

Sie  lauten,  wenn  die  Symbole  die  oben  angegebene  Bedeu- 
tung haben: 


P9  =Pg  +  9e=P^  +  9,, 

P9p='P^  +  9s, 

P9,  =  P^9p  =  G+p^g=^G  -{- p^g^, 

e9  =9p  +  e^  =  9p  +  c^ 

^9e  =9s  +  ^'^ 

e^9e=  ^9,  =^G  +  e^g  =  <}  +  e^g^, 

p^e — p^t^  -{■■  P(^^  =-■  0, 

G—9s^i+9eK+^A-9K+I^=0, 
(^^^—9ÄK+K)+(9p+9e)K—9H=0, 
Gh^  —  g,\  +  g^H=0, 
(^\  —  9.K+9jl  =  0. 


Die  Gerade  g  und  der 

Punkt  p  gehören  sich 

an. 

Die  Ebene  c  und  die 

Gerade  g  gehören 

sich  an. 

Der  Punkt  p  und 

die  Ebene  e  gehören 

sich  an. 

Das  Symbol  //  ist,  wie  157, 
das  Symbol  einer  Ge- 
raden und  die  beiden 
Geraden  g  und  h 
schneiden  sich. 


^)  Diese  Symbole  haben  Schubert  in  seinen  weiter  unten 
citirten  Arbeiten  und  auch  andere  deutsche  Autoren  benutzt;  sie  be> 
ziehen  sich  auf  die  Anfangsbuchstaben  der  Worte  Gerade,  Ebern, 
Funkt,  Strahl 
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Diese  Formeln  kommen  auf  Tielfache  Art  zur  Anwendung; 
wir  können  uns  dabei  aber  nicbt  aufhalten  und  verweisen  auf 
das  Schub  er  tische  Werk.  Wir  beschränken  uns  darauf,  einige 
Beispiele  anzuführen. 

Es  liege  das  einfach  unendliche  System  aller  Berührungs- 
geraden  und  der  bezüglichen  BerührungspunÄ^^e  einer  Raumcurve 
vor;  wenn  man  dann  ein  einfach  unendliches  System  derartiger 
Cunren  betrachtet,  so  erhält  man  in  der  Gesanmitheit  ein 
doppelt  imendliches  System  von  sich  angehörenden  Geraden 
und  Punkten.  Für  ein  solches  System  stellt  das  Symbol  p^  die 
Bedingung  dar,  unter  welcher  einer  dieser  Punkte  gleichzeitig 
in  zwei  gegebenen  Ebenen  liegt,  d.  h.  in  einer  gegebenen 
Geraden;  es  stellt  mithin  auch  die  Anzahl  der  Gurven  des 
Systems  dar,  welche  von  einer  gegebenen  Geraden  geschnitten 
werden;  ebenso  wird  das  Symbol  g^  die  Anzahl  der  Tangenten 
des  Systems  angeben,  welche  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen, 
daher  auch  die  Anzahl  der  Cunren  des  Systems,  die  eine  gege- 
bene Ebene  berühren,  und  jp^  die  Anzahl  der  Punkte  des  Systems, 
die  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen  und  zugleich  Geraden  ent- 
sprechen, die  eine  andere  gegebene  Gerade  schneiden;  aus  der 
Formel  pg  =  p^ -^  g^  folgt  daher  das  Theorem: 

Es  liege  ein  einfadi  u^iendliiihes  System  von  Baumcurven 
vor;  wenn  zu  der  Anzahl  der  Gurven,  die  eine  gegebene  Gerade 
schneiden,  die  Anzahl  der  Curven  addirt  wird,  die  eine  bestimmte 
Ebene  berühren,  so  erhält  fnan  als  Summe  die  Anzahl  der 
Curven  des  Systems,  tcelciie  eine  Ebene  derart  schneiden,  dass 
die  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  eine  bestimmte  Gerade 
treffen;  oder  man  erhält  den  Grad  der  Curve,  welche  der  Ort 
der  BeriHiru/ngspunTde  aller  eine  gegebene  Gerade  schneidenden 
Tangenten  an  die  Curven  des  Systems  ist;  Zeuthen,  Compt, 
JRend.,  1872. 

Es  sei  n  die  Ordnung  einer  ebenen  Curve,  v  die  Bedingung, 
imter  welcher  sie  eine  gegebene  Gerade  des  Baums  schneidet, 
fi  die  Bedingung  dafiir,  dass  ihre  Ebene  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehe,  P  diejenige,  unter  welcher  sie  selbst  durch  einen 
Punkt  geht.  Betrachtet  man  ein  d(^elt  unendliches  System 
solcher  Curven,  so  erhält  man  ein  dreifach  unendliches  System 
von  Punkten,  und  die  Ebenen  der  Curven  bilden  din  doppelt 
unendliches  System  von  Ebenen. 

Die  Incidenzformel 

o'  —  p'€  +  pe^  —  e*  =  0 
wird 
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weil 

2,3  =  p,    e  =  ii,  y  =  v 

und  überdies 

ist,  da  im  Allgemeinen  in  einem  doppelt  imendlicben  System 
von  Curven  die  (dreifache)  Bedingung  nicht  erfüllt  werden  kann, 
dass  eine  Curve  dieses  Systems  in  einer  willkürlich  vorgeschrie- 
benen Ebene  liegen,  d.  h.,  dass  die  Ebene  der  Curve  durch  drei 
gegebene  Punkte  gehen  soll. 

Nun  drückt  die  oben  angegebene  Relation  die  Bedingung 
P  durch  die  beiden  anderen  v  und  fi  aus;  wenn  wir  daher  eine 
Tabelle  hätten,  aus  welcher  wir  den  Werth  von  fiv  und  fi* 
entnehmen  könnten,  so  würden  wir  den  Werth  von  P  erhalten. 
So  wollen  wir  z.  B.  ein  doppelt  unendliches  System  von  Kegel- 
Schmitten  im  Raum  und  zwar  speciell  das  System  aller  Kegel- 
schnitte betrachten,  die  drei  gegebene  Ebenen  berühren  imd  drei 
gegebene  Gerade  schneiden;  nennt  man  ^  die  Bedingung,  unter 
welcher  ein  Kegelschnitt  des  Baums  eine  Ebene  berührt,  so  lässt 
sich  die  Bedingung,  welcher  alle  diese  Kegelschnitte  genügen 
müssen,  durch  v^q^  ausdrücken.  Multiplicirt  man  daher  beide 
Seiten  der  Incidenzformel  mit  v'^*,  so  erhält  man,  da  im  vor- 
liegenden Fall  n  =  2   ist, 

Aus  der  Tabelle,  die  wir  weiter  unten  in  §  4  folgen  lassen, 
entnehmen  wir: 

^v*^8^  72^     |it-vV=  24, 

mithin 

Pv3^8  =  24, 

d.  h.,  in  unserem  System  gibt  es  24  Kegelschniite ,  die  durdi 
einen  Punkt  gehen, 

Coinddewt  heissen  zwei  Elemente  (zwei  Punkte,  zwei  Ge- 
rade, zwei  Ebenen),  die  unendlich  nahe  aneinander  liegen. 

Die  bezüglichen  Formeln  heissen  Coincidenzformeln.  Eine 
von  ihnen -entspricht  dem  sogenannten  Chasles'sdien  Coincidenz- 
princip.     Siehe  Kap.  1,  §  2. 

Wir  wollen  annehmen,  ein  einfadi  unendliches  System  von 
Paaren  von  Punkten  sei  derart  gegeben,  dass  es  in  ihm  p  Paare 
gibt,  die  den  ersten  Punkt  und   "*  "^ die  den  zweiten  Punkt 


§  2.   Coinci<}enzformeln.  431 

gemeinschaftlich  haben,  und  es  stelle  g  die  Gerade  dar,  welche 
die  beiden  Punkte  eines  Paars  verbindet  und  mithin  auch 
die  Anzahl  der  Geraden,  welche  Paare  von  Punkten  verbinden 
und  von  einer  beliebigen  Geraden  des  Baums  getroffen  werden. 
Bezeidinet  man  dann  mit  e  die  Anzahl  der  Cainddenzen,  d.  h. 
die  Zahl,  welcfie  angibt,  wie  oft  die  beiden  Funkte  eines  Paars 
caincidiren,  so  ergibt  sich  die  Formel 

B=p-\-q  —  g (1) 

Wenn  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  eines  Paars 
eine  feste  Lage  hat,  so  wird  g  =^  0  und  man  erhält 

£=p-\-q. 

Diese  letztere  Beziefiung  entspricht  der  Chasles'schen  Correspon- 
denzformel. 

Aus  der  Formel  (l)  lassen  sich  verschiedene  andere  ableiten, 
4  z.  B.  die  beiden  folgenden: 

sp  =pq  —  g^^ 

die  auf  die  nachstehende  Art  zu  interpretiren  sind: 

Ist  ein  dreifach  unendliches  System  von  Punktepaaren  ge- 
geben tmd  man  addirt  die  Änzafd  der  Paare,  deren  erstes  Ele- 
ment fest  liegt,  die  Anzahl  derjenigen,  deren  zweites  Element 
fest  liegt,  und  den  Grad  des  Liniencomplexes ,  welcher  aus  den 
die  entsprechenden  Punkte  eines  Paars  verbindenden  Geraden 
besteht,  so  ist  die  Summe  derjenigen  Zähl  gleich,  welche  angibt,  wie 
oft  sich  zwei  entsprechende  Punkte  unbegrenzt  in  einer  Richtung 
einander  nahem,  die  durch  einen  beliebigen  festen  Punkt  gelit. 

Bei  einem  doppelt  unendlichen  System  von  Punktepaaren 
ist  die  Differenz  zwischen  der  Anzahl  der  Paare,  deren  Ptwhte 
bez.  in  zwei  voraus  bestimmten  Ebenen  liegen  und  der  Anzahl 
der  Paare,  für  welche  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  in 
einer  im  Voraus  festgesetzten  Ebene  liegt,  der  Ordnung  der  Raum- 
curve  gleich,  welche  der  Ort  der  Coincidenzen  ist. 

Es  lassen  sich  nun  die  Formeln  für  die  Ausdehnung  des 
Chasles'schen  Correspondenzprincips  auf  die  Ebene  imd  den 
Baum  ableiten.  Sie  sind  von  Salmon,  Gemn.  of  tJiree  dim., 
2.  ed.,  1866,  p.  511  (siehe  Fiedler's  Bearbeitung,  2.  Thl.  2.  Aufl., 
p.  556);  Zeuthen,  Compt.  Rend.,  1874;  Schubert,  Math. 
Ann.,  10  angegeben  worden.  Siehe  auch  des  letzteren  Calcül 
der  abzählenden  Geometrie,  Leipzig  1879,  p.  45. 
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Aus  denselben  Principien  ergeben  sich  die  folgenden  wich- 
tigen  Theoreme: 

Es  liege  ein  einfach  unendliches  System  ebener  Curven  und 
ausserdem  eine  Curve  »*®'  Ordnung  und  m**'  Classe  vor.    Wenn 

V  und  Q  die  sogenamüen  beiden  Charakteristiken  des  Systems 
ebener  Curven  sind,  d,  h,  angeben,  wie  vide  Curven  des  Systems 
durcfi  einen  Punkt  gehen  bez.  eine  Gerade  berühren,  so  gibt  es 

nQ  -f-  mv 

Curven  des  Systems,  welche  die  gegebene  Curve  berühren. 

Und  ähnlich:  In  einem  einfacfi  unendlichen  System  von 
Baumcurven  gibt  es 

ng  4"  mv 

Curven,  die  eine  Fläche  n*®'  Ordnung  und  w*®'  Classe  berühren, 
wenn   mit  g    die  Anzahl    der    eine  Ebene   berührenden  und   mit 

V  die  Anzahl  der  eine  Gerade  sclineidenden  Curven  bezeidmet 
wird. 

Die  Berührungspunkte  zweier  einfach  unendlicher  Systeme 
von  ebenen  Curven,  deren  Charakteristiken  bez. 

^1^  Qi'^    ^2'  Qi 
sind,  bilden  eine  Curve  von  der  Ordnung 

und  die  Tangenten  in  diesen  Berührungspunkten  umhüllen  eine 
Curve  von  der  Classe 

n?2  +  Qi^i  +  9i9i  • 

Eine  Verallgemeinerung  des  1****  Theorems  lautet: 
Es  sei  in  der  Ebene  eine  Zuordnung  zwischen  Punkten  und 
Geraden  von  der  Art  festgestellt,  dass  jeder  Geraden  eine  Anzahl 
Q  von  auf  ihr  liegenden  Punkten  und  jedem  Punkt  eine  Anzahlt 

V  von  durch  ihn  gehenden  Geraden  entspricht;  es  wird  dann 

nQ  -f-  mv 

mal  vorkommen,  dass  eine  dieser  Geraden  in  einetn  der  ihr  ent- 
sprechenden Punkte  eine  ebene  Curve  n*®'  Ordnung  und  t»**'  Classe 
berührt. 

Dieser  Satz  kann  zur  Ableitung  des  Correspondenzprincips 
von  Brill-Cayley  benutzt  werden  (siehe  Kap.  5,  §  4),  welches 
die  Erweiterung  des  für  die  Correspondenzen  auf  der  Geraden 
geltenden  Chasl  es 'sehen  Princips  auf  diejenigen  Correspondenzen 
ist,  die  auf  Curven  beliebigen  Geschlechts  bestehen.  Siehe  §  18 
des  citirten  Schubert 'sehen  Werks. 


• 
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Um  die  Fruchtbarkeit  dieser  Theoreme  darzuthun  und  ihre 
Anwendung  zu  zeigen,  woDen  wir  das  folgende  Beispiel  ein- 
gehender ausführen: 

Es  soll  zu  ermitteln  sein,  wie  viele  in  einer  Ebene  liegende 
Kegelschnitte  5  gegebene  Kegelschnitte  berühren.  Bezeichnet 
man  mit  S  die  Bedingung,  unter  welcher  ein  Kegelschnitt  eines 
Systems  einen  anderen  festen  Kegelschnitt  berührt  und  mit  fi 
die  Bedingung,  unter  welcher  seine  Ebene  durch  einen  Punkt 
geht,  so  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Kegelschnitt  des 
ebenen  Systems  5  Kegelschnitte  berühre,  durch 

gegeben. 

Nun  ist  aber  nach  einem  der  vorstehenden  Theoreme 

S  =  nq  -\'  mv  =  2^  -|-  2i/, 

weil  in  dem  vorliegenden  Fall  m  =  n  =  2  ist ;  die  Bedingung 
lautet  daher: 

Aus  den  Tabellen  in  §  4  entnehmen  wir  dann  die  Werthe 
von  ft'^^,  y^Q^'^t  6*c.  imd  erhalten  schliesslich 

^8^  =  2*^ .  102  =  3264 

als  die  Anzahl   der  Kegelschnitte   eines  ebenen  Systems,   die  5 
gegebene  Kegelschnitte  berühren. 

§  3.    Die  Oharakteristikexitheorie. 

Man  habe  in  einer  Ebene  ein  einfach  unendliches  System 
von  Kegelschnitten;  es  sei  z  eine  Bedingung  1*®'  Dimension 
(eine  einfache),  und  v  bez.  q  mögen  die  Bedingungen  darstellen, 
unter  denen  ein  Kegelschnitt  des  Systems  durch  einen  Punkt 
geht  bez.  eine  Gerade  berührt. 

Die  Charakteristikentheorie  beruht  auf  dem  nachstehenden 
Satz  von  Chasles,  der  zwar  von  Chasles  als  allgemein  giltig 
hingestellt  wurde,  der  aber,  wie  man  später  in  Folge  der  Unter- 
suchungen von  Halphen   einsah,    nicht  für  alle  Fälle  gilt. 

Die  Bedingung  z  lässt  sich  (wie  Halphen  zeigte,  nicht 
allgemein,  sondern  nur  in  vielen  Fällen)  linear  durch  v  und  q 
mittelst  der  Formel 

z  =  av  -\-  ßQ 
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ausdrücken,  tcorin  a,  ß  nur  von  der  Bedingung  $  abhängige 
Zählen  sind.  Die  Zafikn  v,  q  heissen  Charakteristiken  des 
Kegelschnittsystems. 

Dieses  Theorem,  welches  eine  wichtige  Formel  der  abzäh- 
leaden  Geometrie  der  Kegelschnitte  enthält,  wurde  durch  Ver- 
suche von  Chasles,  CompL  Rend.,  1864  aufgefunden,  ohne 
Beweis  formulirt  und  zu  verschiedenen  Anwendungen  benutzt. 

Bewiesen  wurde  es  von  Clebsch,  M(Uh.  Ann,,  6;  Hal- 
phen,  Butt.  Soc.  math,,  1;  Schubert  und  Hurwitz,  Grött 
Nadir.,  1876;  Schubert,  Äbz,  Geam.,  §  38;  Brill,  MaÜt. 
Ann.,  10;  etc. 

Das  Chasles 'sehe  Theorem  gilt  jedoch  nicht  für  jede  Be- 
dingung e,  wie  Halphen  nachwies,  Campt  Eend.,  83,  p.  537 
und  886;  Proc.  Land,  math,  Soc.,  9,  10;  Math.  Ann.,  15;  Journ. 
de  Vic.  pöl.^  45;  er  machte  zu  dem  Theorem  den  Zusatz: 

Damit  das  Chasles'sche  Theorem  gütig  sei,  d.  h.,  damit 
sich  z  durdi  die  Formel 

;?  =  av  +  /Jp 

ausdrücken  lasse,  worin  a  und  ß  nur  von  z  abhängen,  ist  es 
nöthig  und  ausreichend,  dass  die  Anzahl  der  Kegelschnitte,  welche 
der  Bedingung  z  genügen  und  eine  Berührung  3***'  Ordnung  mit 
einer  gegebenen  Curve  haben.  «  +  /J  sei. 

Andererseits  hat  Study  in  seiner  Habilitationsschrift  (Leipzig 
1885,  Ma^.  Ann.,  26)  nachgewiesen,  dass,  von  einem  gewissen 
Standpunkt  aus  betrachtet,  der  Chasles'sche  Satz  als  allgemein 
giltig  angesehen  werden   kann. 

Aus  dem  Chasles 'sehen  Theorem  folgt  ein  CoroUar  zu 
einem  von  uns  schon  in  §  2  mitgetheilten  Satz  über  die  Anzahl 
der  Berührungscurven  an  gegebene  Curven: 

Wenn  ma/n  die  Anzahl  der  Kegelschnitte  ein^  Systems  zu 
kennen  tvünscht,  welche  eine  Curve  n*^  Ordnung  und  m*®'  Classc 
berühren,  so  genügt  dazu,  in  der  Chasles'schen  Formel 

a  =  m,     ß  =  n 
zu  setzen. 

Man  kann  auch  ein  allgemeineres  Problem,  als  das  Chas- 
les'sche,  aufstellen: 

Wenn  ein  System  von  beliebigen  Gebilden  (nicht  von  Kegel- 
schnitten allein)  gegeben  ist,  das  nicht  nur  einfach  unendlich,  son- 
dern ^*-fach  imendlich  ist,  existirt  dann  eine  endliche  Anzahl  von 
A;- fachen  Bedingimgen  der  Art,  dass  jede  andere  /r-fache  Be- 
dingung   z   sich    linear  und   mit  nur   von  der  Bedingung  z  ab- 
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hängigen  Coefficienten  durch  sie  ausdrücken  lässt?  Diese 
X;- fachen  Bedingungen,  deren  Anzahl  endlich  ist,  kann  man  dann 
die  Charakteristiken  des  Systems  nennen. 

An  diesem  Problem  hat  man  sich  vielfach  versucht;  Chasles 
meinte  einmal,  die  beiden  Charakteristiken  v  und  q  könnten 
nicht  nur  fOr  die  Kegelschnitte,  sondern  ftlr  jede  Plancurve 
gelten.  Halphen  dehnte  die  Betrachtimgen  dieser  Art  auch 
auf  die  Kegelschnitte  des  Baums  und  die  Flächen  zweiter  Ord- 
nung aus;  Bull,  Soc,  moiOi.,  2.  Cremona  bemerkte,  dass  sich 
für  ein  doppelt  unendliches  System  von  Kegelschnitten  drei 
Charakteristiken  aufstellen  lassen;  nämlich  die  Anzahl  der  durch 
2  Punkte  gehenden  Kegelschnitte,  die  Anzahl  derjenigen,  die 
durch  einen  Punkt  gehen  und  eine  Gerade  berühren,  \md  die 
Anzahl  der  Kegelschnitte,  die  zwei  Gerade  berühren,  Campt, 
Rend,,  69,  p.  776.  Schubert  widmete  diesem  Problem  ein 
ganzes  Kapitel  seiner  citirten  Arbeit  und  machte  den  Versuch, 
es  ftlr  gewisse  einfache  Systeme  von  Gebilden  zu  lösen. 


Die  ersten  Arbeiten  über  die  Charakteristikentheorie  sind  die 
sehr  zahlreichen  Aufsätze  von  Chasles  (z.B.  Campt  Bend,,  1864; 
speciell  der  vom  27.  Jimi  1864),  welche  zum  Theil  Veranlassung 
zu  einer  Polemik  mit  De  Jonquieres  gaben;  ein  Verzeichniss 
der  sich  hierauf  beziehenden  Schriften  findet  man  bei  Loria, 
II  passato  e  ü  presente  delle  principali  teorie  geom.,  Torino 
1896,  p.  263,  264,  deutsche  Ausg.,  p.  65  u.  ff. 

Andere  Arbeiten  sind  von  Cayley,  namentlich  in  den 
Fhil,  Trans.,  1868;  Salmon,  An,  Geom,  der  höheren  ebenen 
Curven,  deutsch  von  Fiedler,  2.  Aufl.,  Leipzig  1882;  Cre- 
mona, Compt.  Bend,,  1864  (siehe  auch  seine  Introd,  ad  una 
teoria  geom,  deUe  curve  piane,  Bologna  1862,  auch  in  den  Mem, 
Acc.  Bologna,  12,  1861,  deutsch  von  M.  Curtze,  1865);  Zeu- 
then,  unter  Anderem  Bull,  des  sciences  matJi.,  7.  Eine  kurze 
Darstellung  findet  man  in  der  Clebsch-Lindemann'schen 
Geometrie  imd  viele  Literaturnachweise,  die  sich  jedoch  nur 
bis  1872  erstrecken,  bei  Painvin,  Bidl.  des  sciences  math.,  3. 

üeber  die  neueste  Literatur  sehe  man  Loria,  1.  c.  nach, 
wo  auch  die  -lange  Beihe  der  übrigen  Aufsätze  von^'Chasles, 
Compt,  Bend,,  1871 — 1877  über  die  zahlreichen  Anwendungen 
des  nach  ihm  benannten  Correspondenzprincips  auf  die  abzäh- 
lende Geometrie  aufgezählt  wird.  Die  Geschichte  dieses  Princips, 
welches  seiner  Natur  nach  so  eng  mit  den  Theorien  der  abzäh- 
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lenden  Geometrie  yerbunden   ist,    findet  man  in   einem  liistori- 
Bchen  Aufisatz  von  Segre,  Bibl,  maih.,  1892. 


Man  kann  sagen,  dass  die  abzählende  Geometrie  als  Lehr- 
körper mit  der  Charakteristikentheorie  von  Chasles  entstan- 
den sei. 

Es  war  Halphen,  der,  yon  der  Charakteristikentheorie 
ausgehend,  den  symbolischen  Calcül  der  Bedingungen  einführte, 
welcher  dann  hauptsächlich  von  Schubert  fortgesetzt  wurde. 
Der  letztere  legte  systematisch  die  Grundlagen  dazu  in  seinen 
Beiträgen  zur  abzählenden  Geometrie,  Math,  Ann,,  10  und  anderen 
darauf  folgenden  Arbeiten,  ib.,  11,  12,  etc. 

Viele  Besultate  und  Bestinmiungen  in  Bezug  auf  die  ab- 
zählende Geometrie  wurden  schon  früher  von  verschiedenen 
Autoren  insbesondere  auf  geometrischem  Weg  gefunden,  wie 
z.  B.  von  Steiner,  Crelle,  32,  37,  45,  55;  Bischoff,  ib.,  56; 
De  Jonquieres,  Joum.  de  LiouvÜle,  6,  1861;  10,  1865; 
ein  Theil  der  Eesultate,  zu  denen  sie  kamen,  ist  jedoch  fehler- 
haft. Der  Zweck  der  Autoren,  die  sich  später  mit  der  abzählen- 
den Geometrie  beschäftigt  haben,  bestand  hauptsächlich  daxin, 
derartige  Bestinmiungen  auf  feste  Gesetze  zurückzuführen,  eine 
Rechnung  für  sie  einzurichten  und  mit  deren  Hülfe  diesen  Theil 
der   Geometrie  zu  einem  systematischen  Ganzen  zu  machen. 

Ein  wichtiges  Buch,  in  welchem  man  alle  Methoden  und 
Eesultate  der  abzählenden  Geometrie  zusammengestellt  und  er- 
klärt findet,  ist  von  Schubert,  Kalkül  der  abzählenden  Geo- 
metrie, Leipzig  1879,  das  wir  bei  der  Bearbeitung  dieses  Kapitels 
vielfach  benutzt  haben. 

Neuere  Forschungen  sind  insbesondere  von  demselben  Autor 
Schubert,  Math,  Ann,,  26,  38,  45;  Acta  maÜi.,  8;  Hamburger 
Mitth.,  1,  2,  3,  etc.  und  von  Pieri,  Eend.  Palermo^  5;  Rend. 
Ist  Limb.,  1893—1895. 


§  4.    Methode  zur  Ermittelung  der  charakteristiBOhen 
Zahlen  eines  Systems  von  Gebilden.    Uebersicht  über  ver- 
schiedene wichtige  Besultate  der  abzählendeu  Geometrie. 

Aus  unseren  obigen  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  durch 
das  Eechnen  mit  Bedingungssymbolen  sich  der  Oalctil  mit 
einer  Bedingung  auf  den  mit  anderen  reduciren  lässt;  die  Gha- 
rakteristikentheorie  hat    z.  B.  gerade   den  Zweck,   zu   ermitteln, 
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ob  gewisse   elementare  Bedingungen  bestehen,  mit  deren  Hülfe 
sich  alle  übrigen  ausdrücken  lassen. 

Man  kann  nun  fragen,  ob  es  nicht  möglich  sei,  Zahlen 
aufzufinden,  die  diese  elementaren  Bedingungen  oder  Charakte- 
ristiken darstellen  würden  und  nut  deren  Hülfe  sich  vielleicht 
die  übrigen  oder  doch  ein  Theil  von  ihnen  ausdrücken  lassen. 
Diese  Ermittelung  geschieht  mittelst  einer  von  Chasles  ein- 
geführten und  von  Zeuthen,  Schubert  und  Anderen  vielfach 
angewendeten  und  weiter  entwickelten  Methode: 

Man  betrachtet  specielle  invariante  Ausartungen  des  gege- 
benen Gebildes,  sucht  die  Belationen  auf,  welche  die  Bedingungen 
dafür,  dass  das  Gebilde  auf  die  gegebene  Art  degenerire,  mit 
den  übrigen  elementaren  Bedingungen  (unter  denen  es  durch 
einen  Punkt  geht,  eine  Ebene,  oder  eine  Gerade  berührt)  ver- 
binden, leitet  daraus  die  charakteristischen  Zahlen  für  die  aus- 
gearteten Gebilde  ab  und  erhält  schliesslich  mit  Hülfe  der  ge- 
fundenen Belationen  die  Zahlen   für  die  allgemeinen  Gebilde. 

Ein  Beispiel  wird  genügen,  die  Anwendimg  dieser  Methode 
zu  erläutern. 

Das  gegebene  Gebilde  sei  ein  Kegelschnitt.    Man  betrachte 
zwei  invariante  Ausartungen  desselben,  nämlich 
Tj  —  einen  Kegelschnitt,  dessen  Punkte  eine  Doppelgerade  und 
dessen  Tangenten  zwei  verschiedene  Strahlenbüschel  bilden, 
deren  Centren  in  zwei  Punkten  der  Doppelgeraden  liegen; 
S  —  einen  Kegelschnitt,  dessen  Punkte  zwei  verschiedene  Gerade 
und   dessen   Tangenten  zwei    zusammenfallende   Strahlen- 
büschel bilden,   deren  Centnim   in   dem  Schnittpunkt  der 
beiden  Gera,den  liegt. 
Bezeichnet  man  mit  iy  bez.  Ö  die  Bedingungen,  unter  welchen 
ein    Kegelschnitt    auf  diese    beiden   Arten    degenerirt,    und    mit 
fi,  1/,  ^   die  Bedingungen    dafür,    dass    die  Ebene   eines  Kegel- 
schnitts  durch  einen  Punkt  gehe,  der  Kegelschnitt  eine  Gerade 
schneide,  bez.  eine  gegebene  Ebene  berühre,  so  findet  man  mit- 
telst des  Princips  der  Coincidenzen  die  Eelationen: 

.    2v  —  Q  —  2(i  =  ti, 

2p  —  v  =  d, 
woraus 

.    v  =  l^  +  i^  +  4f*j 

^,^  ?  =  i^  +  i^  +  if* 

folgt. 

Es  soll  nun  die  Zahl 
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zu  ermitteln  sein,  d.  h.,  die  Anzahl  der  Kegelschnitte  einer 
Ebene,  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  also  eine  Gerade  des 
Baums  schneiden,  und  vier  Gerade  der  Ebene,  mithin  vier 
Ebenen  des  Raums  berühren;  aus  den  vorstehenden  Formeln 
ergibt  sich: 

Nun  ist  das  Glied ,  welches  den  Factor  ft*  enthalt,  Null, 
weil  man  eine  Ebene  durch  4  beliebige  Punkte  des  Raums 
nicht  legen  kann;  würde  man  daher  die  beiden  anderen  Glieder 
der  rechten  Seite  kennen,  so  wäre  auch  der  Werth  der  linken 
Seite  bekannt.  Offenbar  gibt  es  nun  in  einer  Ebene  (fi*)  drei 
Kegelschnitte  i^,  die  vier  gegebene  Gerade  zu  Tangenten  haben; 
die  Anzahl  der  Kegelschnitte  ö  aber,  die  vier  gegebene  Gerade 
berühren,  ist  Null;  man  erhält  also: 


Um  einen  Begriff  von  den  Resultaten  zu  geben,  welche 
sich  aus  den  bisher  entwickelten  Methoden  und  Principien  ab- 
leiten lassen,  wollen  wir  hier  einige  Hauptergebnisse  zusammen- 
stellen, auch  der  Bedeutung  wegen,  die  sie  an  sich  und  unabhängig 
von  den  Methoden  haben,  mit  deren  Hülfe  sie  gefunden  wurden. 

Die  wichtigsten  in  dem  4*®°  Kap.  des  citirten  Werks  von 
Schubert  enthaltenen  Sätze  lauten: 

1.  Es  gibt  zwei  Gerade,  die  4  gegebene  Gerade  treffen, 

2.  Es  gibt  drei  windschiefe  Polygone  von  n  Seiten,  derefi 
n  Ecken  in  gegebenen  Ebenen  li^en  und  deren  n  Seiten  durch 
gegebene  Punkte  gehen. 

3.  Wenn  im  Baum  fünf  Paare  von  Geraden  gegeben  sind, 
$0  lassen  sich  auf  20  verschiedene  Arten  fünf  in  einer  Ebene 
liegende  und  in  einem  Punkt  zusammenlaufende  Strahlen  derart 
zieheti,  dass  jeder  der  Strahlen  die  2  Geradeti  eines  der  gegebenen 
Paare  trifft 

4.  Ein  KegelscJinitt  liege  vor;  fi  sei  die  Bedingung  dafür, 
dass  seine  Eben^  durch  einen  gegebenen  Punkt  gdie,  v,  dass  er 
eine  gegebene  Gerade  schneide,  q  die  Bedin^ng,  unter  welcher 
er  eine  gegebene  Ebene  berührt.  Benutzt  man  nun  dieselben  Be- 
zeichnungen, wie  in  den  vorigen  Paragraphen,  so  erhält  man  die 
folgende  Tabelle  für  die  Anzahl  der  Kegelschnitte  des  Baums, 
die  acht  Bedingungen  genügen*): 

•)  Der  leichteren  üebersicht  wegen  wollen  wir  hier  nochmals 
die  Bedeutung  der  Symbole  in  dieser  Tabelle  " 
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^^v^  —  1 

fiV—    8 

^v^  =  34 

V»—    92 

^»v*^  =  2 

^23,6^  ^14 

^yß^  =«  52 

^7^  =  116 

^8y3^2_4 

^2y4^2  —  24 

^^5^«=  76 

v«9»  =  128 

^»v8^«  =  4 

^2^8 ^5  _  24 

^v*p»=  72 

v^Q^  —  104 

^»vp*  =  2 

^»y«^*  =  16 

^i^V— 48 

v*^*—    64 

^y  - 1 

fi»i/(>5—    8 

^y2^5_  24 

v«(>5—    32 

^V=    4 

^vp6=  12 

vY=    16 

f*?'-    6 

vp'=       8 
^«=      4 

5.  Es  existiren  in  jeder  gegebenen  Ebene  3264  Kegel- 
schnitte, welche  fünf  andere  gegebene  Kegdschnitte  berühren. 

Bei  der  Berechnung  dieser  ZaM  machte  Steiner  Fehler;  er 
fand  den  Werth  6^;  genau  ermittelten  die  Zahl  zuerst  Chasles 
und  Th.  Bereut. 

6.  Es  stelle  fi  die  Bedingung  dafür  dar,  dass  eine  Fläche 
jgten  Qffji^s  durch  einen  gegebenen  Funkt  gehe,  p,  dass  sie  eine 
Ebene  berühre,  und  v,  dass  sie  eine  Gerade  berühre;  man  erhält 
dann  die  folgende  Tabelle  für  die  Anzahl  der  Flächen  ä^^ 
Grads  des  Raums,  die  neun  Bedingungen  erfüllen: 


^^-  p«  -  1 

vy—  v^  —     4  vYq^  —  V W  —  1 1 2 

h^Q—  (^9^  —   3 

vYq—v^Iiq^—  12 

vV*—  vy  —    32 

t^y = i^v  =  9 

vVy— »'VV—  36    vyQ—v^(iQ^—    80 

^y— ^V  —17 

vVy— »'VV—  68;vVV^      —      128 

fiY—  ftV  —21 

vV—  vy  —      8     vV—  vy  —    56 

Vfl^ VQ^     2 

vYq—v^Ilq^—  24 

vV*^=^vV^— 104 

vii^Q  —  vfig'  —   6 

vVV— »'Vy—  72'    vV*—  vy  —    80  1 

v^y— vf^V  — 18  vVV        —         1Ö4,     vVp        —         104 

v|Liy— v|[ty  —  34   vV*^— vy  —  le    vV~  ^^9  ~  ^^ 

v^y       —          42'vV?— vW—  48         V»         —            92 

Das  Symbol  fi^v'^  zeigt  an,  dass  die  Ebene  des  Kegelschnitts 
durch  drei  g^ebene  Punkte  gehen  soll  (mithin  gegeben  ist)  und  der 
Kegelschnitt  fünf  (im  Baum)  gegebene  Gerade  schneiden  soll;  das 
Symbol  il^v*q  bedeutet,  dass  der  Kegelschnitt  in  einer  gegebenen 
Ebene  liegen,  yier  gegebene  Gerade  schneiden  (mithin  durch  vier  in 
seiner  Ebene  liegende  gegebene  Punkte  gehen)  und  eine  gegebene  Ebene 
(mithin  eine  in  seiner  Ebene  liegende  gegebene  Gerade)  berühren  soll. 


Z-^j^tik  Tfcf*-i    JjtSMa   €j'i    fcii'i   DT-  Atük: 


#»   4^1  r  ''■^   ^'i       *••;  '-T-.T    -■;•.•   «u^  ^i^rcib  fmtm  ISmii  ptß^, 
**i  f»,  ^2K»    ^^  <"»*  fjtrji*    '..•'  if^,-  wbdm  ^7i>ü'ti  dämm  die  f  i- 

,-^<  =  vr^;       ^*^    =  97^..     ,  J/  =  3424.     »V  =  ^^^ö- 

•  (»'  =  äl«-'4,     (.'  =  Ö3616 

d,  h.  4^^  ('Ui^**  *^#f»  *'.mV; 

v^^«  =  240,     i^*p*  =  4^n.     i-o^  =  712, 
v'/'  =  756,       rp'  =  6"<».         p*  =  4rX>. 

*Sm>/7  »fJdusshch  die  Cxtrtf:  fine  SpÜzf.  hah* «,  aUo  5*"  Glosse  sein: 
v'=    24,       r^(i=    60,     i'^p-=114, 
v^p*'=  168,     v*e*  =  168,     vV  =  11^' 
r(,«=    60,         p^=    24. 

Die  Zahlen  für  die  cubischen  Plancurven  wurden  von  Mail- 
lard  de  la  Gournerie  berechnet,  Hech.  des  caracttristiques  des 
sy Stentes  dt'm,  de  courhes  jAanes  du  3""^  ordre,  TJiise,  Paris  1871, 
dessen  Resultate  in  dem  Bull,  de  Darhoux,  3,  1872,  p.  161 
wieder  abgedruckt  sind,  später  von  Zeuthen ,  Campt.  Betid,,  1872 
und  von  Schubert,  Göif. Nachr.,  1874,  1875;  Math.  Am.  13. 

9.  Für  eine  Ftancurve  4**'  Ordnung,  IS^^  Classe  in  einer 
geyrhenen  IJhene  gilt,  wenn  v  und  q  dieselben  Bedingungen ,  tcie 
vorher,  hez  eich  neu,  die  Tabelle: 
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1, 

216, 
46666, 
9840040 
1530345504, 


18. 


VQ 


6,  .  V^^Q^: 

1296,  vV= 

279600,  v^Q^'. 

56481396,       v^q^^- 

=  6533946576,       q^^ 


36, 
7776, 
=  1668096, 
308389896, 
=  23011191144. 


Diese  Zahlen,  sowie  viele  andere,  die  sich  auf  specielle 
Flächen  4**'  Ordnung  (mit  doppelten,  dreifachen  Pimkten,  mit 
Spitzen  etc.)  beziehen,  berechnete  Zeuthen,  Compi,  Bend.,  1872; 
Kopenhagmer  Acad.,  1873.  In  dem  Schub ert'schen  Werk 
sind  die  Besultate  Zeuthen 's  angegeben. 

10.  Für  eine  cutyische  Eaumcurve  sei  P  die  Bedingimg, 
das8  sie  durch  einen.  Punkt  gehe,  T,  dass  sie  eine  Gerade  berühre, 
V,  eine  Gerade  schneide,  q,  eine  Ebene  berühre,  B  die  Bedingung 
dafür,  dass  sie  eine  gegebene  Gerade  in  zwei  Punkten   schneide. 

Man  erhält  dann  die  TäbeUc: 


„12=80160,     Q 


IS 


56  960, 


P^v«       =      5, 

P^VQ      —     10, 

P*(>»=    20, 

P^v*       =    30, 

P^v^Q    —    60, 

p^vQ^  =  240, 

P^Tv     —      4, 

P^Tq    —      8, 

PT^v     =    12, 

PT^Q    —    12, 

T2^«      =608, 

jTSyS     _  120, 

T^v^Q   —120, 

P^B^     —      1, 

P«J?*     —      1, 

PB^      —      1 , 

J5«      —    6, 

P»5V—      4, 

F^B^v^—      6, 

PB^v^  —      9, 

J5V  =20, 

P^B^'VQ—      8, 

P^B^vQ—    12, 

PB^vq=    18, 

B^vQ  —  ^0. 

Zu  vielen  anderen  ähnlichen  Zahlenbestimmungen  kommt 
man  durch  Einführung  anderer  Bedingungen.  Schubert,  1.  c, 
§  25  hat  eine  grosse  Anzahl  zusammengestellt.  Solche  Berech- 
nungen für  cubische  Baumcurven  wurden  von  Cremona,  Cr  die, 
60,  Bestimmungen  auf  geometrischem  Weg  von  R.  Sturm, 
Cr  eile,  79,  80  und  auch  von  Schubert  ausgefCLhrt.  • 

Weitere  Zahlenangaben  in  Bezug  auf  die  linearen  Strahlen- 
congruenzen,  die  projectiven  Strahlen-  und  £benenbüschel  etc. 
findet  man   in  dem  wiederholt  citirten  Werk  von  Schubert. 


Kapitel  XVI. 
Inflnitesimaltheorie  der  Curven  und  Flachen. 

§  1.    Tangenten  und  Kormalen  an  Cuiven  und  Flftolnen. 

Die  Tangente  an  eine  (Plan-  oder  Baum-)Curve  in  einem 
Punkt  P  der  Curve  (dem  Berührungspunkt)  ist  die  Grenzlage 
«iner  variabelen  Greraden,  die  durch  den  Punkt  P  und  einen 
anderen  demselben  Zweig  der  Curve  angehörigen  Punkt  JP* 
geht,  wenn  P'  mit  P  zusammenzufallen  strebt. 

Die  Normale  zu  einer  PUmcurve  in  einem  Punkt  P  ist  die 
Gerade,  welche  in  P  senkrecht  auf  der  Tangente  in  P  steht. 

Die  Gleichungen  für  die  Tangente  und  die  Normale  an 
eine  Plancurve  lauten, 

wenn  die  Gleichimg  der  Curve 

y  =  f{x)    ist: 
für  die  Tangente:    Y  —  y  =  ^,^- {X  — x), 

für  die  Normale:    ^^{Y  —  y)  =  —  {X—  x), 

wobei  X,  y  die  Coordinaten  des  Berührungspunkts  und  Z,  Y  die 
laufenden  Coordinaten  sind; 

ist  dagegen  die  Gleidmng  der  Curve 

9(^1  y)  =  0, 

für  die  Tangente:     (Z  -  aj)||  +  (F— y)||  =  0, 

für  die  NormaU:      (X  —  rr)!^?  _  (y_  «)f^  =  0; 

^  ^  cy        ^  ^^  ox 

ist  schliesslich  die  Curve  durch  die  beiden  Gl^chungen 
gegeben^  so  lauten  die  Gleichungen 


§  1.   Tangenten  und  Nonnalen  an  ebene  Curven.  4^3 

für  die  Tangente:     (F  —  y)  ^  —  (X  —  ä;)  ^J-  =  0 

und  die  Normale:     {Y  —  y)-~^  -^  (X  —  x)  -^—  =  0. 

Bezeichnet  man  mit  0,  0'  die  Winkel,    welche   die   Tan- 
gente  und  die  Normale  mit  der  a;-Axe  bilden,  so  erhält  man, 

wenn   y'  =  j     gesetzt  wird: 

cos  g  =  +  -.     ^  0080'=  +  -=^ 


sin 0  =  4- -7---^—,    8inö'=+         ^ 


yi+  y'*  "  Vi  +  y- 

Das  Vorzeichen  dieser  Formeln  hängt  von  dem  Ueberein- 
kommen  ab,  das  man  in  Bezug  auf  die  positive  Richtung  der 
Tangenten  und  Normalen  trifft. 

Die  Länge  der  Tangente  und  die  Länge  der  Normalen 
heissen  die  Längen  der  von  dem  Punkt  P  der  Curve  und  der 
^-Axe  begrenzten  Segmente  der  Tangente  bez.  der  Normalen. 

Sübtangente  und  Stibnormale  werden  die  Längen  der  auf 
der  x-Axe  liegenden  Segmente  genannt,  die  von  dem  Fusspimkt 
•des  von  dem  Gurvenpunkt  P  auf  die  x-Axe  gefällten  Loths  und 
den  Punkten  begrenzt  werden,  in  denen  die  Tangente  bez.  die 
Normale  die  x-Axe  treffen. 

Es  gelten  nun  die  Formeln: 

T  =  Länge  der  Tangente  =  ^xi^li?- , 

N  =  Länge  der  Normalen  =  y  l/l  +  y^ , 
8t  =s  Sübtangente  =   -/ » 

8n  =  Subnormale  =  gy\ 

Pölarsuhtangente  bez.  Pölarsuhnormale  heissen  die  Theile 
der  Tangente  bez.  Normalen,  die  zwischen  dem  Curvenpunkt 
uai  dem  Punkt  liegen,  in  welchem  sie  von  dem  im  Pol  auf 
den  Badiusvector  errichteten  Loth  getroffen  werden. 


Asymptote  einer  Plancurve  ist  die  Gerade,  welche  die 
Grenzlage  der  Tangente  an  die  Curve  darstellt,  wenn  der  Be- 
rührungspunkt sich  unbegrenzt  auf  einem  Zweig  der  Curve  in 
das  unendliche  entfernt. 
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Die  Gleichung  der  Asymptote  ist 

Y—ÄX  —  B  =  0, 

worin 

dy 


A  =s  lim 


dx' 

dy 


^  =  lün(,-g.) 


ist,  und  diese  Grenzen  in  dem  Sinn  zu  nehmen  sind,  dass  die 
Coordinaten  rc,  y  des  Curvenpunkts  den  Coordinaten  des  unend- 
lich fernen  Punkts  der  Curve  zustreben  sollen. 


Die^ Gleichungen  der  Tangente   an  eine  Eaumcurve  lauten, 
wenn  die  Raumcurve  durch 

y  =  fp(x) 

z  =i|;(a;), 
gegeben  ist: 

oder  symmetrischer: 

X  —  x  _  Y—j  _  Z—j, 
'  dx  dy  dz 

tmd,  wenn  die  Curve  durch  die  Gleidtungen 

f{x,y,z)  =  0,     F{x,y,z)^0 
gegeben  ist: 

§(x-.)  +  |J(r-,)+|(z-.)  =  o, 

Normalebene  einer  Eaumcurve  in  einem  Punkt  P  heisst 
die  Ebene,  welche  auf  der  in  P  an  die  Curve  gelegten  Tan- 
gente senkrecht  steht  und   durch   den  Berührungspimkt  geht 

Die  Gleichung  de}'  Xormalcbene  hat  eine  der  beiden  folgen- 
den Formen: 

(X  —  x)dx  +  (r  —  y)dy  +  (Z  —  z)dz  =  0, 
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X  —  X,  Y—y,    Z  —  z 

d£  d£  df 

dx'  dy '  dz 

dF        dF        dF 


dx' 


cy 


dz 


=  0, 


Die  Bichtungscosinus  der  Tangente  sind: 

cos a  =  cos(^,  a?)  =  ^  *     {ds  =  y^x^  -\-  dy^  +  dz^j , 

co8ß  =  cos{t,y)  =  -^, 


cosy  =  coa(i,  z)  = 


ds 

dz 
ds' 


wenn  mit  (t,  x),  (t,  y),  (t,  z)  die  Winkel  ztdschen  der  TangetUe 
t  und  den  Axen  x,  y,  z  bezeichnet  werden. 

Wenn  P  ein  Pmkt  einer  Fläche  ist  und  alle  möglu^en  auf 
dieser  Fläche  liegenden  Baumcurven  durch  ihn  gezogen  werden^ 
so  liegen  die  in  P  an  alle  diese  Curven  gezogenen  Tangenten 
sämmlHch  in  einer  Ebene,  der  Tangentialebene  an  die  Fläche. 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  an  die  Fläche  f(x,  y,z)  =  0 
lautet: 

Die  durch  P  gehende  Oerade,  welche  senkrecht  auf  der 
Tangentialebene  an  die  Fläche  in  P  steht,  heisst  die  Flächen- 
normale. 

Die  Gleichungen  der  Flächennormalen  sind: 

X  —  x  _  Y—y  _  Z^z 

df_    ~     df_      ~      df    ' 
dx  dy  dz 

und  die  Bichtungscosinus  der  Flächennonnälen: 

K 

/       \  dx 

cos  (n,  x)  = 


m+«)"+(S)' 


cos  (n,y)  = 


dy 


vm'+m+m 
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K 

cos  in,  Z)  =s  ,rr--    TT^ = • 

Wenn  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Farm 

z  =  qi{»,  y) 
gegeben  ist,  und  wenn 

dz  dz 

-^       ex      *        cy 

gesetzt  wird,  so  lauten  die  Gleichungen  der  Flächennarmalen : 

X-x  _  Y—y^Z—z 
P      ~      ä       ~    —  1  ' 
und  die  Bichtungscosinus  sind: 

COS(n,  X)   =  +    -=s-    —.irr    _r  , 

cos(n,  y)  =  H — ;         = , 


p 

-r-  1 


co8(w, ;?)  =  H — r---^= ' 


§  2.    Conoavität  und  Convexität  der  ebenen  Cnrven. 

Inflezion. 

Es  sei  P  ein  Punkt  einer  Plancurve,  deren  Gleichung 
y  SS  f(^x)  lautet,  und  x^  sei  seine  Absdsse ;  wenn  eine  Zahl  k 
von  der  Beschaffenheit  existirt,  dass  alle  Punkte  mit  der  Ab- 
scisse  a?oi^*  (worin  ä<ä;  ist),  einen  Bogen  bilden,  der  auf 
einer  und  derselben  Seite  der  Tangente  an  die  Curve  in  P  liegt, 
so  sagt  man,  die  Curve  sei  in  P  convex  oder  concav]  existirt 
keine  solche  Zahl  A;,  so  ist  die  Curve  in  P  weder  convex  noch 
concav,  sondern  besitzt  daselbst  einen  Inflexionspunkt  oder  Wende- 
punkt. 

Die  Curve  heisst  femer  in  P  convex  bez.  concav  in  Bezug 
auf  die  x-Axe^  wenn  alle  Punkte  mit  der  Abscisse  Xq  +  Ä  in 
dem  stumpfen  bez.  spitzen  Winkel  liegen,  welchen  die  Tangente 
an  die  Curve  in  P  mit  der  rc-Axe  bildet. 

Damit  eine  Curve  in  einem  Funkt  ccnvex  oder  concav  sei, 
ist  es  nöthig  und  ausreidtend,  dass,  wenn  y',  y",  y'" , .  . . ,  y^"*^ 
die  Berivirten  von  y   nadi   x  sind,  die  in  dtm  Funkt  Xq  Null 
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werden,  und  wenn  ^'»"+'1)  die  erste  der  Derivirten  ist,  welche  in 
Xq  nicht  verschwinden,  die  Ordnung  m  eine  ungerade  Zähl  sei. 

In  diesem  FaU  ist  die  Curve  convex  oder  concav  in  Bezug 
auf  die  x-Axe,  je  nachdem  das  Product 

positiv  oder  negativ  ist 

Damit  der  Punkt  P  mit  der  Äbscisse  Xq  ein  Inflexions- 
punkt  der  Curve  sei,  ist  es  nöthig,  dass  für  x  =  Xq  die  zweite 
Derivirte  f'(x)  verschwinde^  d.  h.  die  Inflexionspunkte  sind  in  der 
Zahl  derjenigen  Punkte  enthalten,  deren  Ähscissen  die  zweite  Deri- 
virte von  y  nach  x  annulliren. 


§  3.   Inlialt  ebener  FUU^hen,  Länge  der  Corvenbogen, 
Volumina  von  Körpern   und   Inlialt   beliebiger  Flächen. 

Es  sei  eine  ebene  Curve  gegeben,  deren  auf  rechtwinklige 
Goordinaten  bezogene  Oleichung  y  =  f(x)  lautet ,  und  man  be- 
trachte einen  Theil  der  Curve  von  a;  =  «  bis  a;  ==  /5,  der  von 
den  betreffenden  Parallelen  zur  ^-Axe  nur  einmal  getroffen  wird. 

Man  ziehe  die  beiden  Ordinaten  in  den  Endpunkten,  deren 
Abscissen  a  und  ß  sind;  der  Inhalt  des  von  dem  Curvenbogen, 
der  x-Axe  und  den  beiden  Endordinaten  begrenzten  Ebenen- 
stücks wird  auf  die  folgende  Art  bestimmt: 

Man  zerlege  das  Intervall  von  a  bis  ß  in  eine  beliebige 
Anzähl  von  TheHen 

und  ziehe  von  den  Theüungspunkten  aus  die  Ordinalen  bis  zur 
Curve;  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Ordinaten  wird  ein 
Meiner  Curvenhogen  enthalten  sein,  auf  dem  ein  beliebiger  Punkt  P 
angenommen  wird;  es  sei  x^  die  Äbscisse  des  Punktes  P,  der  auf 
dem  Meinen  dem  Intervall  ö^  entsprechenden  Bogen  gewählt 
wurde.  Das  Product  6^  f(x^)  ist  der  Inhalt  des  Bechtecks,  dessen 
Basis  d^  und  dessen  Höhe  die  Ordinate  des  Punktes  P  ist. 

Die  Grenze  der  Summirung 


2k  fi^r) 


r=l 


bef^ümmt,  wenn  man  die  UieiHntervaUe  6^  an  Grösse  unbegremt 
abnehmen   und  mi&iin  ihre   Anzahl   n   ins   ünendlidic   wachsen 
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lässt,  den  Inhalt  der  ebenen  zwischen  der  Curve  und  Abscissen- 
axe  enthaltenen  Fläcfie. 

Analytiscfh  tcird  dieser  Flächeninhalt  durch  die  Formel 

f{x)dx 


j 


a 


ausgedrückt.     Siehe  Bd.  1,  Kap.  7. 

Jede  beliebige  von  ebeneti  Curven  eingeschlossene  ebene  Fläckt 
lässt  sidi  immer  at^  ebenen  Flächen  der  angegebenen  Art  zusam- 
mensetzen, d,  h.  solchen,  die  von  Curvenbogen  und  der  x-Axe  be- 
grenzt sind. 

Man  führe  die  Zerlegung  des  Intervalls,  wie  oben,  aus, 
ziehe  die  Tangente  an  die  Curve  in  dem  Punkt  der  Curve, 
dessen  Abscisse  x^  ist,  und  ebenso  in  allen  analogen  Punkten, 
und  betrachte  das  Segment  der  Tangente,  welches  von  den  beiden 
diu-ch  die  Endpunkte  des  Intervalls  ö^  gehenden  Ordinaten  be- 
stimmt wird. 

Die  Länge  des  Curvenbogens  oder  einfach  der  Curvenhogefi 
wird  als  die  Grenze  der  Summe  aller  dieser  Tangentensegmente 
für  w  =«  c»    deünirt. 

Der  analgUsdlie  Ausdruck  für  den  ebenen  Curvenbogen  lautet: 


a 


Nennt   man   den   Curvenbogen   s,  so   gilt   die   Differential- 
beziehimg: 

ds^  ==  dx^  +  dg^. 

Bezeichnet  6  den  Winkel,  weldien  die  Tangente   in    einem 
Punkt  der  Curve  mit  der  x-Axe  bildet,  so  ist: 

dx 


cosö  = 


ds 


sin  Ö  =  :^ 
ds 


Wir  definiren  nun  die  Länge  des  Bogens  einer  Raumcurve. 

Es  seien  y  =  tp{x)  und  z  ^=  i\>{x)  die  Gleichungen  der 
Raumcurve;  wir  wollen  den  Theil  der  Curve  betrachten,  der 
von  einem  Punkt  mit  der  Abscisse  x  =  a  bis  zu  einem  Punkt 
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mit  der  Abscisse  a;  =  /?  reicht,  und  annehmen,  dieser  Theil  sei 
80  beschaffen,  dass  jede  Ebene,  deren  Absdsse  zwischen  a  und  ß 
liegt,  und  welche  auf  der  x-Axq  senkrecht  steht,  ihn  nur  in 
einem  Punkt  treffe. 

Wir  theilen  das  Stück  der  a?-Axe  von  x  =  a  his  x  =  ß,  wie 
früher,  in  Theilintervalle  d^,  ^g, .  •  •,  ^„  und  legen  durch  die 
Tb  eilpunkte  auf  der  rc- Axe  senkrechte  Ebenen,  welche  den  totalen 
Bogen  der  Curve  in  ebensovlele  Theilbogen  zerlegen;  in  jedem 
dieser  Theilbogen,  z.  B.  in  denjenigen,  der  sich  in  ö^  projicirt^ 
wählen  wir  einen  Punkt,  ziehen  in  ihm  die  Tangente  an  die 
Curye  und  betrachten  das  Stück  dieser  Tangente,  welches  von 
den  durch  die  Endpunkte  des  Segments  S^  gehenden  Ebenen 
begrenzt  wird. 

Die  Grenze  der  Summe  aUer  dieser  Tangentensiücke,  wenn  die 
IntervdUe  d^  an  Chrösse  unbegrenzt  abnehmen,  ist  die  Länge 
des  Baumcurvenhogens. 

Der  ancÜAftische  Ausdr%Ack  für  den  Curvenbogen  ist: 


-M+  ©*+ ©•■'«. 


worin 

ds^  =  dx^  +  d/  +  dz^ 

ist;  bezeichnet  man  mit  (t,  x),  {t,  y),  (f,  z)  die  Bichiungsmnkel 
der  Tangente,  so  erhält  man  die  Formeln  (vergl.  §  l): 

/       \        dx 

cos  (t,  X)=^jj, 

cos(f,  y)  =  ^, 
cos  (t,  ^)  =  ^^  • 


Wir  gehen  nun  zu  der  Bestimmung  der  Volumina  und  des 
Inhalts  beliebiger  Fl&chen  über. 

Wir  wollen  den  endlichen  Theil  einer  von  einer  geschlosse- 
nen Linie  (dem  Rand)  begrenzten  Fläche  betrachten;  dieser  Band 
projicire  sich  auf  die  a;^- Ebene  in  eine  ebene  geschlosseae 
Linie  9  und  es  werde  angenommen,  die  sämmtlichen  Geraden, 
welche  durch  die  Punkte  der  von  q>  eingeschlossenen  ebenen 
Fläche  gehen,  treffen  die  Fläche  im  Baum  höchstens  in  einem 
einzigen  Punkt, 

Pascal,  Bepertorlom.  n.  29 
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Man  ziehe  in  der  Ebene  xy  ein  Rechteck,  dessen  8eites 
den  beiden  Axen  x  und  y  parallel  laufen  und  die  Gurre  q>  be- 
rühren, die  vollständig  im  Inneren  dieses  Bechtecks  liege,  und 
a,  ß  seien  die  Abscissen,  a\  ß'  die  Ordinaten  der  Ecken  d^s 
Rechtecks. 

Wir  theilen  das  Intervall  der  o^-Axe  von  o  bis  ^  in  Theil- 
intervalle  ^i,  •  >  •,  ^n  ^^^  ^^  Intervall  der  y-Axe  von  a'^  bis  ß' 
in  Theilintervalle  ö^%  ^2')  -  *  *  >  ^n  ^^^  ziehen  durch  die  Theil- 
punkte  die  Parallelen  zu  den  Axen  x  bez.  y,  • 

Auf  diese  Art  wird  das  der  Gurve  q>  umschriebene  Recht- 
eck in  eine  Anzahl  kleiner  Rechtecke  geteilt,  von  denen  jedes 
den  Flächeninhalt  6^6^'  hat;  wir  betrachten  von  ihnen  nur  die. 
welche  entweder  ganz  im  Innern  des  von  tp  begrenzten  Ebenen- 
Stücks  liegen,  oder  von  q>  durchschnitten  werden  und  lassen  di^ 
übrigen  kleinen  Rechtecke,  die  ganz  ausserhalb  des  von  9>  be- 
grenzten Ebenenstücks  liegen,  weg. 

Durch  einen  im  Rechteck  vom  Flächeninhalt  6^6/  (den 
Umfang  nicht  ausgeschlossen)  liegenden  Punkt  {pc^y^  ziehen  wir 
die  Parallele  zur  ;ef-Axe  bis  zu  ihrem  Schnitt  mit  der  Fläche; 
dieser  Schnittpunkt  wird  über  der  x|(- Ebene  in  einer  Höhe 

liegen,  wenn  z  =  f(x,  y)  die  Gleichung  der  Fläche  ist 

Die  Grenze  der  Summe  der  Volwmna  aUer  reditwinkligen 

FaraUdepipeda  van  einer  Basis,  wie  S^S^\   und  Höhe)  wie  ^^,. 

ist,  wenn  die  Intervalle  6,  S'  an  Grösse  unbegrenzt  abnehmen, 

dasjenige,   was   das   zwischen    der   Fläche   und   der  xy -Ebene 

gelegene  Volumen  genannt  wird. 

Dieses  Volumen  hat  den  analytischen  Ausdrusch 


V^fff(x,y)dxdy, 


worin  da^  Dqppelintegral  über  das  ganze  von  der  Curve  9  be- 
grenzte Ebenenstück  zu  erstrecken  ist.  Vergl.  Eepertorium,  1, 
S.  160. 

Ein  beliebiges  von  Flächen  emgesdilossenes  Volumen  kann 
immer  aus  derartigen  Volumina  zusammengesetzt  werden,  d.  h. 
solchen,  die  von  Theilen  der  Flächen  und  der  xy-Ebene  begrenzt 
wirden. 

Wir  wollen  das  in  der  einen  Richtimg  unbegrenzte  recht- 
winklige Parallelepipedon  construiren,  welches  das  Rechteck  d^d/ 
zur  Basis   hat;  seine  Seitenflächen   werden  auf  der  Fläche  ein 
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krummliniges    Vieorseit  ausschneiden,  innerhalb  dessen   sich  der 
Punkt  Yon  der  Höhe  z^,  befindet. 

Wir  legen  durch  diesen  Punkt  die  Tangentialebene  und 
lassen  sie  durch  die  Seitenflttchen  des  ParaUelepipedons  begrenzt 
sein;  die  Grenze  der  Summe  der  FlädieninJiäUe  oder  auf  diese 
Art  in  den  verschiedenen  TangenUdlebenen  gebildeten  ParaUelo- 
grafnme  ist,  ivmn  die  S^,  d/  unbegrenzt  kleiner  werden,  der 
Inhalt  der  Fläche, 

Ihr  analytischer  Ausdruck  lautet 


■ffv^~^)'+ ä;)'^'"« 


dabei  ist  das  DappeUntegräl ,  wie  ohen^  Über  das  ganze  von  der 
Curve  q>  begrenzte  Ebenenstück  zu  erstrecken. 

Bis  vor  Kurzem  wurde  der  Inhalt  der  Flächen  in  den  an- 
gesehensten Lehrbüchern  (siehe  z.B.  8errei,Di/f,'U.Integr,'Rechn.) 
auf  andere  Art  definirt,  nämlich  als  die  Grenze  der  Summe  der 
Seitenflächen  von  Polyedern,  die  dreieckige  Seitenflächen  haben 
und  in  die  Fläche  eingeschrieben  sind.  H.  A.  ^chwarz  zeigte,  dass 
diese  Definition  in  gewissen  Fällen  illusorisch  oder  ungenau 
werden  kann;  Werke,  Bd.  2,  p.  309;  siehe  auch  die  2.  Ausg. 
des  Ccurs  d'anälyse  von  Hermite,  Paris  1883,  p.  35,  36,  in 
welchem  die  Bemerkimg  von  Schwarz  zuerst  veröffentlicht  wurde. 


Ist  z  Botationsaxe  der  gegebenen  Fläche,  deren  Gleichung 
alsdann 

z  =  f(i/x* +7») 

lautet,  so  ist  das  Volumen  ztvischen  zwei  zur  RotaUonsaxe  senk- 
rechten Ebenen,  welche  die  Fläche  in  zwei  JParaUeUcreisen  mit 
den  Radien  r^,  r,  süineiden: 


'•« 


V='itCr^F'{r)dr 

und  der  Flächeninhalt  des  zwischen  den  beiden  Parallelkreisen 
mit  den  Radien  r^,  r^  enthaltenen  Flächenstücks  wird  durdh  die 
Formd 

2  itfr  Yl  +  F'^r)  dr 

ausgedrückt» 

29* 
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Der  FläcfienifihäU  der  Eugdcalatte ,  d,  h,  des  Heineren  ö4t 
beiden  TheUe  der  Kugdoberfläche ,  die  von  einem  ht^iäbigem  au; 
der  Kugd  gezogenen  Kreis  vom  Badius  r  bestimmt  werden ,  ist 

2,tB{lt—yB*  —  r^), 

trorin  R  den  Badius  der  Kugd  bezeichnet, 

Lässt  man  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  und  2»,  (a>h 
um  die  grössere  Axe  rotiren,  so  entsteht  ein  Botationsellipsoiil 

Der  Flächeninhalt  des  TheUs  eines  solchen  EUipsoids,  tcelch^r 
von  zwei  Ebenen  bestimmt  wird,  die  auf  der  BotoHonsaxe  senkreel* 
stellen  und  von  denen  die  eine  durch  das  Centrum  ge^tt  und  t-oh 
der  anderen  um  die  Grösse  r  absteht,  ist 

n  —  Jrya*  —  e'r*  +  \--  aresin  —  r\  , 


ivonn 


e*  =    — i  -  ist. 


Der  FläcJieninlialt  des  halben  EUipsoids  ist 

--    ,    nab 

nb^  H arcsinc, 

'       e 

Das  von  einem  Ellipsoid  mit  drei  t*ngleichen  Axen  um- 
sdüossene  Volumen  ist 

^nabc, 

tvenn  a,  b,  c  die  drei  Halbaxen  bezeichnen. 

Das  von  einem  einschaligen  Hyperboloid  und  zwei  der 
Kehlellipse  parallden  Ebenen  begrenzte  Volumen  ist,  wenn  diese 
Ebenen  um  die  Grössen  +0  von  der  Kehldlipse  abstehen: 

^Ttabc, 

wobei  a,  b  die  Halbaxen  der  KMdlipse  sind. 

Das  von  einem  elliptischen  Paraboloid  und  ein^  auf  der 
Axe  senkrechten  Ebene  eingeschlossene  Volumen  ist  der  Hälfte 
des  Volumens  des  Cylinders  gleich,  der  diesdbe  Basis  und  Höhe  hat. 

Der  Flächenin/iaU  eines  Tonis  (vergl.  Kap.  12,  §  7),  wdcher 
durch  einen  Kreis  erzeugt  wird,  dessen  Badius  B  ist,  und  der  um 
eine  in  seiner  Ebene  liegende  und  von  seinem  Mittelpunkt  utn 
die  Grösse  a  äbstdiende  Gerade  rotirt,    ist 

Ajt^aB, 

und  das  von  derselben  Fläche  eingesdflossene  Volumen: 

2  7t*  aB\ 
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Flächeninhalte  und  Volumina  für  Polarcoordinaten, 
Es  seien  q  (der  Badiusvector)  und  6  (die  Amplitude)  die 
J^oZarcoordinateii  (vergl.  S.  20)  eines  Punkts  einer  gegebenen 
Plancurve,  P^,  P,  zwei  Punkte  der  Curve  und  0  der  Pol  des 
Coordinatensystems;  der  zwischen  P^  und  P^  gelegene  Theil  der 
Curve  sei  derart,  dass  jede  beliebige  durch  0  gehende  und 
innerhalb  des  Winkels  P^  OP^  liegende  Gerade  ihn  nur  in  einem 
Punkt  trifft.  Man  zerlege  den  Winkel  P^OP^  in  n  Theile 
fo^,  (o^^  •  •  -7  %;  der  Gurvenbogen  von  P^  bis  P^  wird  alsdann 
durch  die  Schenkel  der  Theil winkel  in  n  Theile  zerlegt;  in 
jedem  dieser  n  Theile  (z.  B.  in  dem  Theil,  der  dem  Winkel  gd^ 
entspricht)  w&hle  man  einen  beliebigen  Punkt,  dessen  Badius- 
vector Q^  sei  imd  beschreibe  den  Kreisbogen  vom  Centrum  0 
und  Badius  ^^,  der  von  den  Schenkeln  des  Winkela  co^  be- 
grenzt wird.  Die  Grenze  der  Summe  der  Flächeninhalte  aller 
Kreisausschnitte,  wie  demjenigen,  dessen  Flächeninhalt  ^^^^w^  ist*), 
bestimmt  den  Inhalt  der  zwisdien  der  Curve  und  den  beiden 
durch  P^,  P,  gehenden  Endradienvectoren  enOiaUenen  Fläißie. 

Der  analytische  Ausdruck  für  diesen  Flächeninhalt  ist: 


worin  0^,  0^  die  Amplituden  der  Punkte  P^,  P,  bedeuten  und 
angenommen  ist,  dass  q  mittelst  der  Gleichung  der  Curve  als  Func- 
tion von  0  ausgedrückt  sei. 

Diese  Definition  des  Flächeninhalts  stimmt  mit  der  früher 
gegebenen  in  der  Art  überein,  dass,  wenn  der  Inhalt  einer 
Fläche  erst  auf  die  eben  erläuterte  Weise  aus  Flächeninhalten  für 
Polarcoordinaten  und  dann  aus  solchen  zusammengesetzt  wird, 
wie  sie  im  Anfang  des  Paragraphen  besprochen  wurden,  die  mit 
Hülfe  der  beiden  entsprechenden  Formeln  gefundenen  Besultate 
identisch  sind. 

Auf  analoge  Art  kann  man  bei  den  Volumina  verfahren. 
Wir  wollen  einen  Theil  einer  Fläche  betrachten,  deren  Punkte 
die  Grössen  ifj  0,  q>  zu  Polarcoordinaten  haben.    Vergl.  S.  35. 

Man  betrachte  den  Kegel  mit  nicht  ebener  Basis,  dessen 
Spitze  in  dem  Pol  0  liegt  und  dessen  Basis  der  gegebene 
Theil  der  Fläche  ist,    und    nehme  an,  dieser  Theil  sei  so  be- 

*)  Hier,  wie  in  allen  ähnlichen  Fällen,  verstehen  wir  unter  (a^ 
auch  die  Zahl,  welche  die  Länge  des  zu  dem  Ce&triwinkel  oo^  gehöri- 
gen Kreisbogens  auf  einem  Kreis  mit  dem  Radius  1  misst. 
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schaffen,  dass  jede  durch  0  gehende  und  im  Innern  des  Kegeh 
liegende  Gerade  ihn  immer  nur  in  einem  Punkt  treffe.  Wir  trollen 
nun  den  an  der  Spitze  des  Kegels  von  dem  Kegelmantel  um- 
schlossenen Baum  den  körperlichen  Winkel  oder  kurz  den  T^inkel 
an  der  Spitze  des  Kegels  nennen.  Diesen  Winkel  zerlegen  wir 
in  eine  Anzahl  körperlicher  Theilwinkel,  von  denen  jeder  aus  der 
Flftche  ein  Stück  ausschneiden  wird,  und  nehmen  auf  diesem  Stück 
einen  Punkt  P^^  an,  dessen  Badiusvector  q^^  sei.  Wir  bilden  nun 
den  Kegel,  der  zum  Winkel  an  der  Spitze  den  körperlichen 
Theilwinkel  hat,  innerhalb  dessen  sich  der  Punkt  P^^  befindet,  und 
zur  Basis  einen  Theil  der  Kugeloberfläche,  die  aus  dem  Gentrum 
0  mit  dem  Badius  q^^  beschrieben  wird.  DU  Grenze  der  Sufmnr 
der  Volumina  aller  dieser  Kegel  definirt,  wenn  die  körperU^eft 
Theiltvinkel,  ^  welche  der  totale,  der  Fläche  jsugehörige,  an  dem 
Pol  0  liegende  körperliche  W^inkel  gerlegt  wurde,  unbegrenzt  ab- 
nehmen, das  zwischen  der  Fläche  und  dem  Punkt  0  enthalten* 
Volumen,     Es  möge  PolarvolMmen  heissen. 

Der  analytische  Äusdrude  für  dieses  Volumen  ist: 


V  =  i  ff  Q^  8m  ed0d(p; 


dabei  ist  das  Dqppelintegral  auf  die  Gesammtheit  aUer  Werthe 
0,  q>  auszudehnen,  welche  Punkten  des  betrachteten  TheHs  der 
Fläche  entsprechen. 

Selbstrerständlich  gilt  auch  hier  die  Bemerkung,  dass  diese 
neue  Definition  des  Volumens  mit  der  früheren  nicht  in  Wider- 
spruch steht,  und  dass,  wenn  man  das  Polarvolimien  mittelst 
der  frilheren  Formeln  berechnet,  indem  man  es  in  Summen 
und  Differenzen  von  Volumina  der  früher  betrachteten  Art  zer- 
legt und  dann  die  dieser  letzteren  Art  von  Volumina  ent- 
sprechenden Formeln  anwendet,  die  beiden  Besultate  identisch 
sein  müssen. 

Wir  geben  schliesslich  die  Formeln  an,  welche  für  die 
Bogenlänge  von  Plan-  und  Baumcurven  und  für  die  Inhalt« 
beliebiger  Flächen  bei  Polarcoordinaten  gelten.     Sie  lauten: 

de\^ 
<dg) 

Bogenlänge  der  Baumcurve  = 


Bogenlänge  der  Plancurve  =  /  cf^l/l  +  9*(-^^ 


-Al^+«'Q*+«""-'»a 


2 


Qi 
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Inhalt  von  Fläclwn  = 


-//•"»■"■  y!«'+fö"i -■«+('-:) 


8 


§  4.    Krümmung  von  Plan-  und  Baumourven.     Torsion. 

Natürllohe  Gleichungen. 

Der  Winkel,  den  die  Tangenten  in  zwei  benachbarten 
Punkten  P,  P'  einer  Plan-  oder  Baumcurve  miteinander  bilden 
und  welcher  der  Null  zustrebt,  wenn  die  beiden  Berührungs- 
punkte sich  einander  nähern,  heisst  Contingcnztvinkeh  Wir 
nehmen  an,  dieser  Winkel  werde  durch  den  mit  dem  Radius  1 
beschriebenen  Kreisbogen  gemessen,  der  zu  einem  dem  Contin- 
genzwinkel  gleichen  Centriwinkel  gehört.  Das  Mass  dieses  Kreis- 
bogens werde  mit  0  bezeichnet. 

Wenn  die  Länge  des  von  zwei  benachbarten  Punkten  be- 
grenzten Bogens  $  genannt  wird,  so  versteht  man  unter  Krüm- 
mung der  Plan-  oder  Baumcurve  in  einem  Punkt  P  die  Grenze 
des  Verhältnisses 

e 

—  f 

8 

falls  P"  dem  Punkt  P  zustrebt;  das  Verhältniss  selbst  pflegt 
man  die  mittlere  Krümmung  des  Bogens  s  zu  nennen. 

Betrachtet  man  0  als  Function  von  3,  so  kann  man  die 
Krümmung  fluch  als  Derivirte  von  0  na>ch  s  ausdrücken. 

Der  reciproke  Werth  der  Krftmmung  heisst  der  Krümmungs- 
radius. 

Handelt  es  sicli  um  eine  Plancurve,  deren  Gleidmng 

y  =  f{x) 
ist,  so  uird  die  Krümmung  durch  die  Formel 

1 


^        (1  +  y'^i 
ausgedrückt;  lauten  dagegen  die  Glcichimgen  dei'  Plancurve 

X  =  (p(t), 

seist  y  =  ^(0' 

dx  d*y       dy  d^x 
^ 1  dt  Ji*'^dtdF 


m'H^n 
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Wenn  t  ^=  s  (dem  Curvenbogen)  ist,  so  erhäU  man 


d*y 

d*x 

l 

d8* 

ds* 

_ 

H 

dx 
-  da 

dy  ■ 

ds 

i  -  vm+ &' 


In  Polarcordinaten  ^,  0  ist,  wenn  die  Gleichung  der  Curte 
^  =  ^(Ö)  lautet  und  q,  q'  die  erste  hee.  eweite  Derivirte  von 
Q  nadi  0  smd: 

In  dem  FaU  einer  Baumcurve  wird  die  Krümmung  durch 

«-i- 

=  ^  y(dydh—djsd^yy+{dzd^X'-dxd^ey+(dxd^y—dy  d^xf 
ausgedrückt,  oder,  wenn  s  die  unabhängige  Variable  ist,  durch 


«-i-l/(S)'+®'+(S)'- 

Wenn  von  einem  Punkt  im  Baum  die  Parallelen  zu  allen 
Tangenten  an  eine  gegebene  Baumcurve  gezogen  werden  und 
diese  Parallelen  durch  eine  Kugel  begrenzt  werden,  deren  Cen- 
trum der  feste  Punkt  des  Raiims  ist,  so  wird  auf  diese  Art 
auf  der  Kugel  eine  sphärische  Curvc  entstehen,  die  das  sphäri- 
scfie  Bild  der  gegebenen  Baumcurve  heisst. 

Zieht  man  von  einem  Punkt  der  gegebenen  Gurve  aus 
die  Parallele  zu  der  in  dem  entsprechenden  Punkt  an  das  sphä- 
rische Bild  gelegten  Tangente,  so  erhält  man  die  HauptnormaXe 
zu  der  gegebenen  Baumcurve. 

Die  Gleichungen  der  Hauptnormalen  lauten: 

X—x  _  Y—  y  _  Z--J 

.dx  -dw  ,  dz 

d^-  d^  d-j- 

da  ds  ds 

und  ihre  Biditungscosinus  sind: 
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COS  I   =  it       ,        1 

cos  ri  ^=^  M     \      » 

cost^-R-j;^, 
i<7enn  >i2  den  Krümmungsradius  beeeichneL 


Wir  werden  unter  positiver  Bichitmg  der  Normalen  einer 
ebenen  Curve  in  P  oder  der  Hauptnormalen  einer  i^aumcurve 
in  P  diejenige  der  beiden  Richtungen  der  I^ormalen  verstehen, 
welche  so  beschaffen  ist,  dass  man,  von  P  in  ihrem  Sinn  aus- 
gehend, Punkte  trifft,  die  auf  derselben  Seite  der  Tangente  in 
P,  oder  auf  derselben  Seite  der  senkrecht  zur  Hauptnormalen 
durch  P  gelegten  Ebene  liegen,  wie  die  dem  Punkt  P  unend- 
lich nahen  Punkte  der  Curve. 

Unter  der  positiven  Eichtung  der  Tangente  an  die  ebeue 
Curve  in  P  verstehen  wir  femer  diejenige  der  beiden  Richtungen 
der  Tangente,  welche  mit  der  positiven  Richtung  der  y-AxB 
zusammenfällt,  wenn  man  die  Curve  in  ihrer  eigenen  Ebene  so 
verschiebt,  dass  sich  die  positive  Richtung  der  x-Axe  mit  der 
positiven  Richtung  der  Normalen  deckt. 

Der  Punkt  auf  der  positiven  Richtung  der  Normalen  zur 
Plancurve  oder  der  Hauptnormalen  zur  Raumcurve,  der  von  P 
um  eine  Grösse  gleich  R  (dem  Krümmungsradius)  absteht, 
heisst  der  dem  Punkt  P  entsprechende  Krümmungsmittelpunkt. 

Bei  einer  Raumcurve  heisst  die  durch  den  KrOminungs- 
mittelpunkt  senkrecht  zur  Tangente  und  Hauptnormalen  gezogene 
Gerade  Krümmungsaxe,  JPolarlinie  und  die  ihr  parallele  durch 
den  Pimkt  P  der  Curve  gehende  Gerade  Binormale  (nach  Saint- 
Venant,  Mem.  sur  les  lignes  courbes  non  planes,  Journ.  de  l*£c, 
pol,  18,  p.  17). 

Der  Krümmu/ngsmiUelpwnkt  ist  bei  Pla^ncurven  die  Orenz- 
läge  des  Schnittpunkts  der  Normalen  in  P  mit  der  Kormalen  in 
einem  dem  Punkt  P  unendlich  nahen  Punkt 

Die  Krümmungsaxe  (Polare)  ist  bei  Baumcurven  die  Grenz- 
läge  der  Sdmittgeraden  der  Normalebene  zur  Curve  in  P  rmi  der 
Normalebene  in  einem  dem  Punkt  P  unendlich  nahen  Pimkt. 
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Die   Coordinaten   des  Kfümmungsmütelpunkts  sind  im  F^all 
einer  ebenen  Curve 


a^i  =  a;  +  i? 


dy 


ds 


- » 


-k  dx 

diese  Formeln  gelten  jedoch  nur  dann,  wenn  die  obigen  Verein- 
barungen über  die  positiven  Richtungen  der  Tangente  und  Nor- 
malen vorher  getroffen  worden  sind,  und  wenn  man  sich  2?  ab 
eine  ihrem  Wesen  nach  positive  Grösse  denkt. 

Die  Coordinatefi  des  Kriimmungsiftittelpunlis  im  Fäll  einer 

gewundenen  Curve  sind 

,dx 

'■  —  ds 

dp 

,  dz 


ds 

wobei  das  Vorzeichen  durch  die  Vereinbarungen  bestimmt  wird, 
die  über  die  positive  Richtung  der  Tangente  an  die  gewundene 
Curve  noch  zu  treffen  sind. 

Die  Gleichungen   der  Krünvmungsaxe  lauten: 

cos  X  cos  fi  cos  V 

worin  k,  fi,  v  die  Bichtungswinkel  der  Krümmtmgsaxe  bezeicJmen 
tmd  durch 

cosk  =  R  -^ ^8 ^  » 

^  dzd^x  — dxd^z 
cos  ^  =  2? jp . 

T,  dx  d*y  —  dy  d*x 

cos  V  =  R ^- ,— ^ 

ds^ 

bestimmt  werden. 

Die  durch  die  Tangente  und  die  Hauptnormale  einer  Curve 
doppelter  Krümmung  gehende  Ebene  heisst  Schmiegungsebene 
(Krümmungsebene,  OsciUationsebene) ;  *''*'^  ^^^^hung  lautet: 
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X  — rr,    Y—y,  Z  —  z 
dxj         dy  ^         dz 
d^x^        d^y ,        d*z 


=  0 


Die  Schtnieffungsebene  ist  die  Grenzlage  der  Ebene,  tcddic 
durdi  einen  Fmüä  der  Curve  und  zwei  andere  Punkte  der  Curve 
geht,  wenn  diese  beiden  anderen  Punkte  sich  auf  beliebige  Weise 
dem  ersteren  unbegrenzt  nähern. 

Die  zweite  Krümmung  (Schmiegung,  Flexion,  Torsion  oder 
Windung)  steht  in  Beziehung  zu  der  Deviation  der  Krüm- 
mufigsaxe  hei  dem  üehergang  von  einem  Punkt  der  Curve  zu 
dem  folgenden  (dem  Schmiegungstmnkel,  Torsions-,  FlexUms- 
oder  Windungswinket)  y  wie  die  gewöhnliche  Krtbnmimg  (die 
auch  die  erste  Krümmung  genannt  wird)  in  Beziehung  zu  der 
Deviation  der  Tangente  (dem  Contingenzuinkei)  steht. 

Bezeichnet  man  mit  t  den  Torsionswinkel,  d.  h.  den 
Winkel  zwischen  den  beiden  Krümmungsaxen,  die  zweien  un- 
endlich nahen  Punkten  der  Curve  entsprechen  oder  besser  den- 
jenigen Bogen  eines  Kreises  vom  Radius  1,  der  zu  einem  diesem 
Winkel  gleichen  Centhwinkel  gehört,  so  heisst  die  Grenze  des 
Verhältnisses 


8 


die  Tors^ion  oder  Schmiegung  in  einem  Punkt  der  Baumcurve. 
Dir  analytischer  Ausdruck  ist 

1  -|//<IC08X\^     ,       /rfC08ft\8     ,      /{fC08l/\2 

r  =  K  \~dr)  +  \-df-)  + 1  "dB-)  ' 

worin  X,  (i,  v  die  Bichtungsicinkel  der  Krümmungsaxe  bedeuten, 
und  T  der  Torsionshalbmesser  heisst. 

In  der  Theorie  der  Baumcurven  (gewundenen  Curven, 
Curven  doppelter  Krümmung)  sind  von  grosser  Bedeutung  die 
sogenannten  Frenetischen  oder  S er reV sehen  Formeln ^  welche 
Ausdrücke  für  die  Differentiale  der  neun  Cosinus 

cosa,  cos ^,  COS}'  (die  Richtungscosinus  der  Tangente), 

cos  I,  cosi},  cos^  (die  Richtungscosinus  der  Hauptnormalen), 

cosA,  cosfi,  eosv  (die  Richtungscosinus  der  Krümmungsaxe) 

liefern. 

Sie  lauten: 
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d  cos  ff         1         ^ 

d  coüß         1 

d  coB  y         1         fc 


d  cos  X  1 

J  cos  /&  1 

(2  cos  V  1 

~d8  T 


cos|, 

COSf}, 

cos?; 


d  cos  £  1  1         . 

_         .=.  —      cos  «  —  -^  cos  A , 

c2  cos  f)  1         ^         1 

<i  cos  t  1  1 

—ds jjcosy-y  cosv. 


Die  analytischen  Beziehungeii,  welche  zwischen  der  KrCLm- 
mung  und  dem  Bogen  einer  Plancuire  bez.  der  Erünamimg, 
Torsion  und  dem  Bogen  einer  Raumcurye  bestehen,  werden  die 
natürlichen  Gleichungen  der  Gurve,  equcLziani  inirinsiche,  hdrinsic 
equatUms  genannt,  weil  sie  zwar  die  Form,  aber  nicht  die  Lage 
der  Curve  in  der  Ebene  bez.  im  Baum  bestinmien. 

Sind  die  natilrlichen  Gleidimtgen 

einer  Baumcurve  beliebig  gegeben,  so  existirt  immer  die  ihnen 
entsprechende  Curve,  und  das  Problem,  die  Curve  zu  bestimmen, 
reducirt  sich  auf  die  Integration  einer  Gleichung  vom  RiccatVsdien 
Typus;  vergl.  Bepert.  Bd.  1,  p.  173.     (Darboux). 

Die  Curve,  bei  welcher  das  Verhältniss  der  beiden  Krüm- 
mtmgen  constant  bleibt^  ist  eine  Schraubenlinie,  Schnecken- 
Uni  e  oder  Helix  (Curven,  die  auf  einem  CyUnder  aufgetragen 
sind  und  dessen  Erzeugende  unter  constantem  Winkel  schneiden); 
sind  im  Besonderen  die  beiden  Krümmungen  constant,  so  ist  der 
Cylinder  ein  Kreiscylinder,    Puiseux,  Crdle,  7;  Bertrand,  ib.,  8. 
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Die  naiürliche  Glei(^ung  des  Kegelschnitts  lautet: 

dB 
s  = 


\/yiT 


+  uiÄ*— BiJ* 


worin  -4,  B  zwei  Constante  bezeichnen. 

Die  natürUdien  Gleidiimgen  der  Parabel  und  der  gleichseitigen 
Sterbet  sind 

dB 


bez,  s  = 


P 
dB 


ifforin  p  und  a  die  Parameter  der  PUräbel  bez.  der  gleichseitigen 
Hierbei  bedeuten. 

Eine   der   natürlichen   Gleichungen   einer   sphärischen   (auf 
einer  Kugel  liegenden)  Curve  lautet: 

B 


+i.{^'^ 


rj.       .         ,      .^       ,       .    —   0. 


Die  Curven,  für  welche  eine  der  natürlichen  Gleichungen  eine 
Uneare  Belation  zwischen  den  beiden  Krümmungen  ist,  heissen 
Bertrand'sche  Curven.    Crelle,  15. 

Sie  haben  die  bemerkenswertHe  Eigenschaß^  dass  ihre  Haupt- 
normalen  auch  die  Hauptnormalen  einer  zweiten  Curve  sind,  die 
der  ersten  conjugirt  genannt  tvird.  Siehe  auch  Bonnet,  Joum. 
de  Vic.  pol.,  32,  1848;  Serret,  Crdle,  16;  Cmipt  Bend.,  1877; 
Cesaro,  Biv.  di  mat,  2;  Mathesis,  2;  etc. 


Die  Ersten,  welche  sich  ex  professo  mit  der  Theorie  der 
gewundenen  Curven  beschäftigten,  waren  besonders  Glairaut, 
Bedierdies  sur  les  courbes  ä  double  courbure,  Paris  1731; 
Tinseau,  Mem.  des  Sav.  etr.,  9,  1781;  Monge,  ib.,  10,  1785; 
Joum.  de  Vic.  pol.,  2,  1799;  Lancret,  Mem.  de  VAc.  de  Paiis^ 
1,  1806;  2,  1811;  Jacobi,  CreUe,  14,  16;  Saint-Venant, 
Journ,  de  VEc.  pol.,  1845. 

Die  berühmten  Formeln  von  Frenet  und  Serret  wurden 


462  Kapitel  XVI.   Infinitesinialtheorie. 

fast  gleichzeitig  Ton   diesen   beiden  Autoren   entdeckt.      Creüe, 
17,  1852  und  16,  1851  ♦). 

Mit  der  sogenannten  natürlichen  Geometrie  der  Curven,  d.  h. 
dem  Studium  der  Curven  mittelst  der  natürüchen  Gleichungen 
befassten  sich  speciell  Hoppe  in  zahlreichen  Arbeiten,  Crdle. 
60,63;  Arch.derMa&k.,  1860,  85,89,  etc.;  Lie,  Bestimmung äOer 
Raumcurven,  deren  Krümmungsradius,  Tarsionsradius  und  SogeH- 
längen  durch  beliebige  Bdaiianen  verkniipfl  sind^  Ghristiania, 
Vid.  Selsic.  Forhcmdl,,  1882;  siehe  auch  seine  Varles.  über  cont, 
Grujfypen^  etc.,  Leipzig,  1893;  ein  neueres  Buch  ist  von  Cesaro. 
Geom.  intrinsica,  Napoli,  1896  (die  deutsche  Uebersetzung'  Ton 
Kowalewski  ist  bei  B..G.  Teubner  in  Leipzig  1901  erschienen », 
welches  ausschliesslich  diese  Bichtung  verfolgt. 

Die  Hauptwerke  über  die  Lifinitesimaltheorie  der  Raum- 
curven sind  von  Schell,  Allgemeine  Theorie  der  Curven  dop- 
pdier  Krümmung ^  Leipzig,  2.  Aufl.  1898;  P.  Serret,  Thear. 
nauv.  etc.,  Paris  1860;  Joachimsthal,  Anw.  der  Biff.  und 
Int.  etc.,  3.  Aufl.,  bearb.  vonNatani,  Leipzig  1890;  Scheffers,  G., 
Anw.  der  Diff.  und  Int.  etc.,  Bd.  1,  Leipzig  1900  (vergl.  das  Na- 
menregister); dazu  kommen  die  Arbeiten  über  DifferenUalgeO' 
metrie,  die  wir  in  den  nächsten  Paragraphen  citiren  werden. 


§  5.    Berührungen  von  Curven  und  Flftohen. 

Wenn  y=  /"(a?),  y  =  ^{p)  clio  Gleichungen  zweier  ebener 
Curven  sind,  so  sagt  man,  die  Curven  berühren  sich  in  dem 
Punkt  mit  der  Abscisse  x=^x^in  der  i*^  Ordnung  oder  (i  -f- 1)- 
puhktig,  wenn  für  x  =  Xq 


/*'  W  =  9>*  W      ist. 

Wenn  i  eine  gerade  ZM  ist,  so  berühren  sich  die  beidefi 
Curven  in  diesem  Punkt  und  schneiden  sich  zugleich  in  ihm;  ist 
i  dagegen  ungerade^  so  schneiden  sich  die  beiden  Curven  nidit 

Wenn  zwei  Curven  f,  (p  in  einem  Punkt  eine  Berührung 

*)  Der  in  dem  CreUe' sehen  Journal  apäter  als  der  Serret'sche 
zum  Abdruck  gekommene  Frenefsche  Aufsatz  war  schon  iln  Jahr 
1847  der  Toolonser  Facultät  als  Doctordieaertation  pr&sentirt  worden. 


§  5.   Osculirender  Kreis.  463 

i^'  Ordnung  haben,  so  berührt  eine  dritte  Curve  tf;,  wdche  mit 
f  eine  Beriüirung  von  der  Ordnung  k  <^i  hat,  auch  die  andere 
tp  in  derselben  Ordnung  k. 

Eine  Curve,,  die  in  einem  Punkt  mit  einer  anderen  festen 
Curve  eine  Berührung  i**'  Ordnung  hat,  kann  man  als  die 
Grenzlage  einer  beueglichen  Ctirve  ansehen,  die  durch  i  -{-■  1 
Punkte  der  festen  Curve  gehf^  wenn  diese  »  +  1  Punkte  sich 
unbegrenzt  einander  näfiern. 

Von  einer  Curve,  deren  Gleichung  i  unbestinunte  Con- 
stanten  enthält,  sagt  man,  sie  oscuUre  eine  andere  feste  Curve, 
wenn  sie  mit  ihr  in  einem  Punkt  eine  Berührung  der  grössten 
Ordnung  hat,  die  für  sie  überhaupt  bei  Berücksichtigung  der 
zur  Verfügung  stehenden  Constanten  möglich  ist;  im  AUgemei- 
nen  ist  diese  höchste  Ordnung  die  (t — l)**;  in  specidlen  Fällen 
kann  sie  diese  Grenze  überschreiten. 

Der  eine  Curve  in  einem  Punkt  osculirende  Kreis  ist  der 
Kreis,  welcher  mit  der  Curve  in  diesem  Punkt  eine  Berührung 
von  wenigstens  der  2*"  Ordnung  hat. 

Der  eine  Curve  in  einem  Punkt  oscuiirende  Kreis  ist  der 
durcfi  diesen  Punkt  gehende  Kreis,  dessen  Centrum  im  Kriim- 
mungsmittelpunkt  liegt  (der  Krümmungskreis), 

Wenn  der  osculirende  Kreis  mit  der  Curve  in  einem  Punkt 
ein^  Berührung  umgerader  Ordnung  (also  von  höherer  als  der 
zweiten  Ordnung)  hat,  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  in  diesem 
Punkt  ein  Maximum  oder  Minimum. 


Es  sei  eine  Fläche  imd  ihre  Normale  in  einem  Punkt  P 
gegeben;  es  sei  femer  eine  durch  den  Punkt  P  der  Fläche 
gehende  Baumcurve  gegeben;  man  stelle  die  Projection  der 
Curve  auf  die  Fläche  her,  indem  man  die  projicirenden  Geraden 
parallel  zur  Normalen  auf  die  Fläche  zieht.  Man  sagt  dann,  die 
Curve  und  die  Fläche  haben  in  dem  Punkt  P  eine  Berührung 
i*"  Ordnung,  wenn  die  Curve  und  ihre  so  gebildete  Projection 
sich  in  P  in  der  i*^  Ordnung  berühren. 

Von  einer  Fläche,  deren  Gleichung  i  willkürliche  Parameter 
enthält,  sagt  man,  sie  osculire  eine  gegebene  Curve  in  einem 
Punkt,  wenn  sie  mit  ihr  eine  Berühnmg  der  grössten,  mit  der 
Anzahl  der  willkürlichen  Parameter  verträglichen  Ordnung  hat. 
Diese  Ordnung  ist  wenigstens  die  (t  —  1)**. 

Eine  durch  einen  Punkt  P  der  Baumcurve  gehende  Ebene 
oscuUrt  die  Curve  in  P,  wenn  sie  mit  ihr  in  P  eine  Berührung 
von  wenigstens  der   2*^  Ordnung  hat.     Siehe  §  4. 


4^  Kftprt«!  XYL   iBiBilwi—hheorig. 

Die  mc^lim^  Km^  ist  die  KvgeU  welche   eine    Baum 
enrre  in  einem  Punkt  wenii?sleiis  in  der  driiiem  Onlnung  berOkrt 


§  6,    MaweLofppea  tob  Carm  und  FlSelieii« 
AbwiekellMie  Fli/dien. 

Wenn  die  Gleichung  ^=»0  einer  Cnrre  (oder  ein«-  Fliehe 
einen  onbestinunten  Parameter  a  enthlH  und  man  diesen  stetig 
Tariiren  ISest,  so  entsteht  anf  diese  Art  ein  einfiich  tmendliches 
Sjstem  Ton  Cnrren  (oder  Fliehen).     Betraditet  man  nun   einen 
bestimmten  Werth  Ton  a  und  dann  einen  rarürten  Werth 

a      -\-      JOy 

§0  kann  der  Schnitt  der  entsprechenden  beiden  Corven  (oder 
Fischen^,  wenn  Ja  sich  der  Null  nihert,  im  Allgemeinen  einer 
Grenzlage  zustreben.  Die  Gesammtheit  aller  dieser  Grenzlag«^n 
kann  eine  Curve  (oder  Fläche)  bilden,  welche  dann  die  Eht- 
hallende  oder  Enveloppe  des  gegebenen  Systems  von  Curven  (oder 
Flächen)  heisst,  während  jede  einzelne  Curre  (oder  Fläche)  des 
Systems  EingeftälUe  oder  Unüiüüie  genannt  wird.  In  dem.  Fall 
von  Flächen  wird  die  Grenzlage  der  Schnittcunre  zweier  Naeh- 
barflächen  des  Systems  Charakteristik  genannt     Monge. 

Um  die  Gleichung  der  Enveloppe  eu  erhälien,  hat  man  den 
Parameter  a  aus  der  gegebenen  Gleichung  und  aus  derjenigen  zu 
eliminirm,    die  sidt   ergiebt,   trenn  ihre  Derivirie  nac9i  a  gleich 

Null  gesetzt  icird  (f=0,  ?^=  o) . 

Die  Einhüllende  berührt  alle  Eingehüllten  längs  den  ent- 
sprecJtenden  Charakteristiken. 

Die  auf  einer  Eingehüllten  liegende  Charakteristik  schneidet 
die  benachbarte  Eingehüllte  in  gewissen  Punkten,  die  Grenz- 
lagen zustreben  können,  wenn  die  beiden  Eingehüllten  sich  ein- 
ander unbegrenzt  nähern;  die  Gesammtheit  dieser  Grenzlagen 
bildet  im  Allgemeinen  eine  der  Enveloppe  angehörige  Curve, 
welche  die  Rückkehrkante  (Cuspidalcurve)  der  Enveloppe  ge- 
nannt wird. 

Jede  Charakteristik  berührt  die  Bückketirkante. 

Die  Gleichungen  der  Rückkehrkante  erMlt  man  durcli  Eli- 
mination von  a  aus 

/•=0       ^^=0       ^  =  0 

da  ra 
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Die  Enveloppe  eines  einfach  unendlichen  Systems  von 
Ebenen  ist  eine  Flache,  die  Developpäble  oder  dbivickelbare Fläclie 
genannt  wird. 

Die  abwickelbare  Fläche  ist  0$€ulatiansdevelqpp<Me  ihrer 
Rückkehrkante. 

Bezeichnet  man  mit  r,  ^,  t  die  aus  der  Gleichung  der 
Fläche  abgeleiteten  zweiten  Derivirten  Yon  z  nach  x  und  ^,  $o 
ist  für  jede  devdoppäble  Fläche 

r^  — 5*  =  0. 

Die  abvoickelharen  Flächen  haben  ihren  Namen  von  der 
Eigenschaft,  dass  man  sie  auf  eine  Ebene  ohne  Falten  und 
Brüche  ausbreiten  (abwickeln)  kann. 

Die  DevdoppaUe  ist  der  Ort  der  Tangenten  an  eine  Baum- 
cwrve,  die  Bückkehrkante  der  Fläche  ist,  und  diese  Tangenten  sind 
die  Charakteristiken  der  Develqppablen. 

Die  Berühntngsebenen  der  Devdappahlen  sind  OsctdafionS' 
ebenen  der  Rückkehrka/nie, 

Die  Enveloppe  der  Normalebenen  einer  Baumcurve  wird 
FolardevdoppabXe  (Fläche  der  Nörmälebenen  oder  der  Kriimmungs- 
axen)  der  gewundenen  Cwrve  genannt. 

Die  Charakteristiken  der  Polardevelappäblen  sind  die  Kriim- 
mungsaxen  (Pölarlinien)  der  gegebenen  Curve, 

Die  Coordvnaten  eines  Punkts  der  Bückkehrkante  der  Polar- 
developpäblen  sind 

^0  =  ^  -{-  B  cos^  —  T  ^    cos  A , 
yo^y  +  Bcoati—  T^cosfA, 

Zq  =,z  +  -K  cos  f  —  T  -j-  cos  p . 

Die  Bückkefirkante  der  Pölardeveloppablen  einer  gewundenen 
Curve  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  in  den  Punkten  der 
Curve  die  Fläche  osculirenden  Kugeln,  der  Schmiegungskugeln. 

Die  Enveloppe  der  auf  der  Hauptnormalen  senkrecht  stehen- 
den Berührungsebenen  an  eine  Raumcurve  (nach  Laueret, 
Mem.  sur  les  caurbes  ä  double  courbure,  Mem.  pr6s.  par  div. 
sav.  ä  VÄc.  de  Paris,  1,  p.  420:  der  rectificirenden  Ebenen)  ist 
die  sogenannte  rectificirende  developpable  Fläche  der  Baumcurve, 

Breitet  man  die  rectificirende  Developpable  einer  gegebetieti 
Baumcurve  auf  eine  Ebene  aus,  so  transformirt  sich  diese  Curve 
(die  auf  der  Fläcfie  liegt)  in  eine  Gerade. 

Pascal,  Repertorium.  n.  30 
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§  7.   IBvoluten  und  Brolventen. 

Wenn  wir  uns  denken,  es  sei  um  eine  gegebene  ebene 
oder  gewundene  Curve  ein  biegsamer  aber  nicht  d^nbarer 
Faden  gelegt,  und  wenn  wir  diesen  von  der  Curve  so  abwickeln, 
dasfi  er  immer  gespannt  bleibt  und  daher  die  Curve  immer  be- 
rührt, so  beschreibt  ein  beliebiger  Punkt  des  Fadens  eine  Curve, 
welche  Evolvente  (auch  zum  unterschied  von  einer  anderen  Art 
von  Abwickelungscurven  Füarevdvenie)  der  gegebenen  Curve 
genannt  wird,  während  die  letztere  die  Evolute  (FÜarcvolute) 
der  Evolvente  heisst. 

Die  Tangente  an  die  Etolute  steht  immer  auf  der  Ta/figevte 
an  die  Evolvente  serüoreeht,  insbesondere  ist  die  Tangente  an  die 
Evolvente  parallel  eur  HauptHormalen  der  EvaUäe* 

Ist  eine  beliebige  gewundene  oder  ebene  Curve  als  Evol- 
vente gegeben,  so  sind  die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Evolute: 

o;'  a=  x  -|-  22  cos  S  +  Ä  tg  (t  +  A;)  cos  A , 

y '  ==  ^  -(-  Ä  cos  T/  +  jR  tg  (t  +  Ä>)  cos  jtl, 

js'  =  £  -f-  -R  cos  f  -|-  -R  tg  (t  -}-  ^)  cos  V  ^ 
worin 

ds 
T 

ist  und  k  eine  tvtUkürUdie  Constcmte  bedeutet.  Es  existiren  tnit- 
hin  unendlidi  viele  Evoluten  einer  gegebenen  ebenen  oder  ge- 
wundenen Curve.  Ist  die  Curve  eben,  so  irtrrf  t  =  Const.  Der 
Winkel  j  den  die  Tangente  an  die  Evolute  mit  der  Hauptnor- 
malen  der  Evolvente  bildet,  ist  gleich  t  +  ^• 

.  Wenn   die    Curve  eben    ist  und    r  -j-  A:  =  0  gesetzt  wird, 
erhalt  man.  von  den  unendlich  vielen  Evoluten  die  ebene  Evolute, 

Die  unendlich  vielen  Evoluten  einer  Curve  liegen  sämmäidt 
auf  der  Polardevdoppablen  der  Evolvente  und  sind  insbesondere 
sämmüich   geodätische   Linien    (siehe    weiter    unten)    dieser 

Fläche. 

> 

Wenn  die  Evolvente  eine  Raumcurve  ist,  so  sind  alle  ihre 
Evoluten  Eau4ncurven.  , 

/«<  dagegen  die  Evolvente  eine  liancurve,  so  ist  eine  Evo- 
lute d)en,  die  übrigen  sind  gewunden.  In  diesem  Fall  ist  diesf^ 
einzige  ebene   Evolute   der  Ort  dr-  ynitielpuhkte  der 


-f 
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4. 

Evolvente  wnd  die  Übrigen  »ind  Sehraftberdinim  des  Cylkiders, 
der  diesen  Ort  zur  Basis  hat. 

Die  von  demselben  Punkt  der  Evolvente  ausgehenden  Tan- 
genten an  zwei  verschiedene  Evoluten  büden  einen  constanten 
Winkel  mUeina/nder. 

Von  den  Evotutenflächen  einer  gegebenen  Fläche  wird  weiter 
unten  in  §  13  die  Bede  sein. 

Aus    der    oben    angegebenen    Construction    der    Evolvente 
ergiebt  sich  sofort: 

Es  giebt  unendlich  viele  Evolventen   einer  gegebenen  Curve. 


Die  Evolute  einer  ebenen  Curve  untersuchte  zuerst  Hujghens, 
Horologium  oscülatorium,  Paris  1673;  er  kam  bei  dem  Tersuch, 
ein  isochrones  Pendel  zu  construiren,  auf  den  Gedanken,  den 
Isochronismus  der  Cycloide  (vergl.  Kap.  17,  §  12)  zu  benutzen  und 
den  Faden  des  Pendels  über  zwei  Halbevoluten  dieser  Curve  zu 
legen-,  daraus  entsprang  dann  die  Idee,  die  Evoluten  im  AH-* 
gemeinen  zu  studiren.  Später  hat  sich  mit  ihnen  auch  Newton 
in  seiner  Me&iod  of  fluxions  etc.^  London,  1736  beschäftigt. 


§  8.    Knunmlinige  Coordinaten.     LinienolemeiLt  der 

Flächen.     Fundamentaldifferentialformen   der  Flächen. 

Conforme  Abbildung,     Sphärische  Abbildung. 

Wenn  eine  Pläche  durch  die  drei  Gleichungen 

y-«t|;(u,  v), 
e~x{u,v) 

definirt  ist,  in  welchen  u^  v  zwei  willkürliche  Parameter  bedeu- 
ten, so  stellen  die  Linien,  fOr  welche  u  «=  Const.  oder  v  ^^  Const. 
ist,  zwei  Systeme  von  auf  der  Fläche  liegenden  Linien  dar,  die 
man  Farameterlinien  nennt.  Die  Grössen  u  und  v  heissen 
die  krummUnigen  Coordinaten  des  Schnittpunkts  der  beiden 
Parameterlinien  u,  v.  Der  unendlich  kleine  Abstand  zweier 
der  Fläche  angehöriger .  Punkte  mit  den  Coordinaten 

u,  V, 

bez.  u  +  dUy  V  -{-  dv 

30* 
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heisst  lAmmelemeni  der  Fläche.    Sein  Quadrai  M 

ds*  —  Edu*  +  2Fdudv  +  Gdv^j 


tconn 


.    «-(^^'+fö)■+f^)*. 

■p       dxox    ,    cy  dy    ,    cz  dz 
du  dv    *    du  dv     '^m^c' 

« -  D" + gl)' + (i:)" 

ii«<i    ^6^  —  F«  >  0 

Bezeichnet  man  mit  {ux)^  (uy),...  die  Bichtungs^vfinkel 
der  Tangenten  an  die  Parameterlinien  v  =«  Const.,  u  =  Const.,  so 
gelten  die  Formeln 

/     \  1     e^a:  /     V  1     dx 

und  der  Winkel  Ä,  den  die  Parameterlinien  miteinander  bilden, 
ergibt  sich  aus: 

F 

cos  Sl  =    -  r  — :  , 


sinÄ  =  *^^^—  . 

'  Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung^  damit  die 
beiden  Linien  u  =  Const  und  v  =  Canst.  senkrecht  aufehumder 
stehen^  ist  J?'««  0. 

Der  Inhalt  des  von  den  vier  Parameterlinien  w,  «  +  du,  t*. 
V'\-dv  auf  der  Fläche  gebildeten  unendlich  kleinen  Yierecks^  des 
Flächenelements,  ist 


yEG  —  F^dudv. 

Bezeichnet    man    mit   X,   Y,  Z    die   Richtungscosinus   der 
Flächennormalen,  so  erhält  man  die  Formrln- 
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X  = 


YEG^  F* 


Yeg  —  f^ 


z  — 


dy 

dt 

du' 

du 

dy 

dt 

F7' 

dv 

dt 

dx 

du' 

du 

dt 

dx 

dv> 

dv 

dx 

ay 

du' 

du 

dx 

cy 

dv' 

dv 

yEQ^F^ 


Die  Differentialform 

Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv* 

heiast  die  ersk  Fundcm^entäldifferenäalform  der  Fläche  und  die 
Differentialfonn 

9  =  —  JS^xdX  —  Ddu*  +  2D'dudv  +  D''dv* 

die  ewfiUe  Fundamentaldifferentialform  der  Fläche, 
Die  D  haben  die  Werthe 


D=2X 


d^ 

du^' 


D'  = 


d^x 

dudv 


D"— ^Z 


dv*' 


wobei  das  Symbol  ^  angibt,  dass  man  die  Summe  der  drei 
Werthe  bilden  soll,  welche  sich  diirch  Yertauschung  Ton  x,  X 
mit  y,  Y  bez.  z,  Z  ergeben. 

Zwischen  den  Coefficienten  E,  F,  6r,  D,  D\  B"  bestehen 
drei  Relationen,  die  in  dem  Fall,  in  welchem  die  Para- 
meterlinien senkrecht  auf  einander  stehen,  also  JP  =»  0  ist, 
folgendermassen  lauten: 

a   /B^\  _d_(  Ty\  _    T>'    dys  _  D    dYG  ^ 

du[Y^)      dvXyö)      YEG   dv        ^    »^ 


dv  [y^j      d 

D  «-  DD 
yEG 


D'\  _    D'    dy_G  ___  ir^  dVE  ^  Q 


^*\yEj 


YEG    du 


G      dv 


^w\i/jb;  du  )  '  ^^  [yG'  dv  ) 


Ueber  die  Form  dieser  Relationen  in  dem  allgemeinen  Fall 
und  in  Christo  ff  ersehen  Symbolen  siehe  Bianchi,  Geom.  diff., 
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p.  90,  91,  deutsch  Ton  Lnkat,  Vorlesungen  über  IHfferenUal- 
geomekie,  Leipzig,  1899  p.  66  o.  ff. 

Die  letzte  Gleichung  entspricht  einer  Formel  Ton  Gauss, 
Disqu,  circa  superficies  curvas  etc.,  (Jomment.  Croü.,  6,  182^ 
=s  Werke,  4;  die  beiden  anderen  wurden  in  ähnlicher  Grestalt 
zuerst  Ton  Mainardi,  Giom.  ddü'  Ist.  Lomb.,  9,  1857,  p.  395 
entdeckt  und  spftter  Ton  Codazzi,  Asm.  di  mat.,  (2),  2,  1868 
wieder  aufgefunden.  Sie  ftihren  den  Namen  Codas zi'sche 
Formeln. 

Sind  ztcei  qtiadratisi^e  Differentialformen 

/-=  Edu*  +  IFdudv  +  Gdv*, 
(p  =  Ddu^  +  2D'dudv  +  D'^dv* 

gegeben,  von  denen  die  erste  definit  sei,  d.  h.  ein  constanies  Vor- 
zeichen hohe  (in  wdchem  FaU  EG  —  F'  >  0  sein  muss),  so  ist 
es,  damit  eine  Flache  existirCy  für  tcdche  sie  die  erste  und  zweite 
Differentialform  sind,  nofhwendig  und  ausreichend,  dass  die  drei 
obigen  (selbstverständlich  die  für  den  allgemeinen  Faü  gdtenäen) 
Formeln  erfüUt  seien;  in  diesem  Faü  e^nsHrt  nur  eine  eineige 
soldie  Fläche,  die  ihrer  Gestalt  nach,  aber  nicht  ihrer  Lage  im 
Raum  nacJi  bestimmt  ist;  um  die  Gleichung  der  Fläche  nu  erhal- 
ten^ muss  eine  Gleichung  vom  Biccati'sthen  Tgpus  (Repert.,  Bd.  1, 
p.  173)  integrirt  werden. 

Wenn  speeiell  in  der  ersten  FundamentaldifferentiaLform 
einer  Fläche 

E^G,     jP  =  0 

ist,    so    wird    das  System  von    Parameterlinien  orihogonal   iso- 
therm genannt  und  u,  v  heissen  isometrisdhe  Parameter. 

Die  isothermen  Systeme  theHen  die  Fläche  in  unenäUeh 
kleine  Quadrate, 

Die  Linien  u,  v  mögen  ein  isothermes  System  mit  isome- 
trischen Parametern  bilden,  d.  h.  die  erste  Differentialform  habe 
die  Gestalt 

d8*^E(du^  +  dv^. 

Nun  ist  es  klar,  dass,  wenn 

V  =  qflvj 

gesetzt   wird,  worin   (D,   W  zwei  willkürliche  Functionen  sind, 
die    Parameterlinien   u  a»  Gonst.,  v  «»  Const.    nicht   wesentlich 
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verändert  werden,  d.  h.,  die  ?i' ^se  Oonfil^i  v' ^=^  Const.  siad  die 
nämlichen,  wie  ti»»  Const.,  v^Oonat;  alsdann  tritt  jedoeh  die 
Differentialform  in  den  Coordinaten  u\  v  nicht  mehr  unter  der 
isometrisdten  Form  auf;  sie  erhält  die  Gestalt: 

worin  die  Coefficienten  von  dt*'*  und  dv'^  nicht,  wie  fiüher,  ein- 
ander gleich  sind,  wenn  auch  das  Goordinatensljstem,  da  es  sich 
nicht  geändert  hat,  als  isotherm  anzusehen  ist. 

Wir  sind  daher  genöthigt,  einen  unterschied  in  Bezug  auf 
den  ohen  definirten  Begriff  zu  machen. 

Ein  System  (u,  v)  soll  einfach  isotherm  heissen,  wenn  die 
Bedingungen 

^  ^'      Cr  V 

erfüllt  sind,  worin  U  und  V  Functionen  von  u  allein,  hez.  von 
V  allein  sind;  es  soll  dagegen  isotherm  mit  isometrischen  Para- 
metern genannt  werden,  wenn  überdies  E  =  G  ist. 

Jedem  einfach  isothermen  System  lässt  sich  stets  eine  iso- 
metrische Form  geben. 

Man  kann  immer  auf  tmendlich.  vide  Arten  eine  solche 
Vertauschtmg  der  Variablen  (u,  v)  mit  Variablen  (u[,  v')  vor- 
nehmen, dass  das  neue  System  isoth&rm  wird. 

Ist  auf  der  Fläche  ein  isothermes  System  (u,  v)  gegeben, 
so  erhaU  man  jedes  andere  isotherme  System  {u,  v'),  wenn 
man  annimmit,  die  oomplexe  Variable  u'  -\-  iv'  sei  ^ne  beliebige 
Function  der  compUxen  Variablen  u  -j-  iv,  d,  h. 

u  •\-  iv'  =  <2>(m  -j-  *^) 

se\zt,  worin   <Z>  das  Symbol  für  eine  wiUkürlu^e  Function  ist 

Die  nothwendige  und  (ausreichende  Bedingung,  damit  die 
Linien  q>  =  Const.  mit  ihren  orthogonalen  Trajectorien  ein  iso- 
thermes System  bilden,  besteht  darin,  dass  das  VerhäXtniss  zwischen 
dem  ersten  und  zweiten  Differentialparameter  von  q>*)  eine  Func- 
tion van  q>  allein  sei. 


*)  Die  allgemeine  Definition  des  ersten  und  zweiten  Differential- 
parameters einer  Function  qp  ist  im  Beperi.  1,  p.  218,  219  gege- 
ben. Sie  werden  mit  den  Symbolen,  ^^ip  und  ^^igp. bezeichnet  und 
sind  in  unserem  Fall 
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Auf  jeder  Boiaiumsfläche  bilden   die  Meridiane    und    die 
ParäUdkreise  ein  iso^ermes  System, 


Wenn  das  Linienelement  einer  Fläche  sich  auf  die  Form 
(U -{-  V)(du^  -^  dv^)  reduciren  Iftsst,  worin  U  und  F  Func- 
tion von  u  allein  bez.  von  v  allein  sind,  so  sagt  man,  die 
FMcfie  sei  vom  Liouville'sdien  Typus, 

Zu  den  Liouville'schen  Flächen  gdiören  die  Flächen  2f^ 
Grads  und  die  Rotationsflächen. 

Neuere  Arbeiten  über  die  Liouville'schen  Flächen  sind  von 
Königs,  Compt.  Retid,  1889;  Stackel,  Math.  Ann.,  36-,  Ricci, 
Bend.  Acc.  Lincei,  1893. 


Wir  wollen  annehmen,  es  sei  ein  isothermes  Coordinaten- 
System  (ti,  t;)  auf  der  Fläche  gegeben  und  dieses  sei  auf  die 
isometrische  Form  reducirt,  so  dass  also 

ds^  =  l  {du^  +  dv^) 

ist,  und  wollen  u,  v  als  die  orthogonalen  Cartesischen  Coordi- 
naten  eines  Punkts  einer  Ebene  interpretiren.  Jedem  Punkt  der 
Fläche  wird  dann  ein  Punkt  der  Ebene  entsprechen;  tcir  er- 
halten somit  die  Abbildung  eines  Theils  der  Fläche  auf  die  Ebene. 

Eine  solche  Abbildung  ist  conform  (isogonal,  winicel- 
treu),  d.  h,  die  sich  entsprechenden  Wifikel  sind  gleicht.  VergL 
Bepert,  1,  p.  350. 

Im  Allgemeinen  seien  u,  v  isometrische  Coordinaten  auf 
der  Fläche  oder  einem  Theil  der  Fläche;  um  die  aXtgemeinste 
CO  n  forme  Abbüdun^  dieser  Fläehe  auf  eine  Ebene  mit  den  Cor- 
tesischen  Coordinaten  x,  y  zu  erhalten,  braucht  man  nur  anzu- 
nehmen, die  complexe  Variable  u  -\-  iv  sei  eine  wHHkürUche 
Function  der  complexen  Variablen  x  -|-  iy  oder  auch  der  Va- 
riablen X  —  iy;  in  dem  ersten  FaXl  sind  die  sich  entsprechenden 
Winkel  gleich  und  gleichgerichtet,  in  dem  zweiten  Fall  gleich  und 
entgegengesetzt  gerichtet. 


\dvj  du  cv  "^      \du) 


z/,y  = 


yEG  —  F^ 


EG  —  F* 

^     ^tt  ^^    \    c      dv du 

Tu    yEG^W       Tv    yEG-F\ 


§  8.   Die  sphärische  Ahbildong  yon  Gauss.  473 

Wenn:  man  dann  eine  zweite  Flftche  oder  einen  zweiten 
Theil  der  Fl&che  hat,  auf  welchem  u',  t/  die  isamdrischen  Coor- 
dinaten  sind,  so  genügt,  um  die  aUgemeinste  confartne  ÄbbUr 
düng  der  einen  Fläche  auf  die  andere  zu  erhalten,  die  Annahme, 
die  comptexe  Variable  u  -|-  ^^  ^^  eine  iviltkürliche  Function  einer 
der  beiden  Variablen  w'+it;'  oder  u' — iv\  Vergl.  darüber 
auch  'Reptrt,  1,  p.  396,  897. 


Eine  Abbildung  eines  FlAchengebiets  auf  die  Kugel  bekommt 
man,  wenn  den  Punkten  der  Fl&che  die  Punkte  einer  Kugel  so 
zugeordnet  werden,  dass  die  beiden  Flftchen  in  den  entsprechen- 
den Punkten  paraüele  Normalen  haben;  ins  Besondere,  wenn 
von  dem  Mittelpunkt  einer  Kugel  Halbmesser  parallel  zur  posi-* 
tiyen  Bichtung  der  Normalen  in  den  verschiedenen  Punkten 
der  Flftche  gezogen  werden.  Die  Endpunkte  dieser  Halbmesser 
sind  alsdann  die  den  Punkten  der  Fl&che  entsprechenden  Punkte 
der  Kugel.  Diese  Abbildung  pflegt  die  Gauss'sche  sphärische 
Abbildung  genannt  zu  werden. 

Eine  solche  Abbildung  ist  im  Allgemeinen  nicht  conform; 
sie  ist  es  nur  für  die  Flächen,  deren  nnitUere  Krümmung  Nuü 
ist  (die  Minimal  flächen  j  siehe  weiter  unten,  §  12),  und  für  die 
Kugel. 

Die  Coefficienten  e,  f,  g  der  (in  Coordinaten  u,  v  ausge- 
drückten) Differeniialform,  welche  das  Quadrat  des  Limendements 
der  abbildenden  Kugel  angibt,  sind  durch  die  Formdn 

e  =  —  (KE  +  HD), 
f^-(KF+HD'), 
g^-(Ka  +  HD'') 

gegeben,  in  welcfien 

^~    EG  —  F*    '      ^~  EG  —  F* 

ist*). 

Die  Differentialform 

edu*  +  2fdudv  +  gdv^ 

pflegt  man  die  dritte  Differentialform  in  Bezug  auf  die  Fläche 
zu  nennen. 

Die  Eigenschaften  der  sph&rischen  Abbildung,  welche  die 


*)  Ueber  die  Bedeutung  Ton  K  und  H  siehe  weiter  unten  §  10. 
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Krümmungslinien^  die  Asjmptotenlinien  etc.  betreffen,   -werden  in 
den  folgenden  Paragraphen  besprochen« 


Die    ältesten  Arbeiten   über    die  Differentialgeometrie    der 
riächen  sind  Euler  und  Meusnier  zu  verdanken,   inrelche  die 
erstem  Untersuchungen  über  die  Krümmung  der  Flächen  anstell- 
ten, MSm.  de  Berlin,  1760;  Mem.  Sav.  J^r.,  1785.    Grundlegend 
für  diese  Theorie   waren   dann    die   späteren   berühmten  "Werke 
von  Monge,   ÄppliccUion   de   Vamdyse   ä   la   Geomitrie,    Paxi> 
1807 — 1809    (vergl.   die    von    Liouville    1850    mit    vortreff- 
lichen Zusätzen  ausgestattete  Ausgabe)    und   von  Gauss,  IHs- 
quisUiones  generales   circa    superficies   curvas,    Camm^U^    Gcä,. 
6,  1826,'  Werke,  4,  deutsche  von  A.  Wangerin  besorgte  Aus- 
gabe   mit   Anmerkungen    in   Ostwald's   Klassikern    der    exacten 
'Wissenschaften,  N.  57.     Wir  oitiren  hier  die  übrigen   Arbeiten 
nicht  besonders  —  das  wird  an  der  betr.  Stelle  geschehen  — 
wir  wollen  nur  noch  angeben,  dass  als  die  neuesten  und    um- 
fangreichsten Bücher    über   Differentialgeometrie   ins  Besond«^^ 
die  Werke  von  Darbouz,  Tkear,  generale  des.surfaces,  4  Bände, 
Paris   1887— 1896    und    von    Bianchi,    Lezioni    di   geametriu 
differenziale,  Pisa  1894,  deutsch  von  Max  Lukat,   Varlesungeh 
über  Differentialgeometrie^  Leipzig  1899  zu  erwähnen  sind. 

In  den  modernen  Werken  werden  für  die  Rechnungen  die 
sogenannten  Christ  off  ersehen  Symbole,  Grelle,  70  benutzt 
die  wir  zur  grösseren  Bequemlichkeit  für  den  Leser  hier  zu- 
sammenstellen: 

a)   Symbole  1**"  Art: 

ri  11  _  aF  _  .  a^       r22'}_dF        .cG 
l'i\~  du        *  ai?  '      ll\~dv        ^du' 

121        ^  dG  r2  2i        .  dG 


ra-ii?'     m-^ 


dv 


b)  Symbole  2**"  Art: 


,,        gV^  +  fI^-2f'^ 

11)  cu  cv  öu 


('.  1  - 


2{EG  —  F') 
dE  dF  dE 

flli   du    '  du cv 

[  2  l  ~  2{EG  —  F^ 


§  9.   KrümmungslinieiL  475 

fl^i dv  du 

i  1  )  ~    2{EG  —  F^  \ 

Ja  -K -T  "5 — 


IVl  - 


^{EG  —  F*)  ' 


2  2^  cv    ^  cv  du 


(VI  - 


^(EG  —  F*) 


ivi 


2(£(;  _  F*) 


Die  Derivirten  der  Coefficienten  D,  D',  D"  der  zweiten 
Differentialform  werden  durch  die  D  selbst  "und  die  Chris tof- 
feTschen  Symbole  mit  Hülfe  von  Formeln  ausgedrückt,  die 
Weingarten  aufgefunden  hat.  Siehe  Bianchi,  Differential- 
geom.,  deutsche  Ausg.  p.  123. 

Aus  dem,  was  wir  in  diesem  Paragraphen  ausgeführt  haben, 
geht  hervor,  dass  die  Studien  über  das  Linienelement  der  Flächen 
und  über  die  krunmilinigen  Coordinaten  in  enger  Beziehung  zu 
den  Untersuchungen  über  die  quadratischen  Differentialformen, 
die  Differentialparameter  etc.  stehen.  Wir  verweisen  deshalb  in 
Bezug  auf  die  betreffende  Literatur  auf  Eepert.,  1,  Kap.  9,  §  4. 
Wir  wollen  hier  nur  noch  hervorheben,  dass  die  Aufsätze  Bel- 
trami's,  Giom.  di  Batt.,  2;  Ann.  di  mat,  (l),  1, 1867 ;  Mem,  Äcc. 
Bologna,  1869;  Math.  Änn.^  1  grundlegend  für  diese  Studien 
gewesen  sind.  Siehe  auch  Bicci,  Leeioni  suUa  tearia  delk 
super  fiele,  Verona-Padova  1898. 

§  9.   Auf  den  FlAohen  gesogene  Linien« 
Xrümmnngalinien.     Oo^jugirte  Tangenten.     Q^odfttiBOhe 

Linien.     Asymptotenlinien. 

Eine  auf  einer  Fläche  gezogene  Curve  heisst  Krümmungs- 
lime,  wenn  die  durch  die  Punkte  der  Curve  gehenden  Flächen- 
normalen  eine  Curve  'doppelter  Krümmung  berühren,  d.  h.  eine 
abwickelbare  Fläche  bilden. 

Die  KrUmmung^inien  büden  ein  dappdtes  Orikogonalsystem, 
d.  h.: 

durch  jeden  Funkt  einer  Fläche  gehen  immer  swei  aufem- 
ander  senkrechte  Ejrümmwngslvnien, 
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Längs  jeder  Krümmwngdinie  muss  die  Proportion 

dx  :  dy  :  dz  —  dX :  dY '.  dZ 

bestehen,  wenn  mU  X,  Y,  Z  die  Cosinus  der  Winkel  hezeithne 
tcerden,  tcddie  die  positive  Richtung  der  Flächennomuüen  im* 
den  Axen  bildet. 

Die  Differentialgleichung  der  KrämmungsUnien  ist 

{FB"—Gir)dv^+{Eiy'—GD)dudv  +  {ED'—FD^du^=0, 

worin  D,  D\  B"  die  ihnen  in  §  8  beigelegten  Werthe  haben. 
Sie  Jcann  au<^  geschrieben  werden: 

Edu  +  Fdv,     Fdu+Gdv    ' 

•     =8=    0 

Ddu  +  D'dv,    B'du+D"dv 

Wenn  z  ^=^  f{x,y)  die  Gleichung  der  Fläche  ist,  und  mit 
p^  q  die  ersten  Derivirten,  mit  r^  s,  t  die  zweiten  Derivirten 
von  z  nach  x  und  y  bezeichnet  werden,  so  lautet  die  IHfferen- 
tialgleichung  der  Krümmungslinien: 

l(l+p^s—pqr)dx'^[{l'['p')t  —  (l+q*)r]  rfxrfy  + 

+  {pqt-{l'\-q^s}dy*^0. 

Auf  der  Kugel  und  auf  der  Ebene  ist  jede  Linie  Krüm- 
mungslinie, 

Bie  Krümmungslinien  einer  Bevelappablen  sind  die  Erzeu- 
genden und  die  auf  diesen  senkrechten  Trajectorien, 

Wenn  zwei  Flächen  sich  längs  einer  Linie  schneiden,  die 
für  beide  Krümmungslinie  ist^  so  schneiden  sie  sich  unter  con- 
stantem   Winkel, 

Wenn  umgekehrt  zwei  Flächten  sich  unter  constantem  Winkd 
schneiden  und  ihr  Schnitt  für  die  eine  Fläche  eine  Krümrnungs- 
linie  ist,  so  muss  er  es  auch  für  die  andere  sein. 

Bei  der  Gauss'sdien  sphärisehen  ÄbhUdung  ist  das  einzige 
Liniensystem  der  Fläche,  welches  orthogonal  bleibt,  das  System 
der  Krümmungslinien* 

Man  nennt  Gesimsflächen  oder  modanvrte  Fläehen  (nach 
Monge  „moulurefi'^  it.  super fidc  modanate)  Flächen,  welche  so 
beschaffen  sind,  dass  die  KrÜnmiungslinien  eines  Systems  in  Ebenen 
liegen,  die  auf  der  Fläche  senkrecht  stehen. 

Bic  Gesimsfläche  wird  durch  die  Bewegung  einer  ebenen 
Linie  erzeugt,  deren  Ebene,  ohne  zu  gleiten,  auf  einer  abwickel- 
baren Fläche  roUt, 
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Wenn  man  durch  einen  Punkt  einer  Fläche  die  beiden 
Krümmungslinien  adeht,  in  diesem  Punkt  die  Tangenten  an  sie 
legt  und  die  Normale  auf  die  Fläche  errichtet,  so  schneidet  die 
durch  die  Normale  und  jede  der  beiden  Tangenten  gehende 
Ebene  die  Fläche  in  einer  Curve,  die  Hauptnormalschnitt  in 
diesem  Funkt  genannt  wird. 

Daraus  folgt,  dass  in  jedem  Punkt  einer  Fläche  zwei 
Hauptnormalschnitte  ezistiren,  die   sich  rechtwinklig  schneiden. 

Die  Krümmungsradien  (in  diesem  Punkt)  rj,  r,  dieser 
beiden  Hauptnormalschnitte  heissen  die  Haupikrümmungsradien 
der  Flädie  und  die  Krümmungsmittelponkte  dieser  Normal- 
schnitte sind  die  beiden  Krümmungscentren  der  Fläche  in  diesem 
Punkt.  Liegen  die  letzteren  auf  entgegengesetzten  Seiten  be- 
zugl.  des  Punkts  der  Fläche,  so  sind  die  Hauptkrtbounungsradien 
nattkrlich  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Wenn  die  Liniencoordinaten  u,  v  die  KrümmungsHmen  der 
Fläche  sind,  so  gelten  die  Beziehungen 

worin  r^,  r,  die  Krümmungsradien  der  die  Linien  v  «=  Const. 
bez.  u  a»  Const.  berührenden  Normalschnitte  sind. 

Die  Hauptkrümmungsradien  r^,  r,  sind  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung 

{DD"—D'^)r^  +  (JE:D"+  GB  —  2FD')r^+{EG  —  I^)~0. 

Der  Krümmungsradius  B  eines  beliebigen  NormalschniUs  der 
Fläche  lässt  sich  durch  r^,  r,  mü  Hülfe  der  Eul er' säten  Foimel 

1  008» 0    ,    8in*ö 

B  """^~'t""r, 

ausdrücken,  in  der  0  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Ebene  des 
Schnitts  mit  der  Ebene  des  Hauptnonnalschnitts  bildet,  weichem 
der  Krümmungsradius  r^  entspricht 

Mittelst  dieser  Formel  können  die  Krümmungsradien  der 
Normalschnitte  immer  durch  die  Hauptkrümmungsradien  aus- 
gedrückt werden. 

Das  folgende  Theorem  dient  dazu,  die  Krümmungsradien 
einer  beliebigen  auf  einer  Fläche  gezogenen  Linie  als  Fimction 
der  Krümmungsradien  der  Normalschnitte  darzustellen. 

Der  Krümmungsradius  einer  beliebigen  auf  einer  Flädte 
gezogenen  Curve  ist  gletdi  dem  Krümmmigsradius  des  die  Curve 
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berührenden  NarmalschnUts ,  muU^cirt  mit  dem  Oommts  d^s 
Winkels,  den  die  Ebene  des  NarmatsehniUS  mit  der  Osc^datioM- 
ebene  der  Curve  büdet.     Theorem  Meusnier's. 

Wenn  r^  und  r^  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  heisst  de: 
entsprechende  Punkt  der  Fläche  eUiptisc^ier  iVwW;  ist  *^i  =  ^. 
60  wird  er  Kreis-  oder  Kabdpunki  genannt,  haben  dng^z 
r^  und  fg  verschiedene  Vorzeichen,  so  heisst  er  hyperbolisdier 
und  wenn  einer  der  beiden  Radien  unendlich  gross  wird,  pare- 
boliseher  Punkt, 

Im  Fall  des  elliptischen  Funkts  liegt  die  game  Fläche  n 
der  Umgebtmg  des  Punkts  auf  derselben  Seite  der  Beriihrungi- 
ebetie;  in  der  Umgebung  eines  ^hffperbolischen  Punkts  dagegf^ 
liegt  die  Flädie  zum  Theil  auf  der  einen,  zum  Theü  auf  der 
andern  Seite  der  Beriihrungsebene, 

Ist  DD''—  D'^  grösser  als  Nuü,  so  ist  der  Punkt  eü^^ 
tische  ist  dieselbe  Grösse  dagegen  kleiner  als  NuU,  hyperbolisch. 

Diese  Unterscheidung  der  Punkte   in    elliptische,  paraboli 
sehe   und    hyperbolische   entspricht   der   Eintheüung  in    Kap.  ^ 
§  1,  S.  205  fttr  Punkte  algebraischer  Flächen.    Als  Bupin'9<^. 
Indicatrix  (siehe   ebenda)  kann  man  den   KegelsdmiU    ansehen, 
dessen  Gleichung 

^  +  -'^-  =  1 

lautet^  der  in  der  Beriihrungsebene  o«  die  Fläche  liegt ^  wd 
dessen  Coordinatenaxen  |  und  fi  bee,  mit  den  Bichiungen  der 
Tangenten  an  die  beiden  durdi  diesen  Punkt  gehenden  FCf^m- 
mungsUnien  zusammenfallen. 

Das  Quadrat  eines  gegen  die  i^-Axe  um  den  Winkel  6* 
geneigten  Halbmessers  q  dieser  Ellipse  ist  durch 

1  008*0  _,    sin»  e 

gegeben.  Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  Buler^schen, 
so  ergibt  sich  ^*  =  J?,  d.  h.:  Das  Quadrat  emes  Halbmesser» 
der  Dupin'schen  Indieatrix  ist  dem  Krümmungsradius  des  durch 
den  entsprechenden  Durchmesser  gelegten  Normalsehnitis  glekiu 
Dieses  Theorem  ist  von  Dupin,  Developpements  de  G^am.^ 
Paris  1818;  es  lässt  sich  als  eine  geometrische  Interpretation 
der  Euler'schen  Formel  ansehen;  daher  kommt  auch  der  Name 
Dupin' sehe  Indicatrix, 

Zwei    "     '     *  '      Durchmesser    (siehe  8.  86)    der    Dupin- 
schen  Indr  'icei  oonjugirie  Tangenten  an  die  Flftche 
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genannt.  .  Ein  doppeltes  Sjtftem  Ton  .  Linien  auf  der  Fläche 
heisst  conju^fi,  wenn  in  jedem  Punkt  der  Fl&che  die  Tangenten 
an  die  beiden  Linien,  die  durch  ihn  gehen,  coi\jugirt  sind« 

Bezeichnet  man  mit  0,  6'  die  Winkel  zwischen  den  beiden 
conjugirten  Tangenten  und  der  Erümmungslinie  r,  so  besteht 
die  Belation 


tgö-tgÖ'— — -^• 


Bei  einem  conjugirten  System  muss  immer  D'«»  0  sein, 
und,  ist  D'  ^=  0,  so  ist  das  Liniensystem  (u,  v)  conjugirt. 

Bei  der  sphärischen  ÄbIMung  von  Gauss  (VergL  §  8) 
bleibt  der  Winkel  zweier  conjugirter  liichtungen  entweder  erhalten 
oder  er  wird  in  seinen  Supplementwinkel  verwandelt,  je  nachdem 
der  Punkt  der  Fläche  hyperbolisch  oder  elliptisch  ist. 

Der  folgende  Satz  kann  auch  als  eine  neue  Definition  con- 
jugirter Tangenten  gelten. 

Zwei  Tangenten  an  eine  Fläche  in  einem  FUnkt  P  sind 
conjugirt,  wenn  sidi  durch  P  auf  der  Fläche  eine  Beri^rungs^ 
linie  an  eine  von  ihnen  so  eiehen  lässt,  dass  die  der  Fläche  längs 
dieser  lAnie  umschriebene  JDevdoppable  0ur  Ereeugenden  die 
andere  Tangente  hat. 

Das  System  der  KmmmungsUnien  ist  das  einzige,  welches 
gleichzeitig  orthogonal  und  conjugirt  ist. 


Die  Äsymptoienlmien  (Inflexions-  oder  Haupttangentencurven) 

sind  solche  auf  der  Fläche  gezogenen  Linien,  deren  Oseula* 
tionsebene  in  jedem  Punkt  mit  der  Berührungsebene  an  die 
Fläche  zusammenfällt. 

Die  ÄsymptotenUnien  bilden  ein  d(^pdtes  System;  durdi  jeden 
Punkt  der  Flädie  gehen  zwei  von  ihnen,  die  im  Allgemeinen  nicht 
sehkredä  aufeinander  stehen.  In  jedem  Pymkt  einer  Äsymptoten- 
curve  fäüt  die  Tangente   mit  der  zu  ihr  cot^ugirten  zusammen. 

Die  Tangenten  an  die  beiden  Asymptotencurven  fällen  in 
jedem  Punkt  mit  den  Asymptoten  der  Dupin'schen  IndiccUrix 
zusammen. 

Jede  Asymptotencurve  muss  der  Belation  genügen: 

Ddu^  +  2D'dudv  +  D(' dv^  —  0. 

Wenn  man,  wie  gewöhnlich,  mit  j?,  q\  r,  *,  t  die  der  Glei- 
chung ^er  Fläche   entnommenen   ersten  und  zweiten  Derivirten 
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von  z  nach  x  und  y  bezeichnet,  s<k  lautet  die  DiffereiüicUglwstmng 
der  ÄsymptotenUnien 

rdx*  +  2sdxdy  +  <rfy«  «-=  0. 

Die  Asymptotenlinien  sind  nur  in  den  hyperbolischen  Punk- 
ten der  Fl&che  reell,  in  den  elliptischen  sind  sie  imagin&r. 

Auf  einer  abwickelbaren  Fläche  fallen  die  beiden  Systemt 
asymptotischer  JAnien  (mit  den  Erzeugenden  der  Fläche:}  zu- 
sammen. 

In  jedem  Punkt  einer  Asymptotenlinie  ist  das  Quadrat  der 
zweiten  Krümmung  (Torsion)  entgegengesetzt  gleich  der  totalen 
Krümmung  der  Fläüie    (siehe  §  10)  in  demselben  Punkt: 

Tpt  = ,     Tlteorem  von  Enneper. 

1  r^r^ 

Daher  auch: 

In  jedem  Punkt  der  Fläche  hohen  die  beiden  ÄsympMefi- 
Urnen,  die  durch  ihn  gehen,  dem  absoluten  Werth  naeh  glridi^ 
^  KrUmmung. 

Bei  projediven  Transformationen  bleiben  die  conjugirten 
Systeme  und  die  Asymptotenlinien  und  bei  Tremsformationen  durch 
reciproke  Radienvectoren  die  Krümmungslinien  erhalten,  Darboux. 

Bei  der  sphärischen  Abbildung  von  Gauss  fverdcn  die 
Richttmgen  der  Asymptotenlinien  um  einen  rechten  Winkel  gedreht. 

Wir  wollen  annehmen,  auf  der  Bildkugel  seien  u',  r' 
die   Linien,  welche  die  Bilder    der  Asymptotenlimen  auf  einer 

(121'    f  1  21 ' 
1  I  »  {  2  I    ^*^  Christof fel'sclien 

Symbole  (vergl.  §  8)  in  Bezug  auf  das  Linienelement  der  Kugel 
bezeichnen;  man  erhält  dann  die  einfache  Relation 


d 


9^fi2r       8   i\^Y 
u  \  i  ]  "^  dv  \  2  ] 


Wenn  eine  Fläche  auf  das  System  ihrer  Asymptotenlinieti 
bezogen  wird,  so  nimmt  das  Quadrat  des  IJmenelements  die  Form 

Q^{edu^  —  2fdudv  +  gdv^) 

an,  worin  q^  =  — r^^r^  ist,  und  e,  f,  g  die  Coefficienten  der 
dritten  FundamentaldifferenUatform  bedeuten  (vergl.  §  8). 

Bei  einer  Begelfläclie  (vergl.  Kap.  13,  §  6)  smd  die 
Asymptotenlinien  eines  Systems  die  Erzeugenden  selbst. 

Das  anha/rmonische  VerJiältniss  der  vier  Punkte,  in  mlclien 
eine  veränderlidte  Erzeur'^^'  "' Regel  fläche  vier  feste  Asymp- 
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totenlmien  des  anderen  Systems  schneidet,  ist  canstant.    Theorem 
von  Paul  Serret y  Theorie  des  courbes,  1860. 


Wenn  man  von  einer  Linie  X,  die  auf  einer  Fläche  durch 
den  Punkt  P  gezogen  ist,  die  orthogonale  Projection  auf  die 
Berührungsebene  in  P  herstellt,  so  wird  die  ErOnunung  dieser 
Projection  m  P  die  geodätische  oder  Tangential'  oder  Ahtcicke- 
lungshUmmtmg  der  auf  der  Fläche  gezogenen  Linie  in  dem 
Punkt  P  genannt  und  der  Erümmungsmittelpunkt  der  Projection 
von  L  auf  die  Berührungsebene  heisst  der  geodätische  Krüm- 
mungsmittdpunkt  der  Linie  L  in  P. 

Die  geodäüsche  Krümmung  einer  auf  einer  Fläche  gezogenen 
Linie  L  ist  der  gewöhnlichen  Krümmung  der  ebenen  Linie 
gleich,  in  welche  L  sich  verwandelt,  wenn  die  der  Fläche  längs 
der  Linie  L  umschriebene  Devehppable  auf  eine  Ebene  abgewickelt 
wird.     Daher  kommt  der  Name  Abwickdu/ngshrümmtmg, 

Wenn  ein  beliebiges  System  u,  v  von  Parameterlinien 
und  eine  beliebige  Linie,  deren  Gleichung  ^(u,  t;)  «=  0  lautet, 
auf  der  Fläche  gegeben  sind,  so  ist  die  geodätische  Ejrümmung 

~  dieser  Linie  9  in  einem  Punkt: 


9 


'P 


'<p 


yEG  —  F* 


X 


X 


du 


fI'^-g^^ 

av  du 


t/je  (^y  ^  2f^^  4-  G  (^^y 

-V      \dv/  du  dv    '        \cu)  _ 


+ 


+ 


du  öv 


-r        \dv/  du  cv         '  \du/  ,. 


Man  pflegt  diese  Formel  die  Bonnet'sdie  zu  nennen. 

Der  Radius  der  geodätischen  Krümmung  eines  Parallelkreises 
der  EotaHonsfläche  ist  denjenigen  Theü  der  Tangente  tm  den 
Meridian  gleich,  welcher  zunschen  dem  Berührungspunkt  und  der 
Botationsaxe  liegt. 


Die  auf  einer  Fläche  gezogene  Linie,  welche  die  kürzeste 
Verbindung  zweier  beliebiger,  hinreichend  naher  Punkte  der 
Fläche  ist,   heisst  geodäüsdie  lAnie  der  Fläche. 


Pascal,  Repertoriam.  II. 
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Die  Haupinonmle  in  jedem  JPunki  einer  geodätischen  Ltn^r 
fällt  mit  der  Flächennormalen  gtisammen.  Auch  diese  Eigen- 
schaft kann  als  Definition  der  geodätischen  Idnien  angeseher 
werden. 

Geodätische  Linien  sind  di^enigen,  für  welche  die  geodätufa 
Kriimmimg  in  jedem  Punkt  Nuü  ist 

Eine  geodätische  Linie  ist  im  Allgemeinen  indtvidualisir*^ 
wenn  zwei  ihrer  Punkte  besMnmtt  sind,  miihin  auch,  trenn  ti* 
Punkt,  durch  den  sie  gehen  soll,  und  die  Eichiung  ihrer  Tan- 
gente in  diesem  Punkt  gegeben  sind. 

Die  geodätische  (oder  tangentiale)  Erümmimg  einer  Ldnie  / 
in  einem  Punkt  lässt  sich  auch  auf  die  folgende  Art  definirt^L 
(sie  fahrt  von  dieser  Definition  ihren  Namen): 

Man  betrachte  zwei  unendlicti  nahe  Punkte  P,  JP'  auf  d^r 
Curve  L  und  die  geodätisdien  Tatigenten  üi  P,  P';  die  Grenze  fi*> 
Verhältnisses  des  Winket s,  den  diese  Tangenten  miteinander  büd^h 
zu  dem  Bogen  PP'  von.  L,  wenn  P'  sich  unbegrenzt  P  nähen 
ist  die  geodätische  Krümmung  der  Linie  L  in  P.  Auf  diesr 
Weise  ist  die  Definition  der  geodätischen  Krümmung  die  natör- 
liche  Erweiterung  der  Definition   der  Krünmiung  ebener  Linien. 

Man  hat  Beltrami,  Giom,  di  JBatt,,  2  ein  Theorem  zu 
verdanken,  mit  dessen  Hülfe  sich  der  geodätiscJie  Krümmungf^' 
mittelpunkt  einer  Linie  in  einem  Punkt  bestimmen  lässt: 

Man  zeichnet  auf  der  Fläche  ein  System  von  cx>^  geodä- 
tischen Linien  g  und  eine  Linie  l  auf,  deren  Tangenten  mit  den 
g  conjugirt  sind;  die  Tangenten  an  die  ^  in  den  Punkten  der 
Linie  l  erzeugen  eine  Developpahle  mit  einer  Bückkehrkant<e  .« 
Jedem  Punkt  von  l  entspricht  so  ein  Punkt  von  s,  indem  man 
einem  Punkt  P  von  l  den  Punkt  M  zuordnet,  in  welchem  die 
durch  P  gehende  Erzeugende  der  Developpablen  die  Rückkehr- 
kante herährt. 

Ber  Punkt  M  ist  der  geodätische  Krümmungsmiitdpunkt 
in  P  der  Linie,  welche  durch  P  geht  und  auf  der  geodätischen^ 
ebenfalls  durch  P  gehenden  Linie  senkrecht  steht. 


Die    Di/ferentiatgleichung    der    geodätischen    Linie     lautet 

(Gauss): 

+  -TT  --  du  —  -.—  du  —  _  ^—  dv, 
'      2    dtf  cn  2    du        ' 


cos 
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worin  6  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  geodätische  Linie  mit 
den  Linien  u  =s  Const.  bildet,  also 

e  =  -'  (e^  +  f^). 

yE  V     d«     '         dsj 

sin  ö  =  ^ 1^. 

yE         ds 

Wenn  die  Linien  u,  v  senkrecht  aufeinander  stehen,  so  wird 

yo     dv  yE    du 

In  dem  FaU,  in  welchem  das  System  der  Linien  u,  v 
orthogonal  isotherm  ist,  lautet  die  Differentialgleichung  der  geodä- 
tischen Linien: 

^  dv  du 

Für  eine  Fläche  vom  Liouville' sehen  Typus  (vergL  §  8), 
deren  Linienelement  sich  also  auf  die  Form 

[a(u)  +  ß(v)](du^  -{-  dv^) 

reduciren  lässt,  ist  die  Gleichung  der  geodätischen  Linien 

dv 


n_ju^  r 

J    y«(u) -a^J 


=  6, 


worin  a  und  b  zwei  Integrationsconstante  bedetiten.  Wie  man 
sieht,  kann  in  diesem  Fall  die  Gleichung  der  geodätischen 
Linien  unmittelhar  integrirt  werden. 

Bei  den  Devdoppablen  lässt  sich  die  Differentialgleidiung 
der  geodätischen  Linien  mittelst  zweier  Quadraturen  integriren. 

In  jedem  Punkt  einer  auf  einer  Botations fläche*)  gezogenen 
geodäüsdien  Linie  ist  das  Product  aus  dem  Badius  des  betreffen- 
den ParaUeücreises  mit  dem  Sinus  des  Neigungswinkels  der  geo- 
dätischen Linie  gegen  den  betreffenden  Meridian  constant.  Theorem 
von  Clairaut 

Wenn  eine  KrUmmungslinie  geodätisch  ist,  so  muss  sie 
eben  sein,  und  jede  ebene  geodätische  Linie  ist  eine  KrilrnmungS' 
linie. 


*)  Die  Rotationsflächen  sind,  wie  schon  in  §  8  gesagt  wurde, 
Flächen  vom  Liouville'schen  Tj^na, 

31* 


484  Kapitel  XYL  Tnfinitemmaltheorie. 

Die  auf  den  geodäHsdien  Urnen  durch  ewti  zu  ihnen  oriff^ 
gafuUe  Trajedorien  abgesdiniUenen  Bogen  find  tan  gleicher  lJm>y 

Die   orthogonalen  Trajectorien    einer  einÜBU^h  unendlichen  Sehr 
Ton  geodätischen  Linien  heiBsen  daher  geodätische  Paraüelen. 

Geodätischer  Abstand  zweier  Punkte  heisst  die  LAnge  «i-' 
durch  sie  gehenden  geodätischen  Bogens. 

Eine  auf  der  Fläche  gezogene  Linie,  deren  Punkte  der 
selben  geodätischen  Abstand  von  einem  festen  Punkt  der  Fla.h- 
haben,  heisst  ein  geodätischer  Kreis. 

Eine  Linie,  deren  Punkte  solche  geodätische  AbstSnde  v*  - 
zwei    festen  Punkten   haben,    dass  entweder  ihre  Summen  o<>7 
ihre  Unterschiede  constant   sind,   heisst  eine  geodäUsdiB  EUiy- 
bez.  Hyperbel. 

Geodätisches  Dreieck  wird  das  von  drei  geodätischen  Curv« 
bogen  gebildete  Dreieck  genannt. 

Nennt  man  mit  Gauss  totale  Krümmung  eines  dun 
geschlossene  Curven  begrenzten  Theils  der  Fläche  den  Werth  dt* 
über  diesen  Theil  der  Fläche  erstreckten  Doppelintegrals 

Kd0, 


SS 


worin  K  das  sogenannte  Krümmungsmass  der  Fläche  in  jeder. 
Punkt  (vergl.  §  10)  bezeichnet  und  da  das  Flächenelement  is' 
so  erhält  man  das  Theorem  (von  Gauss): 

Die  totale  Krümmung  eines  geodätisdien  Dreiecks  ist  dm 
UeberscJiuss  der  Summe  seiner  drei  Winkel  über  steei  üecj-- 
gleich.     Daher  für  -K'=Con8t.: 

Auf  einer  Fläche  von  constanter  Krümmung  ist  der  Flädtn»- 
irÜKÜt  eines  jeden  geodätischen  Dreiecks  dem  Ueberschuss  d^r 
Summe  seiner  drei  Winkel  über  zwei  Hechte  proportional.  Siebr 
das  analoge  Theorem  von  Albert  Girard  fCLr  die  sphftriseheL 
Dreiecke  weiter  oben  S.  62. 

Dieser  Satz  wurde  von  Schering,  Gott.  Nachr.,  1867 
verallgemeinert. 

lieber  die  Geometrie  der  geodätischen  Dreiecke  vergl.  Chri- 
stoffel, lierl  Abh.,  1868;  Weingarten,  JBerl.  Ber.,  188i\- 
V.  Mangoldt,  Grelle,  94. 

Geodätische  Torsion  (zweite  Krümmung)  einer  auf  der 
Fläche  gezogenen  Linie  L  in  einem  Punkt  wird  nach  Bonn  et 
die  Torsion  der  geodätischen,  die  Curve  L  in  diesem  Punkt  be- 
rührenden Linie  genannt. 

Die  geodätische  Torsion  einer  Linie  fällt  mit  der  gewöhn- 
lichen Torsion  für  alle  Linien   und  nur  für  die  Linien  zusam- 
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men,  deren  Bauptnormdie  unter  constantem  Winkel  gegen  die 
Fläche  geneigt  ist,  specieU  für  die  geodätischen  und  ÄSfgmptoten- 
Urnen, 

Nennt  man  y'  ^  't'  ^^®   geodätischen  Torsionen  der  Para- 

meterlinien  ti,  v,  so  ist 

1  GD'—FD" 


K  ~  E  yE7t-^F^* ' 

Die  EelaMon  zwischen  der  geodätischen  Torsion  -^  und  der 

1  i 

absoluten  ^  einer  beliebigen  Linie  l  ist 

1    1      ^^  dca 

T\~T  '^  d7' 

worin  co  den  Winkel  zwischen  der  Hauptnormalen  der  Lime  l 
und  der  Normalen  zur  Fläche  bezeichnet  und  s  der  Bogen  der 
Linie  l  ist 

Krümmungslinien  sind  diejenigen,  deren  geodätische  Torsion 
in  jedem  Funkt  Null  ist. 


Wir  haben  an  einem  anderen  Ort  (Kap.  13,  §  6)  die 
Strictionslinien  einer  Regel flädie  definirt;   wir  fügen  jetzt  liinzu: 

Für  jeden  Punkt  der  Strictionslinie  einer  Regelfläche  ist  die 
geodätische  Krümmung  der  zu  den  Erzeugenden  senkrechten  Tra- 
jectorien  Null. 

üeber  die  geodätischen  Linien  des  Ellipsoids  gelten  die 
folgenden  Theoreme: 

Jede  von  einem  Näbelpunkt  des  Ellipsoids  ausgehende  geo- 
dätische Linie  geht  durch  den  diametral  gegenüberliegenden  Näbel- 
punkt. 

Zwei  gegenüberliegende  Ndbdpu/nkte  lassen  sich  durch  im- 
endlich  viele  geodätische  Bogen  verbinden,  die  sämmUicfi  dieselbe 
Länge  haben  (wie  6ct  der  Kugel). 

Verbindet  man  einen  Punkt  M  eines  Ellipsoids  durch  geo- 
dätische Lu,inien  nUt  zwei  sich  nicht  gegenüberliegenden  Nabel- 
punkten, 80  halbiren  die  Riditungen  der  durdi  M  gehenden 
Krümmungslinien  die   Winkel  der  beiden  geodätischen  Linien. 
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J^t^  jede  auf  einem  EUipsoid  gezogene  geodätische  Linie  ist 
das  Product  constant,  welches  sich  ergibt,  wenn  der  Abstand  des 
Mittelpimkts  von  der  Berühnmgsebene  i/n  einem  Punkt  der  geo- 
däüschen  Linie  mit  der  Länge  des  Durchmessers  multiplicirt  mrd^ 
welcher  der  in  demselben  Punkt  an  die  geodätische  Linie  gelegten 
Tangente  parallel  ist 


Mit  der  Untersuchung  der  Krümmungslinien  hat  Monge 
den  Anfang  gemacht,  1.  c,  siehe  oben  §  8;  Dupin,  Dcvelopp. 
de  g^om.,  Paris  1813,  verdankt  man  die  Forschungen  über  die 
Asymptotenlinien  und  die  conjugirten  Riditimgen^  wie  auch  die 
Einführung  der  Indicatrix^   die  seinen  Namen  trägt. 

Ueber  die  Krümmungslinien  folgten  dann  zahlreiche  Arbei- 
ten, die  Yon  yerschiedenem  Standpunkt  ausgehen:  Brioschi, 
Ann.  di  scienze  mat.  e  fis.  di  Tortolini,  4,  1853;  Eibaucour, 
Campt.  Rend.,  1872-,    Darboux,  ib.,  1877,  1881;  etc. 

Von  den  durch  einen  Nabelpunkt  gehenden  Krümmungs- 
linien handelten  Cayley,  Phü.  Mag.,  1863;  Qu^rt,  Journ,,  11, 
1870;  Frost,  ib.,  10;  Hoppe,  Archiv  für  Math.,  70,  1883. 
Zahlreich  waren  die  Studien  über  die  Flächen  mit  ebenen  oder 
sphärischen  Krümmungslinien :  von  S  e  r  r  e  t ,  Cr  die,  18;  Bonnet^ 
Jowrn.  de  l'jäc.  pol.,  33,  1853;  Dini,  Ann.  di  mat,  (2),  1;  Mem, 
8oc.  italiana  dei  XL,  3,  1869,  etc.;  Enneper,  CreUe,  94  und 
von  vielen  Anderen. 

Mit  den  geodätischen  Linien  befasste  sich  Gauss;  Lege ndre 
nannte  sie  des  lignes  mimmes\  den  Namen  geodätische  Linien 
bekamen  sie  von  Liouville.  Die  ältesten  Arbeiten  über  diese 
Linien  sind  ausser  von  Gauss  von  Steiner,  Bert  Ber,,  1839; 
Jacobi,  CreUe,  19,  der  die  geodätischen  Linien  auf  dem  EUip- 
soid untersuchte;  Minding,  CreUe,  20;  Liouville  (siehe  die 
Appt  de  VAnulyse  ä  la  Geom.  von  Monge,  Paris  1850,  von 
Liouville  besorgte  Ausg.);  Brioschi,  Ann.  di  scienze  mat.  e  fis. 
di  Tort.,  4;  Beltrami,  Rend.Ist  Lotnb.  1868;  etc.  Neuere  Arbei- 
ten sind  von  Weingarten,  BertBer.,  1882;  Brill,  Müncii.  Abh., 
1883;  Eicci,  AUi  Ist.  Vetieto,  1893,  1894.  Ueber  die  Geschichte 
der  geodätischen  Linien  siehe  Stäckel,  Leipz.  Ber.,  1893.  Die 
geodätischen  Linien  auf  dem  EUipsoid  werden  auch  in  Bd.  2. 
Kap.  6  der  Fond.  eUipt. ,  Paris  1888  von  Ralphen  be- 
handelt. 
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§  10.   Krümmungen  der  Fläohen.    Aufeinander 

abwickelbare  Flächen. 

Die  Ausdrucke 

1 


n^ 


s=l  +  ' 


n    '  u 


heissen  die  totale  Krümmung  (curvatura  integra)  von  Gauss  bez. 
die  mittlere  Krümmung  der  Fläche  in   dem  betrachteten  Punkt. 
Es  gelten  die  Formeln 

^       DD"--  D* 


H  = 


EG  —  F* 

2FD'  —  ED"--  GD 
EG^^F" 


Ein  anderes  Erümmungsmass  fiir  Flächen  wurde  von  Gaso- 
rati,  Ada  maOi,,  14  (siehe  auch  Gatalan,  ib.,  15)  eingeführt 
und  wird  durch 


Y  (7-?  +  7-1 )     dargestellt. 


Dcts  Krümmungsmass  K  lässt  sich  durch  eine  Formel  aus- 
drücken, in  welche  nur  die  Coefficienten  der  ersten  Differential- 
form  eingefieni 


jr^      _1    ^ 

.  'd  r        F        dE  1        dG 


I-- 

^  dv[_ 


+ 


EYEG  —  F*  dv        Y^G  —  F'*  du 

2  BF 1  ^  _ 

YEG  -^'^    i^        VEG  —  F»  Vv 

—    1  (Gauss). 

G-  F^  du]]  ^  ^ 


EYEG 
Wenn  die  Gleichu/ng  der  Fläche  i/n  der  Form 

z  =  f{p,  y) 

gegeben  ist  und 

cz  Cz 

ax  =  ^'      ?y=«' 

d^z  c^z    o'^z  

dx^         '    cxdy         '     dy* 
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gesetzt  ivird,  so  erhält  mam  die  Formeln: 

TT—  ^^-^' 

2f)g8-(l+p')^~(l  +  g')^ 
(1   +  p.  +  g.)* 

Diis  Krümmimgsmass  K  ist  positiv  in  den  ellipHst^ienj  negativ 
in  den  hyperbolischen,  NuU  in  den  parabolischen  Punkten, 

Für  eine  Begelfläche  ist  K  immer  entweder  negoHv  oder 
NuU, 

Wenn  das  KrUmmu/ngsniass  längs  einer  Erzeugenden  nicht 
Null  ist,  so  ist  es  seinem  absoluten  Werth  nach  im  Centralpunki 
(siehe  Kap.  13,  §6)  am  grössten  und  nimmt  ab,  je  weiter  man 
sich  auf  der  Erzeugenden  von  diesem  Punkt  entfernt 

Eine  Fläche,  deren  Krümmung  K  in  aUen  Punkten  NtUl 
ist,  muss  eine  Developpäble  sein  und  umgekehrt. 

Die  Krümmung  K  von  Gauss  lässt  sich  durch  die  geodä- 
tischen Krümmungen    —,    —    der    beiden   Parameterlinien    mit 

Hülfe  der  Liouville'schen  Formel,  Joum,  de  Liouv,^  16,  aus- 
drücken: 

yEG  —  F*  [dudv    '    aw    Q^   "^  dv    q^  r 

tcorin  Ä  den    Winkel  zwischen  den  beiden  Parameterlinien   be- 
zeichnet 

Die  totale  Krünunung  einer  Fläche  lässt  sich  auch  definiren 
als  der  reciproke  Werth  der  Grenze  des  Verhältnisses  des  un- 
endlich Meinen  Flächenelements  zu  dem  diesem  Element  bei  der 
sphärischen  Abbildung  entspredienden  sphärischen  Element, 


Wenn  sich  zwischen  den  Punkten  zweier  Flächen  eine 
solche  Correspondenz  feststellen  lässt,  dass  die  einander  ent- 
sprechenden Linien elemente  gleich  werden,  so  heissen  die  beiden 
Flächen  aufeinander  abwickelbar. 

Wenn  zwei  Flächen  aufeinander  abwickelbar  sind,  so  kann 
man  eine  von  ihnen  (oder  einen  Theil  einer  von  ihnen)  durch 
Biegung  allein  ohne  Faltung  und  ohne  Dehnung  auf  die  andere 
ausbreiten. 

Die  totale  Krümmung  einer  Fläche  in  jedem  Punkt  ändert 
sicJi  nicht ^    wenn  die  Fläclie  beliebig   verbogen  wird;  oder,  was 
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dasselbe  ist,  ztcei  aufeinander  abwickelbare  Flächen  haben  in 
den  entsprechenden  Punkten  gleiche  totale  Krümmungen,  Man 
pflegt  daher  zu  sagen,  die  Krümmung  K  sei  eine  Biegungs- 
invariante. 

JDurdi  Biegung  der  Fläche  ändert  sich  die  geodätische 
Krümmung  einer  beliebigen  auf  der  Fläche  gezogenen  Linie 
nicht;  spedell  werden  daher  die  geodätischen  Linien  der  Fläche 
in  die  geodätischen  Linien  der  iransformirten  Fläche  verwandelt 

Die  Gleichheit  der  totalen  £[rümmimg  der  beiden  Flächen 
in  jedem  Paar  sich  entsprechender  Punkte  reicht  niclit  hin^  damit 
die  beiden  Flächen  aufeinander  äbwickdbar  seien;  sie  reicht 
aber  dann  hin,  wenn  in  jedem  Punkt  der  beiden  Fl&chen  die 
Krümmung  constant  ist;  d.  h.: 

Zwei  Flächen  mit  derselbeti  constanten  totalen  Krümmung 
sind  immer  auf  unendlich  viele  Arten  aufeinander  abwickelbar. 
Daraus  folgt: 

Eine  developpable  Fläche  (deren  Krümmung  also  NuU  ist) 
lässt  sich  immer  auf  die  Ebene  und  eine  Fläche  mit  constanter 
positiver  Krümmung  stets  auf  eine  Kugel  abwickeln. 

Jede  Fläche  mit  constanter  Krümmimg  lässt  oo^  Verbie- 
gungen  in  sich  eu. 

Jede  Fläche,  die  oo^  stetige  Verbiegungen  in  sich  etdässt, 
kann  auf  eine  Eotationsfläche  <jd)gewickelt  werden. 

Helicoide  lieissen  Flächen,  die  durch  eine  ebene  oder  ge- 
wundene Linie  erzeugt  werden,  wenn  diese  um  eine  Axe  rotirt, 
die  ihrerseits  gleichzeitig  in  sich  selbst  derart  fortgleitet,  dass 
das  Yerhältniss  der  beiden  Geschwindigkeiten,  der  Rotations- 
und Translationsgeschwindigkeit,  constant  bleibt. 

Jedes  Helicoid^  lässt  sich  immer  auf  eine  Eotationsfläche 
abwickeln;  die  Schraubenlinien  (Helixe)  breiten  sich  dabei  auf 
die  Parallelkreise  aus.     Theorem  von  Bour. 

Wenn  man  auf  einer  biegsamen  Fläche  eine  Curve  festhält, 
so  kann  die  Fläche  nur  dann  deformirt  werden,  wenn  diese 
Curve  eine  asymptotische  Linie  ist. 

Es  ist  möglich,  eine  Fläche  auf  zwei  verschiedene  Arten  so 
zu  deformiren,  dass  eine  ihrer  Curven  C  eine  willkürliche  Form 
r  annimmt,  wenn  nur  die  erste  Krümmung  von  F  in  jedem 
Punkt  grösser  als  die  geodätische  Krümmu/ng  von  C  in  dem  ent- 
sprechenden Punkt  ist. 

Eine  Fläche  lässt  sich  auf  unendlich  viele  Arten  so  ver- 
biegen, dc^s  eine  beliebige  auf  Uir  gezogene  Linie  Krümmungs- 
linie der  defortnirten  Fläche  wird. 
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Es  ist  unmöglich^  eme  Fläche  F  derart  zu  deformiren,  dass 
die  asymptotischen  lAnien  aud%  asympitotisch  auf  der  defonmrten 
Fläche  bleiben,  es  sei  denn,  dass  F  eine  Begdfläche  ist  und  die 
in  Betracht  kommenden  Asymptotenlinien  nicht  ihre  geradlinigen 
Erzeugenden  sind.     Vergl.  §  9. 

Wenn  zwei  Begel flächen,  welche  nicht  durch  BeformaÜon 
derselben  Fläche  3*^  Grads  entstanden  sind,  sich  aufeincmder 
abwickele  lassen,  so  müssen  sich  die  Erzeugenden  der  einen  bei 
der  Deformation  auf  die  der  anderen  legen,  Theorem  von 
Bonnet. 

Leitungskegd  einer  Begel  fläche  wird  der  Kegel  genannt,  welcher 
durch  die  von  einem  Punkt  aus  parallel  zu  den  Erzeugenden 
der  Fläche  gezogenen  Geraden  gebildet  wird. 

Jede  Begelfläche  lässt  sicti  immer  so  deformiren,  dass  der 
Leitungskegel  eine  beliebige  Form  annimmt. 

Eine  Begelfläche  kann  immer  so  verbogen  werden,  dass  eine 
bdiebig  auf  üir  gezogene  Linie  Asgmptotenlinie  wird. 

Bei  der  Deformation  der  Begdfläche  lässt  es  sich  immer  so 
einrichten,  dass  eine  ihrer  geodätisdien  TAnien  sich  in  eine  Gerade 
verwandelt 

Es  ist  auf  oo^  Arten  möglich,  eine  Begdfläche  derart  zu 
deformiren,  dass  eine  bdiebige  auf  ihr  gelegene  Curve  eine  ebene 
Linie  wird. 

Die  einzigen  Begdflächen,  die  auf  BotaMonsfläc^ien  abgewickelt 
werden  können,  sind  die  Deformirten  des  Begeüiduxnds  nnt 
Minimal flächeninhalt*)  (siehe  weiter  unten)  und  des  Botatums- 
hyperboloids. 


Mit  der  Krümmung  der  Flächen  hatten  sich  schon  Euler 
und  Meusnier  beschäftigt;  die  Lösung  des  Problems  gelang 
aber  erst  Gauss  in  §  8  der  citirten  DisquisiHones  etc.  Gauss 
ist  auch  die  Entdeckung  zu  verdanken,  dass  sich  die  Krümmung 
K  bei  dem  Verbiegen  der  Flächen  nicht  ändert.  Zu  den  ersten 
wichtigen  Arbeiten  über  die  Applicabilität  der  Flächen  gehören: 
Minding,  Crdle,  19;  Bour,  Ann.  de  l'^c,  pol.,  59,  1861; 
Bonnet,  ib.,  61,  62;  Codazzi,  3f(hn.  pres.  par  divers  savants 
d  VAc.  de  Paris,  27;  etc. 


*)  Dieses  Helicoid  kann  durch  eine  Gerade  erzeugt  werden, 
welche  gleichförmig  um  eine  zu  ihr  senkrechte  Axe  rotirt,  während 
diese  Axe  gleichförmig  in  sich  selbst  fortgleitet. 
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Andere  Arbeiten  sind  von  Weingarten,  Crelle,  59,  100; 
Ribaucour,   Campt  Bend.,  70;  Dini,  Giom.  di  Batt,  2;  etc. 

Einer  der  ersten  Versuche  über  die  Biegung  der  Begelflächen 
ist  von  Min  ding,  Crelle,  18;  grundlegend  ist  der  Aufsatz  von 
Beltrami,  Ann.  di  mat,  (l),  7,  1865. 

Modernere,  auf  einer  neuen  Methode  beruhende  Forschungen 
von  Weingarten  über  die  Applicabilität  der  Flächen  sind  in 
den  CompL  Bend.,  112,  p.  607,  706  und  Ada  math.,  20  ent- 
halten; eine  Darlegung  dieser  neuen  Methode  Weingarten' s 
findet  man  bei  Darboux,  Theorie  des  surfaces,  Paris  1887  — 
1896,  4,  p.  308. 


§  11.    Fläohen  von  oonstanter  totaler  Krümmung. 

PBeudosphärisolie  Flächen. 

Eine  Fläche  mit  constanter  negativer  Krümmung  K=  —  p, 

pflegt  man  eine  pseudosphärische  Fläche  vom  Badius  B  zu 
nennen.  Oricyclus  heisst  eine  auf  einer  pseudosphärischen  Fläche 
gezogene    Curve ,    deren    geodätische    Krümmung    constant    und 

gleich    ö    ist. 

Das  Linienelement  einer  jeden  FläcJie  von  constanter  posi- 
tiver Krümmu/ng    K  =  ^    lässt  sicli  auf  die  Form 

ds^  =  du^  +  ^^^^^  ^^^ 
redudren. 

Das  Linienelement  einer  jeden  Fläche  von  constanter  negativer 

Knünmung   K  =  —  -pj   lässt  sich  auf  eine  der  folgenden  drei 

Formen  zurückfahren: 

ds^  =  (f  «^  -j-  cosh*  yr  dv^^  (der  hyperbolische  Typus), 

ds^  =  du^  +  c^  dt;*,  (parabolischer  Typus), 

ds^  =  du^  +  B^  sinh*  j.  d v*,    (elliptischer  Tjpus). 

Bei  der  ersten   Form   sind   die   auf  einer  bestinmiten   geo- 
dätischen   Linie    L    senkrecht    stehenden    geodätischen    Linien 
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(v  =  Const.)  und  ihre  orthogonalen  Trajectorien  (u  =  Const.) 
die  krummlinigen  Goordinaten  *). 

Bei  der  zweiten  Form  sind  die  Linien  v  =»  Const.  die  geo- 
dätischen auf  einer  Linie  L  (Oricyclus)  von  constanter  geodä- 
tischer Krümmung  ^  senkrecht  stehenden  Linien  und  ihre  ortho- 
gonalen Trajectorien  die  Linien  u  =  Const. 

Für  die  dritte  Form  endlich  sind  die  Linien  v  =  Const. 
die  von  einem  Punkt  ausgehenden  geodätischen  Linien  und 
ihre  orthogonalen  Trajectorien  die  Linien  u  =»  Const. 

Dem  Linienelement  einer  jeden  auf  ihre  KrümmungsUnien 
bezogenen  Flädie  von  constanter  positiver  Krümmimg  gleich  1 
kann  man  die  Form  geben: 

ds^  =  sinh*  o  du^  -}-  cosh*  «o  dv^, 

worin  w  der  JRdation 

ö— T  +  n  «  =  —  smh  0)  cosh  o 

genügen  muss. 

Bas  Linienelement  einer  jeden  auf  ihre  Krümmtmgslinien 
bezogenen  pseudosphäriscJien  Fläche  lässt  sich  in  die  Form 

ds^  =  cos^  OD  du^  -|-  sin*  oo  dv^ 

bringen,  worin  o)  durch 

r  m  f  m 

C'(a  C^(0 

ö— T  "o    1    =  Sm  0)  cos  00 

gegeben  ist. 

Auf  einer  Fläclie  von  constanter  Krümmung  existirt  immer 
ein  Coordinatensystem  vofi  der  Beschaffenheit,  dass  die  geodäti- 
schen Linien  sidi  durch  lineare  Gleidiungen  zwischen  den  Coor- 
dinaten  ausdrücJcen  lassen  und  umgekehrt  hat  eine  Fläche  con- 
stanie  Krümmung,  wenn  die  geodätischen  Linien  auf  ihr  Mdi 
durcli  lineare  Gleichungen  darstellen  lassen,  Theorem  von  Bei- 
trami.  Dieses  Theorem  lässt  sich  auf  die  mehrdimensionalen 
Räimie  ausdehnen.     Vergl.  Kap.  20,  §  3. 

Wir  wollen  nun  die  pseudosphärischen  Botationsflächen  he- 
trachten.  Ihr  auf  die  Meridiane  und  Parallelkreise  bezogenes 
Linienelement  ergibt  sich  aus: 


*)  Ein  ähnliches  Coordinatensystem  wird  auch  zu  Grund 
um  das  Linienelement  der  Flächen   mit  constanter  positiver  l^rüm- 
mung  auf  die  weiter  oben  angegebene  Form  zu  reduciren. 
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Je  nachdem  die  Constanten  c,  c  dasselbe  oder  verschiedene 
Vorzeichen  haben,  oder  eine  von  ihnen  Null  ist,  erhält  man  drei 
Typen  von  pseudosphärisdien  Botatiansflächen,  Diese  drei  Typen 
werden  nach  dem'  Typus  der  Form  benannt,  welche  das  auf 
die  Meridiane  und  Parallelkreise  als  Coordinaten  bezogene  Linien- 
element annimmt. 

1.  Der  hyperbolische  Typus.  Die  Constanten  c,  c' 
haben  dasselbe  Vorzeichen:  das  auf  die  Meridiane  und  ParaUeH- 
kreise  bezogene  Liniendement  ist  durch 

ds^  =  du^  4"  ^^  cosh*  -^  dv^   gegeben. 

m 

Diese  Fläche  wird  durch  die  Curve 

ir  =  JL  cosh  ^  ,     y  s=  I  1/ 1  —  ^j  sinb*  ^  du 

bei  ihrer  Botation  um  die  y-Axe  erzeugt, 

2.  Der  parabolische  Typus.  Eine  der  Constantsn  c,  c 
ist  Null.  Das  auf  die  Meridiane  wnd  ParaXldkreise  bezogene 
Linienelement  ergibt  sich  aus: 

ds^  =  du^  +  ^  ^  ^^^  • 
Die  Fläche  entsteht  durch  Botation  der  Curve  (der  Tradrix) 

um  die  y-Äxe. 

Diese  Tradrix  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  der  Theü  Hirer 
Tangente,  der  zwischen  dem  Berühnwgspunkt  und  der  y-Äxe 
(die  eine  Asymptote  ist)  liegt,  constant  (gleich  B)  bleibt.  Siehe 
Kap.  17,  §  14. 

Die  Elftche  von  diesem  Typus  heisst  Pseudosphäre. 

3.  Der  elliptische  Typus.     Die  beiden  Constanfen  c,c 
haben   verscJiiedene    Vorzeichen.      Das   auf  die   Meridiane    und 
ParaUelkreise  bezogene  Linienelement  ist  durch 

ds^  =  du^  -f-  JL*  sinb  ^  ^  dv^    gegeben. 

Die  Fläche  wird  durch  die  Botation  der  Curve 


X  =  e^  ,     y 
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X  =  l  sinh  ^  ,     Jf  =  /   yl  —  2j,  cosh*^  du 
um  die  y-Äxe  erzeugt. 


Die  Asymptoieniwien  einer  pseudasphäristhen  Flädte  haben 
in  jedem  Punkt  constante  Tarsion.     Enneper. 

In  jedem  krummlinigen  Yierseit,  d<i8  von  vier  AsympMen- 
linien  einer  pseudosphärischen  Fläche  begrenzt  wird,  sind  die 
gegenüberliegenden  Winkd  einander  gleidi.     DinL 

Von  pseudosphärischen  Flachen  sind  hemerkenswerth  die 
D  in  i 'sehen,  Compt.  Rend.,  1865  und  die  Enneper 'sehen,  Gütt. 
Nachr.,  1868;  von  den  letzteren  ist  die  von  Bianchi,  Dtss.^ 
Pisa  1879;  Math\  Ann.,  16   studirte  Fläche  ein  specieller  Fall. 

Unter  den  Flächen  constanter  positiver  Krflnunung  ist  die 
ebenfalls  von  Enneper  untersuchte  Fläche  herrorzuheben,  Ton 
welcher  die  Kuen'sche,  Manch.  Ber.,  1884  ein  besonderer 
Fall  ist. 

Alle  die^e  Flächen  von  constanter  negativer  oder  positiver 
Krümmung  haben  die  Eigenscliaft  gemeinschafÜich ,  dass  sie  ein 
System  ebener  Krümmungslinien  besitzen. 

IHe  Coordinatm  eines  Punkts  der  Enneper'schen  Flächen 
lassen  sich  durch  elliptisdie  Functionen  mceier  Parameter  aus- 
drücken; für  die  übrigen  ebcnericähnten  Flächen  genügen  dagegen 
die  Kreis functionefi. 

Die  pseudosphärische  Fläclte  von  Dini  wird  dur(h  eine 
Tractrix  erzeugt,  die  sicfi  schraubenförmig  um  ihre  Asymptote  be- 
wegt; siehe  oben.     Sie  ist  daher  ein  Helicoid. 

Das  eine  System  üirer  Krümmungslinicn  wird  durch  die 
Meridiane  (die  Tractrix)  gebildet;  das  andere  besteht  aus  Gurven, 
die  auf  Kugeln  beschrieben  sind,  deren  Centrum  auf  der  Aze 
liegt;  diese  Kugeln  schneiden  das  Helicoid  rechtwinklig. 

Gegeben  sei  eine  pseudo^härische  Fläche  vom  Radius  R; 
betrachtet  man  auf  ihr  ein  System  geodätisdier  Parallelen  und 
schneidet  auf  jeder  Tangente  an  diese  geodätischen  Urnen  vom 
Berühru/ngspunkt  aus  ein  Segment  von  der  Länge  =11  ab,  so 
ist  der  Ort  der  Endpunkte  cUler  dieser  Segmente  eine  neue  pseur 
dosphärische  Fläche  mit  demselben  Radius.  Die  gegebene  und 
die  neue  Fläche  bilden  die  beiden  Schalen  der  Evolute  einer 
Fläche,  deren  Normalen  die  eben  beschriebenen  Tangenten  sind. 
Bianchi 
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Mit  Hülfe  dieses  Theorems  lassen  sich  aus  einer  pseudo- 
sphärischen Fläche  unendlich  viele  andere  ableiten;  die  in  dem 
Satz  enthaltene  Transformation  pflegt  man  cowplementär  zu 
nennen  (Bianchi);  sie  ist  der  specielle  Fall  einer  allgemei- 
neren, die  Baecklund'^c^e  Transformatum  genannt  wird,  lAmds 

Univ.  Arsskrift,  19,  1883;  Math,  Ann.,  9,  19. 

Wenn  man  die  vorstehend  besprochene  Transformation  auf 
eine  Pseudosphäre  (die  von  einer  Tractrix  erzeugte  Rotations- 
fläche) anwendet,  so  ergibt  sich  die  von  Bianchi  untersuchte 
Fläche;  diese  ist,  wie  schon  gesagt  wurde,  der  specielle  Fall 
anderer  von  Enneper  untersuchter  Flächen,  welche  dadurch  aus- 
gezeichnet  smd,  dass  sie,  wie  das  Bini'sche  Hdicoid,  ein  System 
ebener  Krttmmtmgslinien  besitzen. 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  der  in  Bede  stefienden  Fläche 
lassen  sich  als  FwücUonen  zweier  Parameter  u,  v  mittelst  der 
Formeln 

-  _j  sin  u  ,  I         •      \ 

X  =  2B  - — i — ,   .  ,     (cost;  +  V  sui^)» 

„  sin  u  ,  .  ,  V 

y  =  2  Jt :, — j — i-^-.-    (sm  v  +  v  cos  v), 

z  =  Elloatg^u  4-  -—-.'--i  .  j-l    ausdrücken. 

Die  Fläche  hat  eine  Doppdcurve. 

Gipsmodelle  dieser  Fläche,  wie  auch  des  Dini 'sehen  Heli- 
coids  befinden  sich  in  der  von  L.  Brill  in  Darmstadt  heraus- 
gegebenen Sammlung,  die  jetzt,  wie  schon  oben  erwähnt  wurde, 
in  den  Besitz  der  Firma  Schilling  in  Halle  übergegangen  ist. 
Aus  dieser  Sammlung  kann  man  auch  Modelle  der  eben  be- 
sprochenen Enneper 'sehen  und  Kuen'schen  Flächen  mit  con- 
stanter  positiver  Krümmung  beziehen. 


Wie  man  eine  sphärische  Trigonometrie  hat,  so  lässt  sich 
auch  eine  pseudosphärische  aufstellen,  indem  man  geodätische 
Bogen  an  Stelle  der  grössten  Kreise  betrachtet. 

Im  Allgemeinen  lässt  sich  sagen: 

Die  trigonometrischen  Formeln  in  Bezug  auf  ein* pseudo- 
sphärisches geodätisches  Dreieck  werden  aus  den  Formeln  der 
gewöhnlichen    sphärischen    Trigonometrie   auf  die   Art   abgeleitet, 

dass  man  den  Badius  B   der  Kugel   mit  By —  1    vertauscfiU 
Diese  Bemerkung  machte  zuerst  Min  ding,  CreUCy  19,  20. 


494  .,, 

**  „j^Aöfc*«^«*««'    nidU-eiMidiscfien 

f'-^L^  «Sr  ^ffi^^   thatsäcMich  ihre  Int&r- 

um  die  /*•    ^  ^  'ijU«»  ^W<*e»-    ^^«^  darttber  Bel- 

"  "^ L  *»  ^*'iz!^^  ^^  geometria  non-eutiidea, 
0f*^_^  i>  ''^fTaZm.'t'D.  die  DarsteUung  in  Klein'  s 
"•*•'•■  /W*-  »■• '    „rtB  über  nicht-euküdische  Geometrie. 

lini-  jj^jj  constanter  Krümmung  geben    wir 

^^^  iVh*  '«'  *^^^  Arbeiten  noch  an:    Beltrami,  Asin. 

J*.  ^^,&om.  di  Batt.,  3;    Biancbi,    MaO,. 

^  1^    <'^  ''  IbX  20;  Ä««J.  4cc.  Ünc«,  1892.  1899 ; 

-?  7,^    l^-  "■-**iU..  Kristiania  1879—81;   Hazzidakis, 

J  '•  •  i,M  /*'.  *";.^     ib    94   95;    Darboux,  Compt.  Bend, 

/;l^*  «TS   i^     1890;'  Guichard,  ib     id.;  etc. 

--'•    ■'*^,iich  erschienene    Arbeit    über    die    Theone    der 

t,.,.-    -"^  ^tanter  Krümmung,   die  von  der  neuen  Wein- 


^^"^  TS  von  Bianöhi,  Ann,  di  maU  (3),  2. 
-       *"lf  rrfln^rorTHOtiowen    der  Flachen   von   constanter 

-^  ^^to  neueren  Forschungen  von  Bianchi,  Bmd, 
i.k»  *    l-iSS  nach. 


/44.< 


rtohen  Ton  oonetanter  mittlerer  Krümmung- 
^  ri    '  idnimalfläolien. 

^,HT  TläcU  S  von  constanter  positiver  Krüm- 

^*'  J}    pnralMe^^  FläcJien,  die  von  S  um  die  Grössen 

"•'*^'  ^  Z^'smd  i^  <^^sUinter  mittlerer  Krümmung  H=±g' 

•^^'""''-^   kthfl  piht  t^  fw  jeder  Fläehe  von  constanter  miUlerer 
^  **^^  ^    i  .^Ar  mrallek  im  Abstand  B  von  ihr  liegende 

^^  ^hs^Mer  Krümmung  ^  • 


ftUi^ia  f^  ^^^^    derselben    Normalen    liegenden 

p^chM  ,^^^  .^^^^    ^ig   einander  zugeordnet,    so  ist  die 

l»wjÄw  ^^  ^^  \  \^.i^   Flächen   von    constanter  mttlerer 

j^/diA*<^    ^^'  keltreu,  v/nd  die  Abbildung  mer 


j^y^amm^'^  ^^t 
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dieser  beiden  Flächen  auf  S  derart,  dass  zweien  auf  dieser  eine» 
Fläche  senkrechten  Richtungen  jedesmal  zwei  cor^jiigirte  Richtungen 
auf  S  entsprechen.     Siehe  Chini,   Giarn.  di  Batt.,  27,  1889. 
Das   Liniendement   jeder   Fläche   von    constanter   mittlerer 

Krümmung  +  ^   nimmt,  tcenn  es  auf  die  Krümmungslinien  u,  v 

der  Fläche  bezogen  wird,  die  Gestalt 

ds^===^R^e'^^\dH^  +  dv^) 

an,  worin  0  der  Relation 

o   •  +  -^r-i  =  —  sinh  0  cosh  0  genügt. 

du*     '      t?y  i^         ir 

Daher: 

Die  Krümmungslinien  einer  jeden  Fläche  constanter  mitt- 
lerer Krümmung  bilden  ein  isothermes  System. 

Jede  Fläcfie  constanter  mittlerer  Krümmung  lässt  sich  unter 
Beibelialtung  derselben  mittleren  Krümmung  derart  deformiren, 
dass  die  neuen  Krümmungslinien  die  Trajectorien  der  früheren 
sind  und  einen  constanten   WinIceJ  mit  ihnen  bilden.     Bonn  et. 

Die  Rotationsflächen  von  constanter  mittlerer  Krümmung 
erhält  man  nach  dem  Theorem  Bonnet^s  (S.  496)  aus  der  zu 
einer  Rotationsfläche  deformirten  Eugel  vom  Radius  i?,  indem 
man  auf  den  Normalen  auf  der  einen  und  der  anderen  Seite 
Längen  gleich  R  ahschneidet. 

Man  erhält  so  zwei  Typen  von  Rotationsflächen  constanter 
mittlerer  Krümmung,  welche  TInduloid  bez.  Nodoid  genannt 
werden. 

Zur  Definition  der  Meridiancurve  dieser  Flächen  dient  der 
folgende  elegante  Satz  Delaunay's: 

Die  Meridiancurven  des  ünduloids  und  Nodoids  sind  Flan- 
curven,  wdcJie  von  dem  Brennpunkt  einer  Ellipse  oder  einer 
Hyperbel  beschrieben  werden,  die  auf  einer  Geraden  rollen  ohne 
zu  gleiten.     Diese  Gerade  ist  dann  die  Rotationsaxe. 

Lässt  man  dagegen  eine  Flaneur ve,  welche  von  dem  Brenn- 
punkt einer  Parabel  beschrieben  wird,  die  auf  einer  Geraden  rollt 
ohne  zu  gleiten,  um  diese  Gerade  rotiren,  so  hat  die  so  erzeugte 
Rot-ations fläche  eine  mittlere  Krümmung,  die  auch  constant,  aber 
Null  ist.  Sie  ist  mithin,  wie  aus  dem  Folgenden  hervorgeht, 
eine  Minimalfläche  und  heisst   Catenoid. 


FaicaI,  Repertorlam.   U.  32 


498  Kapitel  XVI.   Infinitesimalilieorie. 

Minimal  flächen  oder  Elassoide  heissen  solche  Flächen, 
die  unter  allen  durch  dieselbe  Begrenzung  umschlossenen  und 
unendlich  wenig  von  ihnen  verschiedenen  Flächen  den  kleinsten 
Flächeninhalt  haben. 

Bezeichnet  man  mü  p,  q,  r,  s,  t  die  der  Gleichung  z=^f{x,  y) 
der  Fläche  entnommenen  partiellen  Derivirten  und  setzt 

dz  dz 

_d^ d^z_  cTz 

^  ~  cx^\     ^~dxdy'  cy*' 

so  lautet  die  partielle  Differentialgleidiung  der  Minimalflächen 

^   ? +  ^ ^ =0 

ex  1/1  +  |>*  +  g«        dy  Vl+P*  +  3» 

oder 

(1  4-  q^)r  —  2pq8  +  (1  +  P^^  =  Ö.     (Lagrange). 

Bei  den  Minimal flädien  sind  die  HaupikrümmungsraMen  in 
jedem  Funkt  einander  gleich  und  von  verscfiiedenem  Vorzeichen, 
d.  h.  also,  die  mittlere  Krümmung  H  ist  Null.  Umgekeihri 
ist  jede  Fläcfie,  deren  mittlere  Krümmung  Null  ist,  eine 
Mhiimulfläcfie. 

Die  sphärische  Ahh'ddung  einer  Minimalfläche  ist  mnkel' 
treu.     Bonn  et. 

Die  einzige  reelle  abwickelbare  Minimalfläche  ist  die  Ebene. 

Auf  jeder  Minimalfläche  bilden  die  Asymptoienlinien  ein 
doppeltes  orthogonales  System  und  die  Krümmungslinien  ein  dop- 
peltes ortiiogonales  isothermes  System, 

Die  Coordinaten  der  Funkte  einer  Minimalflädie  lassen  sidi 
ans  den  Formeln  von   Weierstrass 

X  =  dem  reellen  Theil  von  j{l  —  x^)F(z)dx^ 

y=     V         „  V         „    fi{l  +  z')F(r)dr, 

;?  =     „         „  „         „    J2TF(r)dr     berechnen^ 

worin  F(x)  eine  beliebige  Function  der  complexen  Variablen  x 
bedeutet;  jedem  F  entspricJd  eine  bestimmte  Minimalflädie  und 
umgekehrt. 

Werden  mit  x^,  ^i(^i)  ^i^  i*^  Bezug  auf  die  Variablen  x 
bez.  jP(t)  conjugiti  complexen  Variablen  bezeicJmct,  so  ergibt  sidi 
das  Linienelenieni  der  Minimalflädie  aus 

r7s2  =  (1  +  xriyF{x)F^(rj)dxdT^ 
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und  der  positive  Hcnipikriimmungsradius  ist 

Den  Weierstrass'sdien  Formeln  Jcunn  man  auch  die  Ge- 
stalt geben: 

X  =  dem  reellen  Theil  von  { (l  —  t*)9>"(T)  -\-2xq>'(x)  —  ^g>{'t) } , 
y=     „         „  „       „     [i{l+r^)g>'Xr)—2ix<pXr)—2i<p{r)), 

trorm  iie  FtmcHon  q>(T)  ihrerseits  wieder  eine  wHücürlidie 
Function  ist, 

AUe  algebraischen  Minimalfläehen  ergeben  sich  aus  diesen 
Formeln,  wenn  man  voraussetzt,  g>(x)  sei  eine  algebraische  Func- 
tion von  t. 

Wenn  zwei  Minimalflächen  aufeinander  abwickelbar  sind, 
so  muss  die  der  einen  Fläche  entsprechende  Function  F  der 
mit  der  Exponentialgrösse  c*'"  multiplicirten  Funktion  F  in  Bezug 
auf  die  andere  Fläche  gleidi  sein,  wobei  unter  a  eine  willkürliche 
reelle  Constante  verstanden  wird.  Auf  diese  Art  erhält  man  die 
allgemeinsten  Deformationen  einer  Mvnimalfläche,  bei  welchen  sie 
üiren  Charakter  als  solche  beibehält. 

Zwei  so  erhaltene  Minimalfläehen  heissen  associirt. 

Setzt  man   a  =  ^  ,   so   werden   die  beiden  Minimalflächen 

in  Bezug  auf  die  Applicabüität  conjugirt  genannt.     Bonn  et. 

Die  auf  Botationsftäcfien  abwickelbaren  Minimalflächen,  die 
mithin  auf  unendlich  viele  Arten  auf  sich  selbst  abwickelbar  sind, 
erhält  man-  aus  den  Weierstrass'schen  Formeln,  wenn 

F(x)  =  (7t* 

gesetzt  wird;  darin  ist  k  eine  reelle  und  C  eine  beliebige  Con- 
stante. 

Für  k  =  —  2  sind  die  Flächen  Helicoide. 

Die  einzige  Minimalregelfläche  ist  das  durcti,  die  Gleichung 

±    y 

z  =  m  arc  ig  - 

dargestellte  Hdicoid,  das  MvnimcUregeHielicoid  genannt  wird.  TJieo- 
rem  von  Meusnier. 

Die  Fläche,  dei-en  Gleidiung 

z 
m 

32* 


Yx^  -j-  y*  =  r»  cosh 
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lautet,  ist  eine  Minimalfläche,  weldie  Caienaid  (alisseide)*)  heisst; 
sie  ist  die  Rotationsfläche,  auf  welche  das  Bepelhelicoid  des  vorigen 
Theorems  sich  abwickeln  lässt;  sie  ist  die  einzige  Minimalrota- 
tionsfläche. 

Setzt  man  in  den  Wei er strass 'sehen  Formeln 

SO  ergibt  sich  eine  algebraische  Minimalfläche,  die  Henneherg- 
sche  Minimalfläche  genannt  wird;  sie  ist  eine  einseitige  Fläcfte 
(siehe  Kap.  18,  §  l)  von  der  5**"  Glosse  und  der  15**"  Ordnung. 
Bezeichnet  man  mit  F^iy)  die  Function,  welche  man  aus 
F{x)  durch  Vertauschung  aller  Coefficienten  mit  ihren  conjugir- 
ten  erhält  und  ist  F{x)  eine  derartige  Function,  dass 


i^W  =  ->o(-|) 


wird,  so  sind  die  so  erhaltenen  Flächen  im  Allgemeinen  einseitig. 

Wird 

F{x)  =  3 

gesetzt,    so   erhält  man   die   Fläche,   deren   Punkte    die   Coordi- 
naten  haben: 

a?  =  3a  +  3ai52  —  ««,     (r  =  «  +  i/3), 
2/  =  ?'  — 3(3  — 3«V» 

Diese  Minimalfläche  heisst  Fnneper'sche  Fläche.  Sie  ist 
9^^  Ordnung;  ihre  Krümmungslinien  sind  cubische  JPlancurven 
vom  Geschlecht  Null  und  ihre  Äsgmptotenlinien 

a  —  |3  ==  Const.,     a  -^  ß  =  Consi 

sind  cübisdie  Baumcurven. 

Die  Enneper'sdie  Fläche  lässt  sidi  auf  eine  Botationsfläcke 
abwickeln. 

Sie  ist  die  Umliüllende  der  Ebenen,  welche  auf  den  Verbin- 
dungsgeraden  der  Punkte  zweier  Parabeln,  die  denselben  Brenn- 
punkt haben,  in  deren  Mittelpunkt  senkrecht  stehen.     Darboux. 

Alle  der  Enncper' sehen  associirten  (vergl.  S.  499)  Flächen 
haben  dieselbe  Gestalt,  wie  die  Enneper'sche  Fläche. 

Setzt  man 


•)  Die   Construction   der   Meridiancurve   des    Catenoida   wurde 
weiter  oben  S.  497  angegeben. 
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nr)  = :. 


—  » 


SO  ergibt  sich  die  sogenannte  Schwarz' sehe  Minimalfläche,  die 
von  dem  windschiefen  aus  den  beiden  Paaren  sich  gegenüber- 
liegender Kanten  eines  regelmässigen  Tetraeders  gebildeten  Yier- 
seit  begrenzt  wird. 

Diese  Fläche  lost  für  einen  speciellen  Fall  das  sogenannte 
Plateau'sche  Problem  auf,  das  darin  besteht,  für  eine  gegebene 
geschlossene  Umgrenzung  eine  von  diesem  Umfang  begrenzte 
Minimalfläche  zu  construiren,  die  in  ihrem  Inneren  keine  sin- 
gulären  Punkte  enthält. 

Experimentell  löste  Plateau  das  Problem,  indem  er  einen 
Metalldraht  von  der  Form  des  vorgeschriebenen  Umfangs  in 
eine  etwas  klebrige  Flüssigkeit,  z.  B.  in  Glycerin,  tauchte;  die 
äusserst  dünne  Flüssigkeitsscheibe,  die  an  der  Umgrenzung  haften 
bleibt,  ist  nach  den  Principien  der  Mechanik  genau  wie  eine 
Minimalfläche  geformt. 

Von  Minimalflächen  ist  schliesslich  noch  die  sogenannte 
Scherk* seile  TranslationsfläcJie  anzuführen,  welche  sich  ergibt, 
wenn  man  diejenigen  Lösungen  der  Difi'erentialgleichung  der 
Minimalflächen  aufsucht,  welche  die  Form 

z  =  g>(x)  +  g>(y) 
haben. 

Ihre  Gleichung  lautet 

z  =  -  -  {log  cos  (aa?)  —  log  cos  (ay)}  ,     Crelle,  13,  1835. 

Wenn  bei  einer  MinimalfläcJie  die  Krümmungslinien  des 
einen  Systems  eben  sind,  so  müssen  auch  die  des  anderen  Systems 
eben  sein. 

Jede  auf  einer  Minimalfläche  liegende  Gerade  ist  Symmetrie- 
axe  der  Fläche. 

Wenn  eine  Ebene  die  Minimalfläche  in  jedem  ihrer  Schnitt- 
punkte orthogonal  schneidet,  so  ist  sie  Symmetrieebene  für  die 
Fläcfie. 


Wenn  man  von  einem  ganz  speciellen  von  Euler,  Metho- 
dus  inveniendl  etc.,  1744  behandelten  Fall  absieht,  war  La- 
grange, Mise.  Taur.,  2  der  Erste,  der  die  Minimalflächen  stu- 
dirte  und  die  Variationsrechnung  auf  sie  anwandte. 
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Die  Differentialgleichung  der  Minimalflächen  wurde  dann 
von  Meusnier,  Monge,  Legendre,  Ampere  untersucht. 

Andere  bemerkenswerthe  Arbeiten  sind  von  P  o  i  s  s  o  n , 
Crellc,  8;  Scherk,  1.  c;  Steiner,  Berl,  Bcr,,  1840,  der  ein 
Theorem  über  die  den  Minimalflächen  parallelen  Flächen  fand; 
Bonnet,  Compt.  Bend.^  1853;  Enneper,  Zeitsdir.  für  Math.,  9, 
1864;  Weierstrass,  Berl.  Ber.,  1866;  Riemann,  GöU,  Abh.. 
13,  1867;  Beltrami,  Mem,  Acc,  di  Bologna,  1868;  H.  A. 
Schwarz,  Berh  Bcr.,  1872;  Grelle,  80  und  eine  grosse  Beihe 
weiterer  Arbeiten,  gesammelte  math.  Werke,  Berlin  1890,  Bd.  1 ; 
Lie,  Math.  Ann.,  14,   15;  etc. 

Weitere  historische  Angaben  und  eine  erschöpfende  Be- 
handlung des  Gegenstands  findet  man  bei  Darboux,  Lecons 
sur  la  theorie  des  surfaces,  Paris  lß89,  1,  eine  historisclie 
Uebersicht  auch  in  dem  citirten  Aufsatz  von  Beltrami. 

In  der  von  L.  Brill  besorgten  Sammlung  befinden  sich 
zahlreiche  Gipsmodelle  von  Minimalflächen. 


Mit  den  Flächen  von  constanter  mittlerer  Krümmung  be- 
fassten  sich  speciell  Delaunay,  Cr  die,  6;  Sturm,  ib.,  id.; 
Jellet,  ib.,  18;  Dini,  Ann,  di  mal,,  (2)  7;  etc. 


§13.    Evolutenfläohen.    Flächen,  deren  HauptkrümmungB- 
radien  durch  eine  constante  Belation  verbunden  sind. 

Der  Ort  der  beiden  Hauptkrümmungsmittelpunkte  för  die 
Punkte  einer  Fläche,  vergl.  §  9,  heisst  Evolutenflädie  der  gege- 
benen und  diese  selbst  Evolvente. 

Mittlere  Evolute  wird  ferner  die  Fläche  genannt,  die  von 
den  Ebenen  umhüllt  wird,  welche  auf  den  Normalen  zur  ge- 
gebenen Fläche  in  den  Mittelpunkten  des  die  beiden  Krümmungs- 
mittelpunkte verbindenden  Segments  senkrecht  stehen.  Eibaucour. 

Jede  der  beiden  Schalen  der  Evolute  lässt  sich  auch  als 
der  Ort  der  Rückkehrkante  derjenigen  Developpablen  ansehen, 
welche  von  den  Lothen  gebildet  werden,  die  längs  der  Punkte 
einer  Krünunungslinie  eines  jeden  der  beiden  Systeme  auf  die 
Fläche   errichtet  werden. 

Biese  Rüökkehrkanten  sind  geodätische  Linien  der  Evoluten- 
fläche. 

Auf  der  Evolutenfläche  bilden  die  den  Krümmungslinien  der 
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gegebenen  Fläche  entsprechenden  Linien  ein  eonjugtrtes  System. 
Vergl.  §  9. 

Bei  einer  Fläche,  die  so  beschaffen  ist,  dass  eine  consiank 
Bdation  ewisdien  ihren  Hauptkrümmungsradien  besteht,  ent- 
spredien  sich  die  Asymptotenlinien  auf  den  beiden  Schälen  der 
Evolute  und  umgekehrt. 

Für  solche  Flächen^)  ist  das  Frodud  der  totalen  Krüm- 
mungen in  den  entsprechenden  Punkten  der  beiden  Schalen  der 

Evolute  gleich r^,    worin  r^,  r«   die    beiden  Krümmungs- 

vi  —  U) 

radien  der  gegebenen  Flädie  in  jedem  Punkt  sind.     Halphen. 

Speciell:  Bei  den  Flächen  constanter  Krümmung  K  und 
nur  bei  ihnen  entsprechen  die  Asymptotenlinien  auf  den  beiden 
Schalen  der  Evolute  nicht  nur  einander,  sondern  audi  den 
Asymptotenlinien  der  Fläche. 

Auf  den  beiden  Schalen  der  Evolute  von  Flächen,  für 
deren  Krümmungsradien  die  Belation  r^  —  ♦'s  =^  Const.  besteht, 
und  nur  auf  ihnen,    entspreciien  sich  die  Krümmungslinien. 

Jede  Schale  der  Evolute  einer  Fläche,  deren  Krümmungs- 
radien durch  eine  Belation  verbunden  sind,  lässt  sich  auf  eine 
Botationsfläche  abwickeln;  und  umgekehrt:  Mit  Ausnahme  der 
(auf  die  Catenoide  abwickelbaren)  Begelflächen,  die  der  Ort  der 
Haupinormalen  der  Curven  von  constanter  Torsion  sind,  lässt 
sidi  jede  andere  auf  eine  Botationsfläche  (abwickelbare  Fläche  als 
eine  Schale  der  Evolute  einer  Flääie  anseilen,  zunschen  deren 
Krümmungsradien  eine  Belation  besteht  Theorem  von  Weingarten. 

Jede  Sdiale  der  Evolute  einer  pseudosphärischen  Fläche  ist 
auf  ein  Catenoid  abivickelbar. 


•  Die  Flächen,  deren  mittlere  Evolute  sich  auf  einen  Punkt 
reducirt,  wurden  von  Appell,  Amor.  Journ,,  10  studirt  und 
die  Flächen,  deren  Krümmungsradien  der  Gleichung 

genügen ,  worin  (i  eine  Gonstante  hezeichnet  und  ö  der  Abstand 
des  Coordinatenanfangs  von  der  Berührungsebene  ist,  wurden 
von  Goursat  untersucht,  Amer.  Journ.,  10. 

Die  mittlere  Evolute  einer  Goursa tischen  Fläche  ist  wieder 
eine  Goursat'sdie  Fläche. 


*)  Manche  Autoren  nennen  sie  die  Flächen  W.    Siehe  S.  504. 
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Mit  den  Flächen,  deren  Hauptkrümmungsradien  an  eine 
constante  Belation  gebunden  sind,  beschäftigten  sich  We in g- ar- 
ten, Crdle,  62,  103,  nach  welchem  sie  von  einigen  Autoren  die 
Flächen  W  genannt  wurden  (vergl.  S.  503,  Anm.),  dann  Bel- 
trarai,  Ann.  di  mat,  (l),  7;  Dini,  ib.,  id.;  Halphen,  BuU.  Soc. 
matfi.,  4;  Lie,  Bull,  des  scicnccs  math.,  4;  etc. 

Bcltrami  und  Dini  bewiesen  gleidizeüig^  dass  die  einsigen 
mndsdiiefen  Begdflächen,  zwisdien  deren  Hauptkriimmungsradien 
eine  cof^siante  Bdation  hcstdit,  die  Begelhdicoide  sind,  üehrigens 
besitzen  alle  Begelhdicoide  diese  Eigenschaft. 

Lipschitz,  Acta  math.,  10;  Campt  Bend.,  1887  und 
Lilienthal,  Acta  math.,  11  behandelten  den  Fall,  in  welchem 
die  Differenz  zwischen  den  beiden  Hauptkrünunungsradien  con- 
stant  ist. 

Die  Bohrenflädun  sind  als  solche,  för  welche  einer  der 
Kiümmungsradien  constant  bleibt,  ein  specieller  Fall  der  Flächen 
W.  Offenbar  sind  die  Minimalflächen  und  die  Flächen  constanter 
(absoluter  oder  mittlerer)  Krümmung  weitere  specielle  Fälle. 

§  14.    Dreifache  OrthogonalflächensyBteme. 

Wir  wollen  annehmen,  es  liegen  drei  Systeme  von  je  oo* 
Flächen  vor  von  der  Beschaffenheit,  dass  durch  jeden  Punkt 
eines  gewissen  Bereichs  des  Raums  eine  einzige  Fläche  von 
jedem  der  drei  Systeme  geht.  Ordnet  man  jede  Fläche  eines 
jeden  der  drei  Systeme  den  Werthen  dreier  Parameter  ^j,  ^j,  q^ 
eindeutig  zu,  so  kann  man  die  letzteren  als  lirummlinige  Coor- 
dinaien  der  Pimkte  des  Raums  auffassen.  Die  drei  Systeme 
von  Flächen  bilden,  was  man  ein  dreifaches  Flädiensystem  nennt. 

Sind  X,  t/,  z  die  Cartesischen  Coordinaten  der  Punkte  .des 
•Raums  und 

die  nach  den  Parametern  q  aufgelösten  Gleichungen  der  drei 
Flächen,  so  kann  man  sich  die  x^  y^  z  durch  die  q  ausgedrückt 
denken,  und  eine  Relation  zwischen  den  q  entspricht  der  Glei- 
chung einer  Fläche  in  knmaralinigen  Coordinaten  q. 

Das  in  krummlinigen  Coordinaten  ausgedrückte  Quadrat 
des  Abstands  zweier  unendlich  naher  Punkte  des  Raums  ist 
alsdann : 
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+  2;«j2  dQi  dq^  +  2h^^dq^dq^  +  ^h^^dq^dq^, 
worin 

ist  und  unter  dem  Symbol  ^  verstanden  wird,  dass  die  Summe 
der  drei  Tenne  gebildet  werden  soll,  die  man  durch  Vertau- 
schung von  X  mit  y  und  e  erhält. 

Dieser  Abstand  heisst  das  Linienelement  des  Raums. 

Wenn  /ijg  =  Äg^  =  Ä^g  =  0  ist,  so  stellt  jede  der  Flädien 
eines  Systems  auf  jeder  Fläclie  der  beiden  anderen  Systeme 
senkrecht  und  umgekehrt;  in  diesem  Fall  heisst  das  dreifache 
System  dreifaches  Orthogonalsystem, 

Grundlegend  für  die  dreifachen  orthogonalen  Systeme  ist 
das  Dupin'sche  Theorem: 

In  jedem  dreifachen  Orthogonalsystem  ist  die  SchniMinie 
zweier  Flächen  von  verschiedenen  Systemen  eine  KrümmungsUnie 
beider  Flächen, 

Femer,  vollständiger: 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung ,  damit  man 
zweien  aufeinander  senkrechten  Flädiensystemen  ein  drittes  zu 
beiden  orthogonales  System  beiordnen  könne,  besteht  darin,  dass 
die  beiden  ersteren  sidi  längs  Krümmungslinien  schneiden,  Dar- 
boux,  Ann.  de  Vtlc,  norm.,  1866. 

Jedes  System  von  oo^  Kugeln  oder  Ebenen  gehört  zu  u/n- 
endlich  vielen  dreifadien  Orthogonalsystemen. 

Jedes  System  von  parallelen  Flächen  gehört  einem  dreifachen 
Orthogonalsystem  an;  die  Flächen  der  beiden  übrigen  Systeme 
sind  die  Developpablen,  die  durch  die  Normalen  längs  der  Kriim- 
mu/ngslinien  der  gegebetien  Fläcfie  erzeugt  werden. 

Bei  dem  dreifachen  Orthogonalsystem  bestellen  zwisdien  den 
H,  als  Functionen  der  q,  die  sechs  sogenannten  Lame'scJien 
Differentialgleich  ungen  : 

~  + 


CQjdg/^       i/jt  dQj  dgj,    "^  H^  dqj^  dgj  ' 
dQi\il]  dg^J  "•    dgj^  \Ä^  dgj^J    '    H/  cgj  cgj 


=  0. 


Iiiämtesiinaltheorie. 

.-.    itMM    die  H  genügen   müssen,    sind 

•t  'i\   damit  man   ein   dreifaclies   Ortho- 

••#*   </>  erfüllt  sind,   so  existirt  ein   und 

•     u'mMisgstem,  tceldies  ihnen  entspricht. 

^^ '  9  mation  des  Baums  durch  reciproke  Ha- 

-  ufif'acJie  Orüiogonalsystem  in  ein  anderes 

.      .-.«TW  übergeführt 

•^•j:>ten   und   am   meisten  studirten    Systeme 
jfcfr    ireifacbe   Orthogonalsystem    der  confocalen 

.  o^   i*  H  drei  Flächenschaarcn  (ä^  >  6*  >  c*) : 


z* 


,  ,t^  M  ^-s^  «iM^er  EUipsoide,  die  zweite  einsdialige  Hyper- 
i\v  Jintte  etveischalige  Hyperboloide  enffUUt.     Siehe 


•••».• 
-f»*. 


»^    ^\vcd;:iAWn»  welche   einem  solchen   dreifachen  Ortho- 
..vx.*..«   ^Kispnechen,  pflegt  man    elliptisclie  Coordinaten  zu 

;^  ^*^--At  des  Liniendeme^its   in   dliptisclien  Coordina- 

(Pi  —  9t)  (Pi  —  Pa) 


^\<* 


4   l(iM=U(&*  +  Pi)  (c*  +  Pi)  "^^l   "t" 

(g, -e8)(ei  ~Pi) .9  , 

+  (ä«  +  P.)  (ft*  +  9t)  (c*  +  P.)  ''^    "^ 
+  (SH^P.)  (ö'  +  9s)  (C*  +  p.)  "^^3   /  • 


Pio  Theorie  der  krummlinigen  Coordinaten  im  Raum  wurde 

•vrsT  fttr  den  speciellen  Fall  elliptischer  Coordinaten  von  Lame, 

^  m  i>»Y5.  por  divers  savants  ä  VAcademie  de  Paris,  5,  1833; 

^.»„r    2   und  später  von  demselben  Autor  für  den  allgemeinen 

>Vil  ortiiogonaler  Coordinaten  eingefahrt,  Crdle,  5,  16;  Legons 

^r  les  coordonnees  cun-üignej^    ^-"«  1859.     Vergl.  auch  C.  G. 


§  15.   Ltiniencongruenzen.  507 

J.  Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik,  herausg.  von  A.  Clebscb, 
1866. 

Andere  Arbeiten  sind  von  Aoust,  CreUe,  58;  Ann.  di  mat, 
(1),  6;  (2),  2,  3,  5;  Brioschi,  ib.,  (2),  1;  Codazzi,  Ann.  di 
scienze  mat.  e  fis,  di  Tartolini,  8,  1857;  Ann.  di  md.,  (2),  1, 
2,  4,  5;  Darboux,  Ann.  de  VEc.  norm.,  1866,  1878;  Roberts, 
Grelle,  62;  etc. 

Neuer  sind  die  Aufsätze  von  Bianchi,  Giom.d%BaU.y21^22\ 
Ann.  di  mat,  (2),  13,  14,  18,  19;  Bend.  Acc.  Lincei,  1885, 
1886,  1890;  Mem.  Acc.  Lincei,  1887;  etc.  In  diesen  Arbeiten 
werden  die  Ortbogonalsysteme,  welcbe  ein  System  pseudospbä- 
riscber  Flächen  (oder  auch  von  Flächen  constanter  positiver 
Krümmung)  von  demselben  Radius  enthalten,  nach  Weingarten, 
der  zuerst  ihre  Existenz  erkannte,  Weingarten' sdte  dreifache 
Systeme  genannt. 

Eine  wichtige  Classe  dieser  Systeme  entdeckte  im  Jahr 
1870  Ribaucour,  Compt  Bend.,  70.  Ueber  das  Fundamental- 
theorem Weingarten 's  in  Bezug  auf  diese  Systeme  berichtete 
zuerst  Bianchi,  Bend.  Acc.  Lincei,  25.  Febr.  1885,  15.  März 
1885. 

Ein  neues  Buch  von  Darboux,  Legons  sur  les  »gstemes 
orthag.,  etc.,  Paris  1898  ist  ausschliesslich  der  Theorie  der  drei- 
fachen Systeme  und  der  krummlinigen  Coordinaten  im  Raum 
gewidmet. 

§  15.   Liniencongruenzen. 

Wir  haben  schon  an  einer  anderen  Stelle  (Kap.  14)  die 
Liniencongruenzen  im  Baum,  die  auch  Strahlensysteme  genannt 
werden,  d.  h.  die  Gesammtheiten  von  cx>^  Geraden  oder  Strahlen 
des  Raums,  definirt. 

Diese  Theorie,  welche  in  enger  Beziehung  zur  Flächen- 
theorie steht,  wurde  nicht  nur  vom  Standpunkt  der  Liniengeo- 
metrie aus,  sondern  eingehend  auch  unter  Zugrundelegung  der 
Infinitesimalgeometrie  studirt,  wobei  man  sich  die  Congruenz  be- 
liebig (algebraisch  dder  nicht)  vorstellte. 

Wir  wollen  uns  nun  denken,  die  Congruenz  werde  durch  eine 
Fläche  geschnitten,  und  als  Ausgangspunkt  sei  auf  einem  Strahl 
der  Congruenz  einer  der  Punkte  angenommen,  in  denen  dieser 
Strahl  die  Fläche  trifft. 

Es  seien  x,y^  z  die  Coordinaten  dieses  Punkts  und  X,  Y,  Z 
die  Richtungscosinus  des  Strahls. 
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Wir  wählen  ein  krummliniges  Coordinatensystem  u,  v  auf 
der  Fläche,  setzen*): 

^  \du)    ~^'       ^  du  du~  ^' 

j^  du  dv  ~  ^ '       j^   dudv~'' 


2 


dXdx  _ 
dv  dv        ^ 


und  führen  die  beiden  FundamentcUdifferentialfarmen 

Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^  =  ds^^  =^(e^X)^ 
edu^  +  {f+f)dudv  +  gdv^  =^dxdX 

ein,  von  denen  die  erste  das  Quadrat  des  Linienelements  der  ^hä- 
risdien  Abbildung  der  Congruenz  darstellt,  d.  h.  derjenigen 
Curve,  die  man  auf  einer  Kugel  vom  Radius  1  erhält,  wenn 
von  dem  Centrum  der  Kugel  Eadien  parallel  zu  den  Strahlen 
der  Congruenz  gezogen  werden,  und  die  Schnittpunkte  dieser 
Radien  mit  der  Kugelfläche  als  den  Strahlen  der  Congruenz  ent- 
sprechend abgesehen  werden. 

Bezeichnet  man  mit  dp  den  kleinsten  (unendlich  kleinen) 
Abstand  eines  Strahls  {u,  v)  der  Congruenz  von  einem  anderen 
ihm  unendlich  nahen  (u  -{-  du^  v  -\-  dv)^  so  ist 

1  \  Edu4-  Fdv,   Fdu-^-Gdv 

dp  =  ■—, f 

yFG-F*d8,\    edu  +  fdv,      fdu-^-gdv 

und,  wenn  r  die  Äbsdsse  des  Fusspmikts  dieses  kleinsten  Äb- 
stands  auf  dem  Strahl   (u,  v)  bedeutet: 

crfM«  +  (/*+  f)dudv  +  gdv^ 

**  ~        ~E dü^~^2Fd udv  +^d v- 

Auf  jedem  Strahl  bez.  für  jeden  Strahl  der  Congruenz 
sind  die  beidefi  Grcnzpunkte^  die  beiden  Brennpunkte  (Focalpunkte), 
der  Central-  oder  Mittelpunkt,  die  beiden  Hauptebenen,  die  beiden 
Focalebenen  etc.  zu  unterscheiden,  über  deren  Definition  wir  auf 
Kap.  14  verweisen. 


*)  Die  Symbole  2^  sollen  sich  über  die  drei  Buchstaben  a:,  y,  z 
bez.  X,  y,  Z  anf  leicht  verständliche  Art  erstrecken. 
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Die  Abscissen  r^,  r^  der  beiden  Grenzpunkte  sind  durch 
die   Wurzeln  der  Gleichung 

(EG-F^)r^+  [gE  —  (f+r)F+eG)r  + 

+"-  (¥)'  -  «■ 

und  die  Abscissen  Q^,  q^  der  beiden  Brennpunkte  durch 

(Eff— F»)?«  +  {gE—(f+r)J''-^cG]Q  +  cg-  ff^  0 

gegeben. 

Nennt  man  ta  den  Winkel,  den  der  kleinste  Abstand  dp 
des  Strahls  (m,  v)  von  dem  Strahl  (u  -j-  du,  v  -}-  dv)  mit  dem 
Loth  bildet,  dessen  Fusspunkt  in  den  Grenzpunkt  fäUt,  so  ist 

r  =  rj^  cos*©  +  1*2  sin*©,     (die  Hamilton'sche  Formel), 

Wird  mit  2d  der  Abstand  der  beiden  Grenzpunkte  und 
mit  2i  der  Abstand  der  beiden  Brennpunkte  von  einander  be- 
zeichnet, so  erhält  man 

"  °  4{EG  —  F») 

Wenn  unter  y  der  Winkel  verstanden  wird,  den  die  Focal- 
cbenen  miteinander  bilden,  so  ist 


cosy  = ^ ,      smy  =  -^ 


Durch  einen  Punkt  P  eines  Strahls  l  der  Congruenz  legen 
wir  eine  Ebene  JT  senkrecht  zum  Strahl  und  ziehen  in  TL  um  P 
eine  unendlich  kleine  Curve  c,  die  eine  Fläche  vom  Inhalt  A 
umschliesse.  Auf  der  Bildkugel  bestimmen  dann  die  Radien, 
welche  den  von  den  Punkten  von  c  ausgehenden  Strahlen  ent- 
sprechen, eine  unendlich  kleine  geschlossene  sphärische  Curve  c 
mit  einer  Fläche  vom  Inhalt  A\ 

Die  Grenze  des  Verhältnisses  -r  heisst  das  Dicfitigkeitstnass 
der  Congruenz  im  Funkt  F. 

Das  Dichtigk^tsmass  der  Congruenz  in  dem  auf  einem 
SiraJd  l  liegenden  Punkt  P  ist  dem  recipröken  Wertli  des  Produkts 
aus  den  Abständen  der  beiden  auf  l  liegenden  Brennpunkte  von 
P  gleich. 

Das  kleine  Bündel  von  Strahlen,  die  von  der  Peripherie 
der  Curve  c  ausgehen,  heisst  ein  unendlidi  dünnes  Strahlen- 
bündel  und  die  Gerade  l  seine  Axe. 
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Sclmeidet  man  es  mit  der  durcb  P  gehenden  und  auf  dem 
Fimdamentalstrahl  l  senkrecliten  Ebene,  so  erhält  man  als 
Schnitt  die  Gurve  c;  schneidet  man  es  mit  einer  anderen  zur 
ersten  parallelen  Ebene,  die  durch  den  Punkt  Pj  von  {  gebt^ 
so  ergiebt  sich  ein  zweiter  Schnitt  c^;  die  Fla'cJieninhalte  der  von 
diesen  beiden  Curven  umschlossenen  Ebenenstücke  verhalten  sich 
umgekehrt  une  die  Dichtigkeitsmasse  in  den  betreffenden  Funkten 
P  und  P^, 

Wenn  mit  r  die  Abscisse  des  auf  dem  Strahl  l  liegenden 
Punkts  P  bezeichnet  wird,  so  ist  das  Dichtigkcitsmass  in  P 


(EG--F*)r*+  {gE^(f+nF+eG\r  +  €g^fr 

Bas  Dichtigkcitsmass  ist  immer  reell;  wenn  audi  die  Brenn- 
punkte reeU  sind,  so  ist  das  Dichtigkcitsmass  für  die  Punkte, 
icelche  ausserhalb  des  Segments  liegen,  das  die  Brennpunkte  ver- 
bindet, positiv,  für  die  Punkte  im  Inneren  des  Segments  negativ, 
in  den  Brennpunkten  unendlich  gross  und  hat  den  grösst^n 
negativen  Werth  in  dem  Mittelpunkt  des  Strahls;  sind  dagegen 
die  Brennpunkte  imaginär,  so  ist  das  DicJitigkeitsmass  immer 
positiv  und  erreiclit  sein  Maximum  in  dem  Mittelpunkt  des  Sh'ahls, 


Ist  eine  Strahlencongruenz  gegeben,  so  sind  fünf  Flächen 
von  Bedeutung,  die  mit  der  Congruenz  bemerkenswerthe  Be- 
ziehungen haben;  es  sind  die  Flächen,  die  von  den  beiden 
Grenzpunkten,  den  beiden  Brennpunkten  und  dem  Mittelpunkt 
erzeugt  werden.  Sie  heissen  bezüglich  Gremflächcfi,  Focalflächen 
und  Mittelfläche. 

Die  Strahlen  der  Congruenz  sind  die  den  beiden  Focal- 
flächen gemeinsamen  Tangenteti. 

Begdflächen  einer  Congruenz  heissen  die  Flächen,  deren 
Erzeugende  Strahlen  der  Congruenz  sind  und  Hauptregelflächen 
der  Congruenz  diejenigen,  deren  Strictionslinien  mit  dem  Ort 
der  Grenzpunkte  der  als  Strahlen  der  Congruenz  angehörigen 
Erzeugenden  zusammenfallen. 

Es  gibt  zwei  Systeme  von  Hauptregelflächeti, 

Unter  den  Begelflächen  der  Congruenz  existiren  unendlich 
viele  Developpahle ;  insbesondere  gibt  es  zwei  Systeme  solcher 
Devdoppablen, 
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Normalencangruenzcn  werden  diejenigen  genannt,  deren 
Strahlen  senkrecht  auf  derselben  Fläche  stehen. 

Die  noihwendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  man 
eine  Kormalencongruenz  habe,  besteht  darin,  dass  die  Brenn- 
punkte mit  den  Grenzpunkten  zusammenfallen,  oder  die  Focal- 
denen   senkrecht  aufeinander  steJien. 

Bei  einer  Normalencongruenz  fallen  die  beiden  Focalflädien 
mit  den  beiden  Schalen  der  Evolute  der  zur  Congruenz  senk- 
rechten Flädie  zusammen,  und  das  Dichtigkeitsmctss  in  den 
Punkten  dieser  senkrechten  Fläche  fällt  mit  der  totalen  Krüm- 
mung derselben  zusammen. 

Wenn  eine  Normalencongruenz  von  LichtstraJilen  eine  belie- 
bige Anzahl  von  Eeflexionen  und  Befraciionen  erleidet,  so  bleibt 
sie  immer  eine  Normalencongruenz.  Hieorem  von  Malus-Dupin, 
Siehe  auch  Kap.  17,  §  3   über   die  Eaustiken    oder  Brennlinien. 

Mit  diesem  berühmten  Theorem  ist  ein  Satz  von  Beltrami, 
Bicerdie  di  analisi  etc.,  Giorn.  di  Batt.,  2,  3  verwandt,  der 
aussagt: 

Wenn  man  sich  denkt,  von  den  Punkten  einer  Flädie  S 
gehen  die  Strahlen  l  einer  Normalencongruenz  aus,  und  zu  dieser 
Congruenz  sei  die  Normalfläche  consiruirt,  welche  die  Strahlen  l 
in  Punkten  P  schneidet,  und  wenn  dann  die  Fläche  S  derart 
deformirt  wird,  dass  die  Strahlen  der  CongruepiZ  unveränderlidi 
mit  ihr  verbunden  bleiben,  so  ist  audi  die  neue  so  erhaltene 
Congruenz  wieder  Normalencongruenz  u/nd  die  zu  ihr  orthogonale 
Fläche  ist  der  Ort  der  neuen  Lagen  der  Punkte  P. 

Nach  dem  Malus -Dupin'schen  Theorem  ist  die  Norma- 
lität ein  Merkmal  der  geradlinigen  Gongruenzen,  das  bei  beliebig 
vielen  Befractionen  invariant  bleibt.  Levi-Civita,  Bend.  Acc. 
Lincei,  1900,  p.  185  und  237  hat  bewiesen,  dass  es  das  einzige 
invariante  Merkmal  ist. 


Wenn  in  einer  Strahlencongruenz  der  Abstand  der  Brenn- 
punkte und  zugleich  der  Abstand  der  Grenzpunkte  constant  bleiben, 
so  sind  die  beiden  Brennflädien  pseudosphärische  Flächen,  deren 
Badius  dem  Abstand  der  Grenzpunkte  gleich  ist.  Bianchi, 
Ann.  di  mat.,  (2),  15. 

Diese  Gongruenzen  nannte  Bianchi  pseudosphärische. 
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Eine  Gongruenz,  für  welche 

ist,  heisst  dne  Bihaucour'sche  isotrope  Coiigrumz. 

Eine  FläcJie,  welche  von  den  Ebenen  eingehüIM  wird,  die 
auf  den  Strählen  einer  isotropen  Congrucnz  in  deren  Mittel- 
punkten senkrecJit  stefien,  ist  eine  Minimalfläche.     Bibaucour. 


Zugleich  mit  der  Theorie  der  Flächen  wurden  von  Monge 
und  seinen  Schülern  die  von  den  Normalen  einer  Fläche  gebil- 
deten Congruenzen  studirt.  Das  oben  angegebene  von  Malus 
gefundene  Theorem  über  diese  Normalencongruenzen  bezog  sich 
anfangs  nur  auf  ein  System  von  Strahlen,  die  von  einem  Punkt 
ausgehen.  Journ.  de  VEc,  pol.,  cahier  14,  1808.  Es  wurde  später 
von  Dupin  vervollständigt  und  erhielt  so  die  Fassung,  in  der 
wir  es  gebracht  haben.  Äpplic.  de  g4om.  etc.  pour  faire  suiie 
aux  Bcvelopp,  de  geom.,  Paris  1822. 

Die  Congruenzen  im  Allgemeinen  wurden  dann  von  verschie- 
denen Autoren  untersucht,  von  Gergonne,  Qu  et  el  et  und  be- 
sonders auch  von  Hamilton,  Irish  Trans.,  15,  16,  17,  1828 
— 1837 5  später  wurde  ihre  Theorie  von  Kummer,  CreUe,  57, 
1860;  BerL  Monatsber.,  1859 — 60  wieder  aufgenommen  und 
mit  grossem  Erfolg  weiter  entwickelt. 

Diesen  Arbeiten  schliessen  sich  zahlreiche  andere  an.  Die 
neuesten  sind  von  Weingarten,  Grelle,  98;  Bianchi,  1.  c, 
Guichard,  Ann.  de  Vik.  norm.,  (3),  6;  Compt.  Rend.,  1890, 
1892;  etc.  Vergl.  auch  das  wiederholt  citirte  Werk  von 
Bianchi,  Lezioni  di  geometria  differenziale ,  Pisa  1894,  deutsch 
von  Lukat,  Vorlesungen  über  Differentialgeometrie,  Leipzig  1899. 


Kapitel  XVH. 

Metrisch  specialisirte  Hanpterzengangsarteii 

und  Transformationen  von  Curven  nnd  Fläclien. 

Die  Oeometrie  specieller  Cnrven. 

§  1.    Inverae  und  Desargnesisohe  Cnrven  und  Fl&chen. 

Transformation  dnroh  reoiproke  Badienveotoren. 

Desargnesisohe  Transformation. 

Auf  S.  159  wurde  schon  gesagt,  dass  sich  die  Transformation 
durcJi  reciproTce  Eadienvedoren  oder  die  Inversion  als  specieller 
Pall  einer  birationalen  quadratischen  Transformation  ergibt, 
wenn  von  den  drei  Fundamentalpunkten  der  Transformation 
zwei  in  die  beiden  Ereispunkte  der  Ebene  imd  der  dritte  in 
den  Anfangspunkt  der  Cartesischen  Goordinaten  verlegt  werden. 

Geometrisch  lässt  sich  diese  Transformation  auf  die  fol- 
gende Art  definiren: 

Es  sei  in  der  Ebene  ein  Kreis  vom  Radius  R  gegeben, 
dessen  Centrum  im  Coordinatenanfang  0  liege;  einem  Punkt 
der  Ebene,  dessen   Radiusvector  r  und  Argument  9  ist,    wird 

der  Punkt  vom  Argument  g>  und  Radiusvector  —   zugeordnet. 

Der  Radius  li  heisst  der  Modul  der  Inversion  und  der  Punkt 
O  der  Fol  oder  das  Centrum  der  Inversion, 

Wenn  man  dieselbe  Operation  statt  in  der  Ebene  im 
Raum  vornimmt  und  eine  Kugel  vom  Radius  H  zu  Grund  legt, 
so  erhält  man  die  Trafisformaiion  durch  reoiproke  Badienvectoren 
im  Raum. 

Eine  Curve  oder  Fläche  wird  auf  diese  Art  in  eine  andere 
Curve  oder  Fläche  übergeführt,  welche  die  Inverse  der  gegebe- 
nen heisst. 

Dem  Punkt  0  entspridit  die  unendlich  ferne  Gerade  bez. 
die  unendlich  ferne  Ebene, 

Pascal,  Bepertorium.  ü.  33 
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Die  einzigen  Funkte,  die  sich  selbst  entsprechen,  sind  die 
Punkte  des  Kreisees  hz.  der  Kugd, 

Einer  durch  den  Pol  0  gehenden  Geraden  entspricht  diese 
Gerade  selbst. 

Einer  beliebigen  Geraden  entspricht  ein  durch  0  gehender 
Kreis.  In  dem  Fall  der  ebenen  Transformation  ist  die  gegebene 
Gerade  die  Badicalaxe  des  Kreises  vom  Centrum  0  u/nd  des 
Kreises,  der  durch  0  geht 

Einem  beliebigen  Kreis  entspricht  ein  anderer  Kreis,  der 
mit  dem  Fundamentalkreis  (im  Fall  der  ebenen  Transform€Uion) 
dieselbe  Badicalaxe,  wie  der  gegebene  Kreis,  gemeinschaftlich  hat. 
Die  Ausdehnung  dieser  Sätze  auf  die  Transformation  im  Baum 
kann  man  leicht  selbst  ausfahren. 

Eine  sehr  wichtige  Eigenschaft  dieser  Transformation  be- 
steht darin,  dass  sie  conform  (isogonal,  winkeltreu)  ist,  d.  h.  dass 
durch  sie  die  Winkel  nicht  verändert  werden. 

Bemerkenswerth  ist  das  Theorem: 

Die  Normale  zu  einer  Curve  in  einem  Punkt  P  und  die 
Normale  zu  ihrer  inversen  Curve  in  dem  entsprechenden  Punkt 
Q  schneiden  sich  in  einem  Punkt  des  in  dem  Mittelpunkt  von 
PQ  auf  PQ  errichteten  Lofhs. 

Eine  Curve  oder  Fläche,  welche  die  Eigenschaft  hat,  sich 
mittelst  einer  besonderen  Transformation  durch  reciproke  Ba- 
dienvectoren  in  sich  selbst  zu  verwandeln,  pflegt  man  anäUag- 
matisch  zu  nennen. 

Die  anallagmatischen  doppelt  gekrümmten  Curven  4*®'  Ord- 
nimg hat  Darboux,  Sur  une  classe  rcmarquable  de  courbes 
et  surfaces  etc.,  Paris  (1873),  2.  Aufl.,  1896  Cykliken  (cycliques) 
genannt.  Sie  sind  die  Schnitte  einer  Eugel  mit  einer  Fläche 
2^  Grads. 

Die  anallagmatischen  Flächen  4**'  Ordnung  sind  die  Cydiden. 
Vergl.  Kap.  12,  §  7. 

Moutard  hat  nachgewiesen,  da^s  jede  anaUagmatische 
Curve  die  Enveloppe  einer  Beihe  von  Kreisen  ist,  die  auf  einem 
festen  Kreis  senkrecht  stehen,  dessen  Mittelpunkt  im  Centrum  der 
Inversion  liegt,  und  dessen  Badius  der  Modul  der  Inversion  ist. 
Siehe  die  Citate  in  Kap.  12,  §  7. 


Nach  dem  Namen  Desargues  pflegt  man  Desarguesische 
Transformation  (fr.  Trans  f.  Ärgucsienne,  it.  trasf  Arguesiana)  die 
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quadratische  Transformation  zu  nennen,  welche  metrisch  durch 
die  folgende .  geometrische  Construction  specialisirt  wird. 

Es  sei  ein  Fundamentaldreieck  ABC  gegeben;  man  erhält 
den  einem  Punkt  P  entsprechenden  Punkt,  wenn  P  mit  den 
drei  Ecken  verbunden  wird  und  dann  die  zu  ÄPy  BP^  CP  in 
Bezug  auf  die  Halbirungsgeraden  der  drei  Dreieckswinkel  sym- 
metrischen Geraden  gezogen  werden.  Der  Schnittpunkt  dieser 
drei  Geraden  ist  der  dem  Punkt  P  entsprechende  Punkt. 

Die  so  transformirte  Curve  heisst  die  Desarguesisdie  der 
gegebenen  Curve, 

Der  dem  Dreieck  ABO  umschriebene  Kreis  ist  die  Desargue- 
sisdie Curve  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene.  Die 
Desarguesisdie  Curve  eines  Durchmessers  dieses  Kreises  ist  eine 
gleichseitige  Hyperbel, 

Diese  Transformation  wurde  untersucht  von  Cayle  j,  Joum. 
de  Liouv,,  1849;  Mathieu,  Nouv,  Ann,,  1865,  p.  393,  481, 
529;  Saltel,  Mem.  de  VAc,  de  Belg,,  1872;  etc. 

Sie  verdankt  dem  letzten  Autor  ihre  Benennung;  sie  wurde 
schon  von  Steiner  und  Magnus  studirt. 

§  2.    FasBptmktourven  bes.  -fläohen  ebener  Curven  nnd 
Flächen.    Radiale  Curven  ebener  Gnrven. 

Fusspunktcurve  (Peddlcurve,  franz.  podaire,  pedale)  oder 
auch  speciell  positive  oder  directe  Fusspunktcurve  eines  Punkts  P 
in  Bezug  auf  eine  ebene  Curve  C  ist  der  geometrische  Ort  der 
Fusspunkte  der  von  dem  gegebenen  Punkt,  dem  Pol  oder  Cen- 
trum,  auf  die  Tangenten  an  die  Curve  C  geflQlten  Lothe. 

Die  gegebene  Curve  heisst  dagegen  negative  oder  inverse 
Fusspunktcurve  in  Bezug  auf  die  eben  definirte  Fusspunktcurve. 

Aehnliche  Definitionen  gelten  für  die  Fusspunktflächen  einer 
Fläche, 

Die  Kormale  in  einem  Punkt  der  Fusspunktcurve  geht  durdi 
den  Mittelpunkt  des  Segments,  welches  den  Pol  mit  dem  entsprechen- 
den Punkt  der  Curve  C  verbindet. 

Die  Fusspunktcurve  einer  Curve  0  vom  Pol  P  aus  ist  die 
durdi  reciproke  Badienvectoren  transformirte  Curve  (d.  h.  die 
Inverse)  der  reciprokcn  Polarcurve  von  C  in  Bezug  auf  einen 
bdiebigen  von  dem  Centrum  P  aus  beschriebenen  Kreis. 

Nennt  man  s\  q'  den  Bogen  und  den  Krümmungsradius 
der  Fusspunktcurve  imd  s^  q  diejenigen  der  gegebenen  Curve, 
r  den  Abstand   des  Punktes  P  von   den  Punkten   Q  der   gege- 

33* 
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benen  Curve,  6  den  Winkel,  den  PQ  mit  der  Tangente  in  Q 
bildet,  ^0  erhäU  man  die  natürliche  Gleichung  dßr  Fusspunkt- 
curve  durch  Elimination  von  s  aus 

s'==l—ds,      und     p'= -5 ^—z^- 

J    Q  ^         2r  —  ^  ßin0 

Das  folgende  Theorem  von  Steiner,  CreUe,  21  über  die 
Fusspunktcurven  ist  bemerkenswerth: 

Wenn  man  von  einer  gescfdossenen  Curve  C  ohne  Wendungen 
die  Fussptmktcurve  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  P  con- 
struirt,  sich  dann  die  nämliche  Curve  C  starr  mit  P  verbunden 
denkt  und  sie  auf  einer  Geraden  so  rollen  lässt,  dass  P  eine 
sogencmnte  cycloidenartige  Curve  oder  Boulette  beschreibt  (vergl. 
§6),  so  ist  der  Bogen  der  letzteren  dem  entsprechenden  Bogen 
der  Fusspunktcurve  gleich,  und  der  Inhalt  der  von  der  Boulette 
und  der  Geraden  begrenzten  Flächte  ist  doppelt  so  gross  als  der 
Inhalt  der  von  der  Fusspunktcurve  eingeschlossenen  Fläche. 

Femer: 

Wenn  man  die  Fusspunktcurve  in  Bezug  auf  den  Pol  P 
auf  der  von  dem  Punkt  P  auf  die  eben  angegebene  Art  besclirie- 
henen  Boulette  rollen  lässt,  so  ist  der  Ort  des  Pufikis  P  eifie 
Gerade.     TJieorem  von  Hab  ich. 

Die  Inverse  des  Badiusvectors  einer  ebenen  Curve  C  ist  der 
Differenz  zwiscJien  den  Tnversen  der  Krümmungsradien  der  Fuss- 
punktcurve und  der  Boulette  der  Curve  C  gleich,  wenn  die  Fuss- 
punktcurve  den  Anfangspunkt  der  Badienvectoren  zum  Pol  hat 
und  die  Boulette  durdi  den  nämlicJien  mit  der  Curve  C  starr  ver- 
bundenen Punkt  bei  dem  Bollen  von  C  auf  einer  Geraden  er- 
zeugt wird. 

Vergl.  P.  Franck,  lieber  die  Flächeninhalte  und  Bogen- 
längen von  Fusspunktcurven  und  Bollcurven,  Leipziger  Diss.  1899; 
Kowalewski,  üeber  Fusspunktcurven  von  Ovalen  mit  Mittel- 
punkt, Leips.  Ber,,  1901. 

Eine  Beziehung  zwischen  der  Fusspunktcurve  und  der 
Brenn linie  findet  man  in  §  3. 


Die  radiale  Curve  einer  ebenen  Curve  C  ist  der  geome- 
trische Ort  der  Endpunkte  der  von  einem  festen  Punkt  aus- 
gehenden Segmente,  welche  dieselbe  Länge  und  Richtung  haben, 
wie  die  Krümmungsradien  der  Curve  C     Tucker. 
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Die  radiale  Purve  des  Kegüschnitts 

hat,  wenn  der  Anfa/ngspwnkt  der  Segmente  mit  dem  Coordinaten- 
anfang  zusammenfällt,  die  Gleichung: 

(a«x«  +  ftV)»  =  a*h\x^  +  y^^,     Tucker. 

Die  radiale  Curve  einer  algebraischen  Curve  w**'  Ordnung 
ist  im  Allgemeinen  eine  algebraische  Curve  3n(n  —  1)**'  Ord- 
nung.    Loria. 

Die  radiale  Curve  einer  rationalen  Curve  w**'  Ordnung  ist 
im  Allgemeinen  von  der  Ordnung  6(n — l).     Loria. 

Von  Literatur  geben  wir  an: 

Tucker,  Proc.  Lond,  Math,  Soc,  1,  1865;  Quart.  Journ. 
of  Math.,  18,  1882;  Loria,  Periodico  di  Mat,  t.  17,  1901; 
Bend.  Palermo,  t.  16,  1902. 

§  3.   EaiLBtisohe  Curven  und  Flächen. 

Wenn  von  einem  Punkt  in  endlichem  oder  unendlich  grossem 
Abstand,  dem  leuditenden  Punkt,  Strahlen  ausgehen  und  auf  eine 
ebene  Curve,  die  Dirimante,  franz.  dirimanfe,  it.  curva  dirimente 
einfallend,  von  dieser  reflecHrt  oder  gebrochen*)  werden,  so  nennt 
man  die  Enveloppe  der  so  reflectirten  bez.  gebrochenen  Strahlen 
die  Brennlinien  oder  Kaustiken  der  Curve.  Diese  werden  daher 
in  Kaustiken  durch  Beflexion  (KatakauMiken  oder  katoptrisdie 
Kaustiken)  und  Kaustiken  durch  Befraction  (Diakaustiken  oder 
dioptrische  Kaustiken)   unterschieden. 

Man  kann  den  Begriff  der  Kaustiken  erweitem,  wenn 
man  sich  denkt,  die  einfallenden  Strahlen  gehen,  anstatt  von 
einem  Pimkt,  allgemeiner  in  normaler  Richtung  von  einer 
gegebenen  Curve  aus,  d.  h.  sie  bilden  ein  sogenanntes  Norma- 
lensystem,    Femer    lassen    sich    selbstverständlich    diese    ünter- 


*)  Wenn  ein  in  einen  Punkt  P  einer  Curve  einfallender  Strahl 
gegeben  ist^  so  heisst,  wie  man  aus  den  Elementen  der  Physik  weiss, 
durch  die  Curve  reflectirt  derjenige  Strahl,  der  mit  der  Normalen 
zur  Curve  in  P  denselben  Winkel  bildet,  wie  der  Einfal  1  strahl ;  ge- 
brochen heisst  dagegen  der  Strahl,  wenn  das  Yerhältniss  der  Sinus 
der  Winkel,  welche  der  Einfallstrahl  imd  der  gebrochei^e  Strahl  mit 
der  Normalen  zur  Curve  in  P  machen,  constant  ist.  Dieses  constante 
Verhältniss  wird  Brechungsexponent  genannt. 
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suchungen  auf  den  Raum  ausdehnen,  indem  man  sich  ein 
doppelt  unendliches  System  einfallender  Strahlen  (die  von  einem 
Punkt  oder  normal  von  einer  Fläche  ausgehen)  vorstellt,  d.  h. 
eine  sogenannte  Normalenconffruenz  einfallender  Strahlen  (vergl. 
Kap.  16),  alsdann  eine  beliebige  zweite  Fläche  annimmt  und 
den  Ort  der  Schnittpunkte  der  von  dieser  zweiten  Fläche  reflec- 
tirten  oder  gebrochenen  einander  unendlich  nahen  Strahlen  be- 
trachtet. 

Das  Theorem  von  Malus-Dupin  über  die  normalen 
Strahlencongruenzen  (Kap.  16,  §  15)  enthält  als  speciellen  Fall 
offenbar  den  folgenden: 

Ist  in  der  Ebene  ein  Normalensystem  (d.  h.  sind  die  Normalen 
einer  Curve)  gegeben,  so  ergibt  sich  nach  einer  beliebigen  An- 
zahl von  Reflexionen  oder  Refractionen  immer  wieder  ein  Nor- 
malensgstem,  d.  h.  es  icird  immer  dne  Curve  existiren,  welche 
diese  reflecUrten  oder  gebrochenen  Strdfden  zu  Normalen  hat 

Auf  diese  Art  stellen  sich  die  ebenen  Brennlinien  als  die 
Evoluten  gewisser  Curven  dar,  die  Quetelet  seoundäre  Brenn- 
Unten  oder  antikaustische  Linien  nannte. 

Es  gelten  nun  die  folgenden  allgemeinen  Sätze  von  Ger- 
gönne: 

I.  Die  Brennlinie  durch  Reflexion  eines  ebenen  Normalen- 
Systems  ist  die  Evolute  der  Envdoppe  aller  Kreise,  deren  Mittel- 
punkte auf  der  refledirenden  Curve  liegen,  und  welche  die  Curve 
berühren,  auf  der  die  einfallenden  Strahlen  senkrecht  stehen. 

n.  Die  Brennlinie  durch  Refraction  eines  ebenen  Normalen- 
systems ist  die  Evolute  der  Curve,  welche  die  Kreise  unüiiUlt, 
deren  Mittelpunkte  auf  der  brechenden  Curve  liegen,  und  deren 

Halbmesser   in  dem   Verhältniss  -     zu  dem  Abstand  der  MiUd- 

n 

punkte  von  der  Curve  stehen,  auf  welcher  alle  einfallenden  Strahlen 

normal  sind;  dabei  bezeichnet  n   den  Brechungsexponenten. 

Für  den  Fall,  dass  die  einfallenden  Strahlen  von  einem 
Punkt  P  in  endlidiem  Abstand  ausgehen  und  als  auf  ihnen  senk- 
rechte Curve  der  Umfang  eines  Kreises  vom  Radius  Null  und  mit 
dem  Centrum  in  P  gewählt  wird,  sind  Theoreme  vorhanden, 
die  von  Quetelet  herrühren;  für  den  Fall  dagegen,  dass  P  in 
endlicher  oder  unendlich  grosser  Entfernung  liegt  und  als  nor- 
male Curve  der  Umfang  eines  Kreises  mit  dem  Centrum  in  P 
und  beliebigem  Halbmesser  bez.  eine  auf  der  Richtimg  der 
einfallenden»  Strahlen  senkrechte  Gerade  angenommen  wird,  hatten 
'vergönne    und    Sarrus   schon    zu   einer    Zeit    Theoreme    auf- 
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gefunden,  als  der  ersterei  die  oben  angegebenen  eleganten  Sätze 
noch  nicht  aufgestellt  hatte. 

Erweiterungen  dieser  Theoreme  auf  haustische  Flächenj 
deren  antikaustische  Flächen  sich  auch  hier  wieder  als  En- 
Teloppen  von  Kugeln  ansehen  lassen,  findet  man  bei  demselben 
Autor  Oergonne  in  einer  Arbeit,  die  in  Bd.  15,  p.  13,  307 
der  Ann.  de  Gergonne  enthalten  ist;  wir  halten  es  nicht  för 
nöthig,  darauf  einzugehen. 

Der  Winkel,  den  die  Tangente  an  die  secundäre  Brennlinie 
mit  dem  van  dem  leuchtenden  Punkt  aus  gezogenen  Badiusvector 
bildet,  ist  dem  Winkel  zwischen  der  Tangente  an  die  reflecH- 
rende  bez,  brechende  Curve  und  dem  ebenfalls  vom  leuchtenden 
Pufikt  aus  gezogenen  Badiusvector  gleich. 

Der  Winkel  zwischen  den  Badienvectoren  dir  secundären 
Brennlinie  und  der  brechenden  Curve  ist  dem  Brechungswinkel 
gleich. 

Die  FusspwMcurve  einer  gegebenen  Curve  von  einem  festen 
Funkt  aus  ist  die  secundärd  Brennlinie  durch  Beflexion  einer 
der  gegebenen  ohMichen  Curve,  wenn  der  leuchtende  Punkt  in  dem 
festen  Punkt  angenommen  wird,  Dandelin,  Mem,  de  VAc.  de 
Belg.,  4;  Genocchi,  Ann,  di  Tortolini,  6,  p.  117-,  Emil  Weyr, 
Zeitschr.  für  Math,,  1869,  p.  376;    Wien.  Ber,,  1869,  p.  169. 


Tschirnhausen  untersuchte  zuerst  die  ebene  Brennlinie, 
die  von  Parallelstrahlen  erzeugt  wird,  welche  durch  einen  Kreis 
reflectirt  werden.  Acta  Eruditorum,  1682;  die  Commissare  der 
Academie  der  Wissenschaften  in  Paris  Cassini,  Mariotte, 
De  La  Hire  fanden  jedoch,  dass  seine  Untersuchungen  Fehler 
enthielten.  Spätere  Arbeiten  über  die  Brennlinien  sind  von 
Bernoulli,  L'Hospital,  etc. 

Malus  beschäftigte  sich  im  Jahr  1810  zuerst  mit  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Brennflächen  imd  fand  werthvolle  Theoreme, 
denen  er  jedoch  nicht  die  allgemeine  Fassung  zu  geben  ver- 
mochte, die  sie  später  1822  von  Dupin,  Ann,  de  Gergonne, 
14,   p.  129  erhielten. 

Schon  im  Jahr  1815  hatte  Gergonne,  Ann,  de  Gergonne,  5, 
p.  283;  11,  p.  229;  14,  p.  1  die  Existenz  der  Theoreme  über  die 
secimdären  Brennlinien  für  den  Fall,  in  welchem  die  einfallenden 
Strahlen  von  einem  Punkt  ausgehen,  für  wahrscheinlich  gehalten; 
Quetelet,  ib.,  15,  p.  205  wies  dann  ihre  Gültigkeit  für  den 
speciellen  Fall  eines  Kreises  als  Dirimante  nach  und  dehnte  sie 
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M^.  de  VAc.  de  Brux,,  3,  p.  89  auch  auf  den  Fall  ganz  be- 
liebiger Dirimanten  aus. 

In  der  Zwischenzeit  studirte  Sarrus  den  Fall  paralleler 
Einfallstrahlen  und  Gergonne  gab  zuerst  der  von  Quetelet 
gefundenen  Construction  eine  allgemeinere  Form  und  stellte 
dann  die  oben  angefahrten  allgemeinsten  Sätze  fär  ein  belie- 
biges Normalensystem  einfallender  Strahlen  auf. 

In  der  Arbeit  von  Gergonne  auf  p.  345  u.  ff.  in  Bd.  15 
der  Ann.  de  Gergonne  findet  man  eine  Geschichte  dieser  For- 
schungen; es  wird  in  ihr  auch  über  das  Resultat,  zu  dem  Sarrus 
gekommen  war,  berichtet. 

Andere  Schriften  über  dasselbe  Thema  sind  von  Timm  er - 
mans,  Corresp.  math.,  1,  p.  336,  über  die  antikaustischen  Flächen 
von  Cayley,  Land.  Fhil.  Trans.,  147,  p.  273,  etc. 

£ine  Zusammenstellung  der  Literatur  über  die  Eaustiken 
ist  in  dem  Intermediaire  des  matli,,  1895,  p.  321  enthalten. 

§  4.    Parallele  Curven  und  Flächen.     Conohoide  fiir 

Curven  und  Flächen. 

Gegeben  sei  eine  ebene  Curve;  eine  ihr  paraUde  Gurve  ist 
die  Enveloppe  der  zu  den  Normalen  der  Curve  senkrechten 
Geraden,  die  von  der  Curve  in  beiden  Richtungen  imi  eine  feste 
Länge  +Ä:  abstehen. 

So  sind  zwei  parallele  ebene  Curven  auch  gleichweÜ  ah- 
steJieftd. 

Zivei  parallele  ebene  Curven  haben  dieselben  KrümmtmgS" 
mittelpunkte. 

Manchmal  kommt  es  vor,  dass  die  zu  einer  gegebenen 
parallele  Curve  in  zwei  Theüe  zerfällt,  in  den  a  -f-  ä?  und  den 
a  —  k  entsprechenden  Theil,  im  Allgemeinen  jedoch  erhält  man 
zwei  Aeste  derselben  Curve. 

Ueber  die  Theorie  der  Parallelcurven  siehe  Salmon- 
Fiedler,  Anal.  Geom,  d.  höh,  eb.  Curv.,  Leipzig  1882,  §  118  u. ff.; 
Cesaro,  Geom.  intrinseca,  p.  29,  deutsch  von  Kowalewski, 
Vorlesungen  über  natürliche  Geometrie,  Leipzig  1901;  etc. 

Offenbar  lassen  sich  analog  auch  parallele  Flächen  definiren. 


Die  sogenannten  Condioideti,  Musdiellinien,  erhält  man  aus 
einer  gegebenen  Curve  C  auf  die  folgende  Art:  Es  sei  0  ein 
Punkt    der  Ebene    und  F   ein  Punkt    der    Curve  C7;    auf  dem 


§  6.   TheilungBCurven.  521 

Radiusvector  OP  trägt  man  auf  der  einen  und  der  anderen 
Seite  von  P  zwei  Segmente  von  der  Länge  +&  ab.  Der  Ort 
der  Endpunkte  dieser  Segmente  bei  dem  Varüren  von  P  ist 
alsdann  die  Conchoide. 

Auf  ähnliche  Art  werden  die  Conchoiden  für  Flädien  definirt 

Die  Construction  der  Normalen  an  die  Conchoide  lässt  sich 
leicht  ausführen;  man  braucht  nur  in  0  ein  Loth  auf  den 
Badiusvector  zu  errichten  und  den  Schnitt  S  dieses  Loths  mit  der 
Normalen  zur  Curve  C  zu  suchen:  die  Normalen  zur  Conchoide  in 
den  beiden  dem  Punkt  P  entsprechenden  Punkten  gehen  durch  S. 

Mit  anderen  Worten: 

Die  Conchoide  hat  in  jedem  Punkt  dieselbe  polare  Subnor- 
male,  wie  die  gegebene  Curve  C 

Ueber  die  Construction  des  Krünmiungsmittelpunkts  einer 
Conchoide  siehe  VInterm.  des  math.,  1894,  p.  155;  1895, 
p.  112,  224. 

Eine  conchoidale  (muschelßrmige)  Curve  femer  wird  auf 
die  folgende  Art  definirt: 

Man  habe  drei  Curven,  A  9,  tf;;  es  wird  eine  Tangente 
an  f  gezogen,  welche  g>  und  if;  in  zwei  Punkten  Ä  und  jB 
schneidet;  auf  dieser  Tangente  werden  von  dem  Berührungs- 
punkt aus  nach  der  einen  und  der  anderen  Seite  zwei  Strecken 
gleich  AB  abgetragen;  der  Ort  der  Endpimkte  dieser  Strecken 
ist  die  conchoidale  Curve, 


§  5.    Die  TheiltingsoTirven. 

Theüungscurven  sind  der  Ort  des  Schnitts  A  zweier  Geraden, 
die  mit  gleichförmigen  Geschwindigkeiten  um  zwei  feste  Punkte 
P,  P'  rotiren. 

Wenn  die  beiden  RotationsgeschuHndigkeiten  in  dem  Verhält- 

niss  -  ,  stehen,  wobei  n  <in  vorausgesetzt  wird,   so  steht  der 

Supplementwinkel   von  AP'P  zu    dem    Witikel   APP"   in   dem 

Verhältniss  -  ,  • 
n 

Die  Theilungscurve  geiht  {n — l)mal  durch  P,  (n  —  l)mal 
durcli  P'  und  nmal  durch  die  Kreispunkte  der  Ebene. 

Für  w'  =  1  oder  n  =  n  —  1  erhält  man  die  sogenannten 
Unicursalcurven. 

Für  »'=1  und  »=3  ergibt  sich  die  Maclaurin'sche 
Trisectrix  (siehe  §  9)  und 
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für  n'=2,  n  s=  3  die  PascaVsche  Schnecke  oder 
Umagon,  it.  lumaca  (vergl.  §  11),  die  man  auch  Sechsthei- 
lungscurve  nennen  kann. 

Der  Name  TheUungscurve  kommt  von  ihrer  Beziehung  zu 
dem  Problem  der  Winkeltheilung  her;  ist  ins  Besondere  n'=  1, 
so  können  sie  zur  Theilung  eines  Winkels  in  n  gleiche  Theile 
benutzt  werden. 

üeber  diese  Cunren  siehe  Schonte,  Joum.  des  matfi. 
speciales,  1885. 


§  6.    Cyoloidale  Curven  oder  Rouletten.    Oleitourven. 

Sogenannte  cydoidaie  (cychidenarHge)  Curven  oder  nach 
einem  französischen  Wort  Botdetten  (BoUcurven)  werden  von 
einem  Punkt  der  Ebene  einer  Curve  erzeugt,  welche  auf  einer 
anderen  festen  Curve,  der  Basis  der  Boulette,  rollt,  ohne  zu 
gleiten. 

Die  sogenannten  Gleitcurven  (die  Franzosen  sagen  glissettes) 
werden  von  einem  Punkt  der  Ebene  einer  Curve  erzeugt,  welche 
sich,  ihrer  Gestalt  nach  unverändert  bleibend,  so  bewegt,  dass 
sie  bei  dieser  Bewegung  stets  gegebene  Curven  berührt  oder 
durch  gegebene  Punkte  geht. 

Wenn  x  =  yf{y)  die  Gleichung  der  Gleücurve  darstdU, 
wddie  der  Ort  eines  Punkts  P  der  Ebene  einer  Curve  C  ist,  die 
in   beständiger    Bei'ührutig   mit    einer   festen  Geraden   in  einem 

festen  Punkt  bleibt,  so  ist  -^  =  —  f  (y)  die  Differentialgleichung 

der  Boulette  desselben  Punkts  P,  wenn  man  die  Curve  C  auf 
dieser  Geraden  rollen  lässt.  Brocard,  Nouv.  Corresp.,  2,  1876, 
p.  377,  383. 

Die  Narmale  zur  Boulette  geht  durch  den  Berährung^mnkt 
M  der  festen  mit  der  beweglichen  Curve, 

Ben  Krümmungsmittelpunkt  der  Boulette  findet  man  auf  die 
folgende  Art:  Man  verbindet  den  Punkt  P  der  Boulette  mit  dem 
Krümmungsmittelpunkt  der  beweglichen  Curve,  verlängert  diese 
Gerade,  wenn  nothig^  bis  zu  Hirem  Schnitt  B  mit  dem  von  M 
aus  auf  PM  errichteten  LotJi.  Verbindet  man  dann  B  mit  dem 
Krümmwngsmütelpunkt  der  festen  Curve,  so  trifft  diese  Gerade 
PM  in  dem  gesuchten  Krümmwigscentrum. 
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Eine  andere  Eigenschaft  der  Boulette,  die  in  Beziehung 
zur  Fusspunktcurve  steht,  wurde  in  §  2  besprochen. 

Die  erste  Roulette,  die  studirt  wurde,  war  die  Curve,  die 
von  einem  Punkt  eines  auf  einer  Geraden  rollenden  Kreises 
beschrieben  wird;  sie  wurde  von  Blaise  Pascal  im  Jahr  1659 
untersucht  und  ist  die   eigentliche  sogenannte   Cydoide.     Siehe 

§  12. 

Von  den  Bouletten  und  den  Gleitcurven  handelt  die  sehr 
vollständige  Monographie  von  Besant,  Notes  on  BotUettes  and 
Glisettes,  Cambridge  1870;  siehe  auch  verschiedene  Artikel  in  den 
Nouv.  Änn.^  1871  und  die  Angaben  in  dem  neuen  lUhographir- 
ten  Buch  von  Brocard,  Notes  de  bibliogr.  des  courhes  geoyne'- 
triques,  Bar-le-Duc  1897. 

§  7.    Botationsfläohen.     Cylinder-  Kegel-  nnd 

Oonoidfläohen. 

Die  Gleichung  der  Rotationsflächen  hat,  wenn  die  z-Äx€ 
die  Rotationsaxe  ist,  die  Gestalt: 

worin  g>  das  Symbol  für  eine  willkürliche  Function  ist. 

Bezeichnet  man  mit  p^  q  die  beiden  partiellen  Derivirten 
1**'  Ordnung  von  g  nach  x  und  y,  so  lauitet  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung der  Rotations flächefi  : 

py  —  qx=0. 

Die  Gldchtmg  der  Cylinderßächen  hat  die  Form: 

q>{x  —  az,  y  —  bz)  =  0 

tmd  ihre  Differentialgleichung  ist: 

ap  —  bq  =  1. 

Die  Gleichung  der  Kegelflächen  lautet,  wefin  (a?Q,  y^,  Zq) 
die  Coordinaten  der  Spitze  des  Kegels  sind: 

^  \z  —  z^*    z  —  zj 
und  ilire  Differentialgleichung: 

p{x  —  Xq)  +  q{y  —  y^^z  —  z^,  • 

Oonoidflädien  werden  durch  die  Bewegung  einer  geraden 
Linie  erzeugt,  die  eine  feste  Gerade  stets  schneidet  und  zu  einer 
festen  Ebene  immer  parallel  bleibt. 
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Ist  die   gegebene  Gerade   die  z-Axe  und   die  feste  Ebene 
die  ar^- Ebene,  so  lautet  die  Differentialgleichung  der  Conoide: 

un^  die  Gleichimg  in  endlichen  Tennen: 


-  -  ( j) 


Allgemeiner    ist    die   Form    der    Differentialgleichung    der 
Conoide: 

p{az  —  ä;)  +  9.(p^  —  y)  =  0 

und  der  Gleichung  in  endlichen  Tennen: 


^  \x  —  azj 


§  8.    Kegelschnitte. 

Wir  haben  fiüher  in  einem  besonderen  Kapitel  (Kap.  3)  geo- 
metrische und  analytische  Betrachtungen  über  die  Kegelschnitte 
angestellt  und  fügen  hier  die  folgenden  metrischen  Resultate 
hinzu,  die  speciell  von  ihrer  infinitesimalen  Geometrie  abhängen. 

Ihre  natürliche  Gleichung  wurde  in  Kap.  16  angegeben. 

Die  Fusspunktcurve  eines  Kegelschnitts  vom  Brennpunkt 
aus  ist  ein  Kreisumfang. 

Der  Krümmungsradius  eines  Bwnkts  P  emer  Ellipse  mU  den 
Halhaxen  a  und  b  ist  dem  Cubus  der  (von  P  und  der  Haupt- 
axe  begrenzten)  Normalen  pr(^ßortional. 

Die  Evolute  einer  Ellipse,  deren  Gleichung 

g+J-:  =  l,     (a>6) 
lautet,  hat  die  Gleichu/ng 

(axf  +  (btjf  =  (a«  —  b^f . 

Der  Flächeninhalt  der  ganzen  Ellipse  ist  n ab  umd  der  ihrer 
Evolute  ^71  ab. 

Der  Ellipsenbogen  ist  durch  ein  elliptisches  Integral 
zweiter  Gaitung  (siehe  Bepert.  1,  S.  152) 

s  =  a  I  ]/l  —  c-  sin^  g>  dq>  ^      (c*  ==  ^   ~     j 
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gegeben,  worin  g>  die  sogena/nnte  (excentrische)  Anomalie  ist, 
d,  h.  der  aus  den  Formeln 

ic  =  asin9>,    2/  =  ^  cos 9 

sich  ergebende  Winkel.  Beschreibt  man  den  zur  Ellipse  con- 
centrischen  Ereis  mit  dem  Radius  a,  so  ist  q)  der  Winkel,  den 
der  Radiusvector  desjenigen  Punkts  des  Kreises,  dessen  Coordi- 

naten  x  und   ,    y  sind,  mit  y  bildet;  dabei  sind  x,  y  die  Coor- 

dinaten  des  Pimkts   der  Ellipse. 

Der  Perimeter  der  ganzen  Ellipse  läset  sich  durch  die  Reihe 

..,j.-(w.-;.(H,.)*-;-(!.-»^5..)'-...] 

ausdrücken. 

Wenn  ein  EUipsenbogen  gegeben  ist,  so  lässt  sich  ein  zweiter 
von  der  Beschaffenheit  finden,  dass  die  Differenz  der  beiden 
Bogen  rectificirbar  ist  (sicfi  unmittelbar,  d.  h.  mit  Hülfe  von 
CoDStxuctionen,  die  nur  Gerade  und  Kreise  erfordern,  durch  das 
Segment  einer  Geraden  ausdrücken  lässt).  Theorem  von  Fag- 
nano,  (1682—1766),  veröffentlicht  1716,  abgedruckt  in  Fag- 
nano's  Produzioni  matematicfie^  Bd.  2,  p.  338,  Pesaro  1750; 
vergl.   M.  Cantor's  Gescliichte  der  Math.,  3,  p.  469. 

Man  betrachte  nämlich  zwei  Punkte  P,  Q  auf  einem  Ellip- 
senquadranten, deren  Anomalien  g>,  1/;  an  die  Relation 

tg9.tgt/;  =  -^ 

gebunden  sind. 

Bezeichnet  man  nun  mit  B  bez.  A  die  Endpunkte  dieses 
Quadranten,  zieht  in  P  und  Q  die  Tangenten  an  die  Ellipse, 
fällt  vom  Gentrum  Lothe  auf  diese  Tangenten  und  sind  P^,  Q^ 
die  Fusspunkte  dieser  Lothe ,  so  ist  die  Differenz  zwischen 
den  Bogen  PB  und  QA  durch  die  Länge  von  PP^  oder  QQ^ 
gegeben  (diese  beiden  Längen  sind  gleich). 

Den  Punkt  Q  hat,  wenn  P  gegeben  ist.  Euler,  Nova 
Comm.  Petr.,  1761  auf  die  folgende  Art  construirt:  Man  zieht 
die  Tangente  in  P  bis  zu  ihrem  Schnitt  B  mit  der  kleinen 
durch  B  gehenden  Axe  und  trägt  dann  auf  der  Tangente  die 
Länge  J?PJIf  :^=  a  ab;  der  Punkt  des  Quadranten,  der  dieselbe 
Abscisse,  wie  der  Punkt  Jf ,  hat,  ist  der  gesuchte  Punkt  Q. 

Siehe  darüber  die  Noten  2  und  3  am  Ende  des  Enne- 
per'schen  Buches,  Ellipt  Funkt.,  Halle  1890. 
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Der  Bogen  der  Hierbei,  deren  Gleichung 

^*  —  y*  —  1 

latttei^  ergibt  sich  aus  der  Formel 

k  cos  9  ^  J 


1  —  h^  sin*  (p  + 


+1 


t  J  yi  — ^«8in»g>J  ' 


0 

icorifi,  g)  die  oben  definirte  Anomalie  bezeichnet  und 

^'  =  -i  Ifl^i .     *'*  =  ä^~+V*    *^'- 

.Er  wird  also  durch  elUpUsche  Integrale  i*"  und  ^*®'  Ga^- 
ftiia^  ausgedrückt. 

Auch  für  die  Hyperbel  fand  Fagnano,  1.  c,  p.  338,  339 
ein  Theorem  über  die  Bectification  der  Summe  gewisser  zweier 
Bogen,  von  denen  der  eine  nach  Belieben  gewählt  werden  kann. 

Ein  Satz  von  Landen,  Phil,  Trans.,  1775  über  die 
Bogen  der  Hyperbel  drückt  einen  Hyperbelbogen  durch  zwei 
ElUpsenbogen  aus. 

Die  Grenze  der  Differenz  zunschen  der  Länge  der  Asyn^ 
tote  von  dem  Gentrum  aus  bis  zu  einem  Punkt  P'  und  der  Länge 
des  Hyperbelbogens  vom  Scheitel  aus  bis  zu  dem  Punkt  P,  der 
dieselbe  Äbsdsse  hat,  wie  P'  (wobei  die  Lage  der  Äxen  aus  der 
obigen  Gleichung  hervorgeht) ,  ist,  wenn  P  sich  in  das  Unendliche 
entfernt,  eine  bestimmte  Grösse. 

Weitere  Untersuchungen  über  die  Ellipsen-  und  Hyperbel- 
bogen findet  man  ausser  bei  Legendre,  Tratte  des  fonct.  eUipt, 
3  Bde.,  Paris  1826—1832,  Bd.  1,  p.  46  auch  bei  Küpper, 
Crdle,  55,  63. 

Man  habe  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  auf  die 
Asymptoten  bezogene  Gleichung 

xg  ==  m*   sei. 
Der  Inhalt  der  Fläche  zwischen   einem  Ourvenbogen   und 

Q 

der  Asymptote  y  =  0  ist  durch  m^  log  -  gegeben,  wenn  unter 

ß,  a  die  Abstände  der  Endpunkte  des  Bogens  von  der  anderen 
isymptofe  x  =  0  verstanden  werden. 


§  9.   Die  Cissoide  des  Diokles.  527 

« 

Für  m  =  1  und  a  ^  1  ist  der  Inhalt  der  Fläche  zunschen 
einem  vom  Scheitel  atts  geredineten  Curvcnbogen  und  einer 
Asymptote  dem  natürlichen  Logari&imus  des  Äbstands  des 
Endpunkts  des  Bogens  von  der  anderen  Asymptote  gleicli, 

Ueber  andere  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Hyperbel 
siehe  Milinowski,  Elementar-syn^etische  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte^ 2.  Ausg.,  Leipzig  1896,  worin  die  Geometrie  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  auf  elementare  Art  behandelt  wird. 


Der  Krümmungsradius  in  einem  Punkt  der  Parabel  ist  das 
Doppelte  des  ewischen  dem  Punkt  und  der  Directrix  liegenden 
Abschnitts  der  Normalen. 

Die  Evolute  der  eigentlichen  Parabd  ist  eme  semicubische 
Parabel,  die  auch  Neil* sehe  Parabel  genannt  wird;  wenn 
y^  =  2p  X  die  Gleichung  der  Parabel  darstellt,  so  ist  die  Glei- 
chung der  Evolute 

Der  vom  Scheitel  aus  gerechnete  Parabelbogen  ist 


2p  ^   2  ^   "*^  p 


§  9.    Cissoiden.     Die  Agnesi'sohe  Oorve  8^'  Ordnung 

oder  Versiera.     Die   Maelaiirin'sohe   Dreitheilungsourve 

(Trisectrix).     Die  Strophoide.     Das  Folium. 

Die  wichtigste  Cissoide  ist  die  Diokles 'sehe;  sie  führt  ihren 
Namen  nach  dem  Griechen  Diokles,  der  im  ersten  Jahrhundert 
vor  Christi  Geburt  lebte  und  sie  zur  Auflösung  des  Problems  der 
Verdoppelung  des  Cubus  (des  Delischen Problems)  zu  benutzen  dachte; 
siehe  Moritz  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathe- 
matik, 3  Bde.,  Leipzig  1892-1898,  Bd.  1,  p.  302—306.  Dieser 
Curve  bedienten  sich  auch  die  alten  Mathematiker  zur  Bestim- 
mung der  zwei  mittleren  Proportionalen.  Siehe  Newton,  AriUi- 
metica  universalis,  Lugd.  Batav.  1732,  p.  231. 

Die  Curve  wird  auf  die  folgende  Art  erzeugt:  Man  habe 
einen  festen  rechten  Winkel,  von  dem  ein  Schenkel  OP  eine 
bestimmte  Länge  OP  =  a  hat;  von  einem  anderen  beweglichen 
rechten  Winkel  gehe  der  eine  Schenkel  durch  P,  während  der 
Endpimkt  des  anderen  Schenkels  von  der  festen  Länge  2  a  auf 


528  Kapitel  XVII.   SpecieDe  Curven  und  Flftchen. 

dem  zweiten  Schenkel  des  ersten  rechten  Winkels  läuft:  Der 
Ort  des  MiUdpwnIds  des  Schenkels,  dessen  Länge  2  a  beträgt,  ist 
die  Gissoide,     Newton. 

Die  Gleichung  der  Curve  lautet: 

x^  =  y^(2a  —  x). 

Der  Punkt  a;  =  0  ist  eine  Spitze;  die  Gerade  x=2a  eine 
Asymptote;  die  Curve  ist  von  convexer  Krümmung  gegen  die 
X'Äxe.  Sie  ist  eine  circtUare  Curve,  d.  h,  sie  geht  durch  die 
beiden  unendlicli  fernen  imaginären  Kreispunlde  der  Ebene. 

Die  Gissoide  kann  auch  auf  eine  andere  Art  construirt 
werden:  Man  beschreibe  einen  Kreis  mit  dem  Radius  a;  AB  sei 
einer  seiner  Durchmesser  imd  BT  die  Tangente  an  den  Bereis 
in  B.  Von  A  aus  werden  alle  Greraden  AMN  gezogen,  welche 
den  Kreisumfang  in  M  und  die  Tangente  BT  in  N  schneiden. 
Trägt  man  nun  auf  ul^  die  Längen  AP  =  MN  ab,  so  ist 
dei'  Ort  der  Pwnkte  P  die  Cissoide. 

Der  Inhalt  der  Fläche,  die  zwischen  der  Curve  und  ihrer 
Asymptote  (d,  h.  cUso  der  Geraden  BT)  liegt,  ist  dreimal  so 
gross,  als  der  Inhalt  des  Kreises,  der  zu  ihrer  ConstrucUon  be- 
nutzt wurde. 

Die  Cissoide  ist  die  Fusspu^iktcurve  (vergl.  §  2)  einer  Pa- 
rabel in  Bezug  auf  den  Scheitel  der  Parabel. 

Es  lassen  sich  auch  schiefe  Cissoiden  auf  ähnliche  Art  wie 
die  Cissoide  des  Diokles  mit  Hülfe  eines  Kreises  construiren; 
nur  wird  anstatt  eines  Durchmessers  eine  Sehne  des  Kreises 
benutzt. 

Wird  dann  femer  statt  eines  Kreises  ein  Kegelschnitt 
genommen,  so  erhält  man  die  Cissoide  von  Zahradnik,  Gru- 
nerifs  Arch.,  56,  p.  8;  Nouv.  Corr.  math.,  1874 — 75,  p.  86. 

Die  Cissoide  ist  immer  ei7ie  rationale   Curve  5*®'  Ordnung. 


Es  sei  ein  Kreis  mit  zwei  aufeinander  senkrechten  Durch- 
messern gegeben.  Von  dem  Endpunkt  0  des  horizontalen  Duroh- 
messers wird  eine  Gerade  gezogen,  die  den  Umfang  in  A 
und  den  verticalen  Durchmesser  in  B  schneidet ;  durch  die  Pimkte 
A,  B  werden  dann  Parallele  zu  den  beiden  Durchmessern  ge- 
legt, die  sich  in  dem  Punkt  P  treffen.  Der  Ort  der  Punkte  P 
ist  die  Curve  5*®'  Ordnung  oder  Versiera  von  Agnesi  (1748). 
Sie  ist  eine  cubische  Curve  mit  einem  Doppelpunkt  iw  Unencüichen, 
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Ihre  Gleichung  lautet 

p^x  +  r^{x  —  2r)  =  0; 

dabei  ist  r  der  Badiits  des  Kreises,  der  zu  ihrer  Construction 
benutzt  wurde,  Vergl.  auch  ßchlömilch,  Uebungsh,  ».  Stud. 
der  höh.  Analysis,  Leipzig  1868,  Tbl.  1,  p.  71  (neueste  Aufl., 
ib.,  1.  Thl.,  1887,  2.  Thl.,  1882). 

Um  die  Tangente  an  die  Curve  iü  P  zu  construiren,  lege 
man  durch  A  eine  Tangente  an  den  Kreis,  welche  den  verti- 
calen  Durchmesser  in  M  schneidet,  und  trage  nach  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  hin  AM'  '=i  ^üf  ab,  nehme  dann  von 
0  aus  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  A  auf  der  Geraden 
GAB  die  Strecke  OB  =  AB,  ziehe  durch  B  eine  horizontale 
Gerade  bis  zu  ihrem  Schnittpunkt  8  mit  der  durch  A  gehenden 
Verticalen  und  durch  S  die  Parallele  zu  BM\  die  den  horizon- 
talen Durchmesser  in  K  triflt.  Die  durch  K  gezogene  Yerticale 
schneidet  die  Tangente  AM  sji  den  Kreis  in  einem  Pimkt  T, 
der,   mit  P  verbunden,   die  Tangente   an  die  Curve  liefert. 

Die  Tangente  an  den  Kreis  im  Punkt  0  ist  eine  Asymptote 
der  Curve. 

Der  InJialt  der  zwischen  der  Curve  und  ihrer  Asymptote 
liegenden  Fläche  ist  das  Vierfacfie  des  InJudts  des  zur  Con- 
struction der  Curve  dienenden  Kreises. 

Lässt  man  die  Curve  und  den  zu  ihrer  Construction  be- 
nutzten Kreis  um  die  Asymptote  roüren,  so  entstehen  zwei  Körper, 
von  denen  der  erste  ein  doppelt  so  grosses  Volumen  hat,  als  der 
zweite. 

Diese  Curve  wurde  von  Maria  Gaetana  Agnesi  in  ihren 
Istituzioni  analiticiie,  Milano  1748  studirt.  Viele  Angaben  auch 
über  andere  ähnliche  Curven,  die  einige  Autoren  mit  der 
Agnesi'schen  Versiera  verwechselt  haben,  findet  man  bei  Loria, 
Bibliotheca  math.^  1897,  p.  7.       . 

Die  von  G.  de  Longchamps  in  seinem  Essai  sur  la  Geom. 
de  la  regle  etc.,  Paris  1890,  p.  111  untersuchte  Curve  ist  nicht 
die  Versiera  der  Agnesi,  sondern  eine  Curve,  deren  Ordinaten 
bezüglich  doppelt  so  lang,  als  die  der  Versiera  sind.  G.  Loria 
hat  vorgeschlagen,  sie  Pseudoversiera  zu  nennen. 


Die    sogenannte    Maclaurin'sche    Trisectrix    oder    Brei- 
theilungscurve  wird  durch  die  Gleichung 


r 


x(x^  +  ^^)  =  2  ^^*  —  3^0    dargestellt. 

Pascal,  Bepertoriam.  II.  34 
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Sie  wird  auf  die  folgende  Art  construirt:  Man  habe  einen 
Kreis  vom  Radius  r  und  Centnun  C  mit  einem  horizontalen 
Durchmesser  OGO'  imd  einer  Geraden,  die  im  Mittelpunkt  von 
OC  auf  OG  senkrecht  steht.  Von  dem  Endpunkt  0  des  Durch- 
messers ziehe  man  eine  Gerade,  die  den  Kreis  in  A  und  die 
verticale  Gerade  in  B  schneidet,  und  trage  auf  GAB  in  ent- 
gegengesetzten Richtungen  GP=  AB  ab;  der  Grt  der  Funkte  J* 
ist  die  DreiiJieHungscurve, 

Sie  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt 
in  0. 

Die  in  ui  an  den  Kreis  gelegte  Tangente  schneidet  die 
verticale  Gerade  in  M\  nimmt  man  in  entgegengesetzten  Rich- 
tungen AT  =  AM^  so  ist  TP  die  Tangente  an  die  Gurve. 

Die  Curve  ist  eine  Theilungscurve ,  vergl.  §  5.  Weitere 
Eigenschaften  findet  man  in  dem  am  Ende  des  §  6  citirten 
Werk  von  Brocard. 

lieber  ihre  Rectification  durch  elliptische  Functionen  siehe 
Longchamps,  Gompt.  liend.,  1887. 


Wenn  man  bei  der  vorstehenden  Construction  annimmt,  das 
auf  dem  horizontalen  Durchmesser  errichtete  Loth  gehe  statt 
durch  den  Mittelpunkt  von  OC  durch  G  (das  Centrum),  und 
im  üebrigen  die  Construction  nicht  ändert,  so  ergibt  sich  die 
sogenannte  reditwinklige,  oder  auch  logocydische  Strophoide,  deren 
Gleicfiung 

r  {x^  —  g^)  =  X  (x^  -\-  y^)     lautet. 

Sie  ist  eine  Gurve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt 
in  0.  Di^  Tangente  wird  ebenso  construirt,  wie  hei  der  Drei- 
theilungscurve. 

Die  Strophoide  ist  aucHt^  die  FusspunMcurve  einer  Parabel 
in  Bezug  auf  den  Schnitt  der  Directrix  mit  der  Parab€l<ixe;  der 
Scheitel  der  Parabel  liegt  in  G  und  die  Directrix  ist  die  den 
Kreis   in  0  berührende  Gerade. 

Wird  C  rechtwinklig  auf  den  Badiusvector  OP  projicirt,  so 
fällt  die  Projection  in  den  Mittelpunkt  der  Strecke  PB. 

Wenn  bei  der  obigen  Construction  der  Strophoide  angenom- 
men wird,  die  durch  G  gehende  Gerade  stehe  nicht  senkrecht  auf 
dem  horizontalen  Durchmesser,  sondern  sei  schief  zu  ihm,  so 
erhält  man  die  schiefe  oder  focale  Strophoide  von  Quetelet,  die 
man  auch  als  die  Fusspunktcurve  einer  Parabel  in  Bezug  auf 
einen  beliebigen  Punkt  der  Directrix  ansehen  kann. 
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üeber  die  Literatur,  die  Geschichte  und  weitere  Eigen- 
schaften dieser  Curve  siehe  die  Artikel  von  Tortolini  in  den 
Nouv,  Ann,,  1861,  p.  82,  von  Loria,  BoU.  di  BihUogr.  delle 
scienee  mat,  1898,  p.  1  und  die  Angaben  in  dem  §  6  citirten 
Buch  von  Brocard;  vergl.  auch  einen  neueren  Aufsatz  von 
Schonte,  Grelle,  99  und  die  Notizen  in  dem  (in  Paris  erschei- 
nenden) Intermediaire  des  math.  1895,  p.  425;  1896,  p.  278. 


Das  Folium  von  Descartes  (das  Cartesische  Blatt)  ist 
eine  weitere  rationale  Curve  3*®'  Ordnimg,  deren  Gestalt  der 
Dreitheilimgscurve  und  der  Strophoide  äusserst  ähnlich  ist. 

Sie  hat 

rc'  4"  ^'  =*  3  rxy 

zur  Gleichung,  oder,  wenn  man  die  Axen  um  45^  dreht, 

r{x^  —  y^)  =  x{x^  +  Zy^). 

Um  die  Curve  geometrisch  zu  erhalten,  construire  man 
die  rechtwinklige  Strophoide  so,  wie  oben  angegeben  wurde, 
und  nehme  dann  auf  dem  Badiusvector  OPB  den  harmonisch 
mit  0  in  Bezug  auf  das  Segment  PB  conjugirten  Punkt  Q  an; 
der  Ort  der  Punkte  Q  ist  das  Folium. 

Die  Tangente  in  Q  findet  man,  wenn,  wie  oben,  die  Tan- 
gente an  die  Strophoide  in  P  gezogen  und  dann  Q  mit  dem 
Punkt  verbtmden  wird,  in  dem  diese  Tangefite  den  verticalen 
Durchmesser  trifft. 

Die  Curve  wurde  von  Roberval  studirt,  der  ihr  irrthtim- 
lieber  Weise  die  Form  beilegte,  von  welcher  sie  den  Namen 
hat.  Auch  Descartes  beschäftigte  sich  mit  ihr.  Näheres  findet 
man   in   dem  citirten  Buch  von  Brocard. 

§  10.    Cassini^sche  Ovale.     Die  LemniBcaten  Bemoulli*B 
und  Gerono's.     Die  'Watt^sche  Curve. 

Cassini' sehe  Ovale  (Cassinoiden  oder  Cassini* sehe  Ellipsen, 
1680)  heissen  die  ebenen  Curven,  für  die  das  Product  aus  den 
Abständen  eines  Curvenpunkts  von  zwei  festen  Punkten  (den 
Brennpunkten)  constant  bleibt. 

Ist  2  a  der  Abstand  der  festen  Pimkte  und  b^  das  Product 
der  Abstände  eines  Curvenpunkts,  so  lautet  die  Gleicftung  der 
Curve  in  rechttvinkligen  Cartesisclien  Coordinaten: 

(x^  +  yy  —  2a2(:r«  —  y^)  =  b*  -  a\ 

34* 
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ivenn  die  Brennpunktsaxe  und  das  in  dem  MiUdpwiM  der  die 
Brennpunkte  verbindenden  Strecke  errichtete  Lofh  zu  Coordinat&^ 
axen  genommen  werden. 

In  Folarcoordmaten  q  wnd  g>  lautet  die  GleickuMg: 

Q^  —  2a*^*  cos  2gp  =  6*  —  a*. 

Die  unendlich  fernen  imaginären  Kreispu/rMe  sind  Doppd- 
punkte  der  Curve.     Die  Curve  ist  von  der  8^^  Classe. 
Der  Krümmungsradius  ist 

^^~  S(f*  —  b*  +  a*' 

Wenn  6  <  a  ist,  so  bestellt  die  CassinVsche  Curve  aus  ztcei 
Ovalen^  von  denen  jedes  ausserhalb  des  anderen  liegt;  für  b^^a 

ergibt  sich  die  Lenmiscate  (siehe  unten);  für  aY^  '>b>  a  hat 
die  Curve  die  Form  einer  an  den  Enden  der  Meinen  Äxe  ein- 
gedrückten Ellipse;  für  by>  a  }/2  besteht  sie  aus  einem  einzigen 
Oval, 

Um  die  Tangente  in  einem  Punkt  P  zu  erhalten,  errichtet 
man  in  den  Brennpunkten  F,  F'  Lothe  auf  die  Brennstrahlen 
FP,  F'P  und  zieht  dann  durch  P  eine  Gerade,  welche  diese 
Lothe  so  trifft,  dass  P  der  Mittelpunkt  der  zwischen  den  Leihen 
enthaltenen  Strecke  wird. 

Wenn  man  in  die  Cassini*sche  Curve  ein  Parallelogramm 
einschreibt,  welches  denselben  Mittelpunkt,  wie  die  Curve,  hat,  so 
ist  die  algebraische  Summe  der  Winkel^  unter  welchen  die  gegen- 
überliegenden Seiten  von  einem  Punkt  der  Cwrve  aus  erscheinen, 
constant.  Darboux,  Sur  une  classe  remarquable  des  courbes  etc., 
2.  edii,  Paris  1896,  p,  82. 

Eine  allgemeinere  Classe  von  algebraischen  Curven,  welche 
die  Cassinoide  als  speciellen  Eall  enthält,  hat  Darboux,  1.  c, 
p.  61  u.  ff.  studirt. 

Die  Lemniscate  von  Jacob  Bernoulli,  Acta  Erud,,  1694 
erhält  man  für  b  =  a, 

Sie  lässt  sich  auch  als  eine  Curve  definiren,  die  auf  die  fol- 
gende Art  construirt  wird: 

Man  beschreibt  einen  Kreis  und  zieht  zwei  aufeinander 
senkrechte  Tangenten  an  ihn,  die  sich  in  0  treffen.  Auf  jeder 
durch  0  gezogenen  Geraden  G  trägt  man  dann  die  Strecken 
•\z.^^  ^^»  welche  dieselbe  Länge,  wie  die  durch  G  bestimmte 
'^ehne  des  Kreises  haben.    Der  Ort  der  Punkte  P  ist  die  Lemniscate. 


\ 
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Eine  andere  Erzeugungsweise  ist  die  folgende: 

Sie  ist  der  Ort  der  FusspunJcte  der  von  dem  Centrum  0 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  auf  die  Tangenten  gefällten  Lothe 
(die  Fusspunktcurve  von  0  in  Bezug  auf  die  gleichseitige 
Hyperbel).    Man  nennt  sie  desshalb  auch  hyperbolische  Lemniscate. 

Die  Lemniscate  ist  aucfi  ein  specieller  Fall  der  WatV soften 
Curve^  d,  h.  der  von  dem  Angriffspunkt  der  Kolbenaxe  in  dem 
sogenannten  WatV sehen  Gliederparallelogramm  (1784)  beschrie- 
benen Curie.     Siehe  Brocard  1.  c. 

Sie  hat  die  Form  der  Ziffer  8  und  hat  einen  Doppelpunkt 
in  0;  die  Winkel,  welche  die  beiden  Tangenten  in  0  mit  der 
Focalaxe  büden,  sind  \it,  \%. 

Der  durch  0  geltende  Durchmesser  ist  offenbar  eine  Syn^ 
metrieaxe  und  enlMlt  die  beiden  Brennpunkte  (Focalaxe). 

Der  Winkel,  den  die  Tangente  an  die  Curve  im  Funkt  P 
mit  dem  durch  0  gehenden  Badiusvectar  OB  bildet,  ist,  um 
einen  Bechten  vermindert,  doppelt  so  gross  als  der  Winkel 
zuAschen  PO  und  der  Focalaxe.     Daher  auch: 

Die  Neigung  der  Normalen  gegen  die  Focaktece  ist  dreimal 
so  gross,  als  die  Neigung  des  Badiusvectors  gegen  diese  Äxe. 

Die  Projection  des  Krümmungsradius  auf  den  Badiusvector 
ist  der  dritte  Theil  des  Badiusvectors. 

Die  Gleichung  für  rechtwinklige  Coordinaten  lautet  (wenn 
die  Focalaxe  und  das  in  0  auf  ihr  errichtete  Loth  zu  Coordina- 
tenaxen  genommen  werden): 

{^  +  y^f  —  2a*(x«  —  y^)  =  0. 

Die  Gleichung  für  Polarcoordinaten  ist  (wenn  0  zum  Pol 
genommen  wird  und  die  Pölaxe  mit  der  Focalaxe  zusammenfällt)  : 

Q*  =  2a*  cos  2q> . 

Der  Krümmungsradius  ist 

2a* 

Der  Flächeninhalt  des  von  der  Lemniscate  eingeschlossenen 
Theils  der  Ebene  wird  durch  2  a*  gemessen. 

Die  Evolute  der  Lemniscate  hat  die  Gleichung: 
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Das  Volumen  des  Körpers,  der  durch  die  Rotation  der 
Lemniscate  um  ihre  Focalaxe  erzeugt  uird,  ist 

«Yä^j-I  +  i- log (l  +  )/2) 

Der  Lemniscatenbogen  ist  durch  die  Formel 

s^ayi  C-;''-=,     r=~'. 

0 

gegeben,  in  welcher  q  den  Badiusvector  bedeutet. 

Wie  man  daraus  erkennt,  besitzt  die  Lemniscate  die  Eigen- 
schaft, dass  sich  ihr  Bogen  durcfi  ein  elliptisches  Integral 
i**'  Gattung  ausdrücken  lässt.    Der  diesem  elliptischen  Integral 

entsprecJiende  Legendre'sche  Modul  ist  k  =    -•    Siehe  Beperi. 
1,  p.417.  V^ 

Setzt  man 


uy2 


so  wird 


dr  2d  u 


yi  —  V*     yT—  «*' 


so  dass  man  also,  wenn  ein  Bogen  gegeben  ist,  dem  der  Badius- 
vector ary2  entspricht,  durch  die  vorstehende  algebraische 
Formel    (die    Relation    zwischen    r    und    m)    den    Radiusvector 

auY2  finden  kann,  welcher  der  Hälfte  des  Bogens  entspricht. 
Man  hat  so  ein  Mittel,  das  Problem  der  Halbirung  des  Lemni- 
scatenbogens  algebraisch  aufzulösen. 

Der  Quadrant  der  Lemniscate  lässt  sich  algebraisch  in 
3  und  5  gleiche  Theile  zerlegen,  mithin  auch  in  jede  durch  2'", 
3  •  2"»,  5  •2'"  gegebene  Anzahl  von  The'den.  Theorem  von  Fa- 
gnano,  Produzioni  mat,  Pesaro   1750,  2,  p.  368. 

Wir  fugen  noch  das  AbeTsche  Theorem,  Grelle,  3  hinzu: 
3Ian  kann  immer  durch  Kreise  und  Gerade  den  Quadran- 
ten der  Lemniscate  in  n  gleidie  Theile  zerlegen,  wenn  n  ent- 
weder von  der  Form  2'"  oder  eine  Primzahl  von  der  Gestalt 
2"*-]-  1  oder  das  Produd,  mehrerer  verschiedener  Zahlen  dieser 
Art  ist. 

Abel  wies  ins  Besondere  auch  nach,  dass  sich  dazu  eine 
Methode    verwenden    lasse,    die    der    von   Gauss    für    die   Zer- 
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legung  des  Kreisumfangs  in  gleiche  Theile  gefundenen  Methode 
(Auflösung  der  binomischen  Gleichungen,  siehe  Bepert.lj  p.  95  u.  fT.) 
analog  ist.  Es  scheint  dies  Gauss  selbst  schon  bekannt  ge- 
wesen zu   sein.     Vergl.  Werke^  1,  p.  412,  413;    Disqu,  arWim. 

Ausser  Fagnano  1.  c,  und  den  Aufsätzen  Euler 's,  3fcm. 
de  St.  Petersh.,  5,  1751,  1752  sind  von^  Arbeiten  über  die 
Lemniscatentheilung  (welche  mit  der  complexen  Multiplication 
der  elliptischen  Functionen,  Repert,  1,  p.  445,  zusammenhängt) 
noch  zu  erwähnen:  Libri,  Crelle,  10;  Liouville,  Compt.  Rend., 
17,  1843,  p.635;  Journ.  de  Limwüle,  8,  1843,  p.  507;  Clausen, 
Ästron.  NacJir.,  1842;  Wiehert,  Progr,  des  Konitzer  Gytnn.,  1846; 
Eisenstein,  Crelle,  30,  39;  Hoffmann,  Crelle,  48;  Kiepert, 
ib.,  75;  Schwering,  Crelle,  111.  Die  zu  dem  Integral  der 
Lemniscate  inyerse  Function  pflegt  man  lenmiscatische  Ftmctlan 
zu  nennen.  Näheres  findet  man  bei  Enneper,  Ellipt,  Fund., 
Theor.  u.  Gesch.,  2.  Aufl.,  Halle  1890,  p.  382,  531,  546. 

Chasles,  Compt.  rend.,  21,  1845,  p.  199  fand,  indem  er  die 
Lemniscate  durch  die  gleichseitige  Hyperbel  entstehen  liess  (siehe 
oben)  und  dabei  den  Punkten  der  gleichseitigen  Hyperbel  die 
Punkte  der  Lemniscate  zuordnete ,  dass  zweien  Bogen  der 
Hyperbel,  deren  Differenz  rectiftcirbar  ist,  rectificirbare  Bogen 
der  Lemniscate  entsprechen. 

Mit  den  Curven,  deren  Bogen,  wie  bei  der  Lemniscate, 
sich  durch  elliptische  Integrale  1^'  Gattung  ausdrücken  lassen^ 
beschäftigten  sich  Legendre,  Traite  des  fonct.  ellipt.,  Paris 
1826 — 1832,  2,  p.  590  und  später  Boberts,  Journ.  de  Liouv.,  9; 
Serret,  ib.,  10  sowie  LeJirbuch  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung, Bd.  2,  Integralrechnu/ng ,  herausgeg.  von  Bohlmann, 
Leipzig  1899.  Weitere  Einzelheiten  findet  man  bei  Enneper, 
1.  c,  p.  560;  siehe  auch  Cayley,  An  elem.  ireat.  on  dlipt.  funct.^ 
Cambridge  1876,  Kap.  3,  15. 

Der  Perimeter  der  ganzen  Lemniscate  lässt  sich  durc/i  die 
Beihe  ausdrücken: 

4l/2'.afl  +  -'-.i  +  — •  '-+'•—•'  +--V 

^  \'2       5'2.4      9'2.4-6     13'  / 


Die  Lemniscate  Gerono's.  Eine  Curve,  die  grosse  Aehn- 
lichkeit  mit  der  BernouUi 'sehen  Lemniscate  hat  und  deshalb 
auch  von  einigen  Autoren  mit  ihr  verwechselt  wurde  (siehe  In- 
term^diaire  des  matfi.,  1897,  p.  98  und  p.  190,  191),  ist  die 
Gerono*sche  Lemniscate,  wie  sie  von  Einigen,  oder  die  Curve 
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von  der  Form  einer  ^cht  (ad  oUo),  wie  sie  von  Anderen    ge- 
nannt wird.     Ihre  Gleichung  lautet  in  der  einfachsten  Gestalt: 

/  =  /  — iP^ 

Sie  wird  folgendermassen  construirt:  Man  projicirt  einen 
Punkt  P  eines  Kreises  orthogonal  auf  einen  Durchmesser  nach 
P'  und  auf  die  in  dem  Endpunkt  dieses  Durchmessers  an  den 
Kreis  gelegte  Tangente,  verbindet  dann  den  Mittelpunkt  mit  dem 
Fusspunkt  der  letzteren  Projection  und  bestimmt  den  Schnitt- 
pimkt  dieser  Verbindungsgeraden  mit  der  ersteren  projicirenden 
Geraden,  d.  h.  mit  PF^,  Der  Ort  dieser  Schnittptmkte  ist  die 
Lemniscate  Gerono's. 


§11.    Ovale  von  CartesiiiB.     Fascal^sche   Schneokenlinie. 
Cardioide.     Conchoide  des  Nicomedes.     Spiiische  Curven. 

Die  Cartesischen  Ovale  (aplanetisdien  Curven)  haben  wir 
schon  auf  S.  201  besprochen.  Sie  sind  Curven  4**'  Ordnung 
mit  zwei  Spitzen  in  den  beiden  unendlich  fernen  imaginären 
Kreispunkten  der  Ebene  und  daher  circulare  Curven, 

Wir  wollen  die  Sätze  nicht  wiederholen,  die  wir  bereits 
früher  an  dem  angegebenen  Ort  aufgestellt  haben,  und  fügen 
nur  hinzu: 

Die  Gleichung  der  Curve  für  Cartesische  Coordinaten  lässt 
sich  schreiben: 

(x^  +  /  -  a^  +  b(x  -  (?)  =  0; 

für  Polarcoordinaten,  wenn  ein  Brennpunkt  (vergl.  S.  201)  zum 
Fol  genommen  wird: 

« 

0^  —  (a  -{-  b  cos (p)q  +  e*  =  0; 

und  für  bipolare  Coordinaten,  wenn  q,  q   die  von  zwei  Brenn- 
punkten der  Curve  ausgehenden  Badienvectoren  bezeichnen: 

Iq  -}-  mq  =  c, 

worin  l,  m,  c  Constante  bedeuten. 

Die  Curve  hat  drei  reelle  in  einer  Geraden  liegende  Bremi^ 
punkte,  wenn  man  im  Allgemeinen  unter  Brennpunkten  einer 
Curve  die  Schnittpunkte  der  von  den  beiden  Kreispunkten  der 
Ebene  an  die  Curve  gezogenen  Tangenten  versteht;  die  beiden 
Kreispunkte  gehören  im  vorliegenden  Fall  der  Curve  an  und 
sind  Spitzen  für  sie. 
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Chasles  entdeckte  zuerst  den  dritten  Brennpunkt  der 
Curve,  während  Cartesius  nur  zwei  Brennpunkte  angenommen 
hatte. 

Man  kann  sich  die  Curve  als  Ort  der  dritten  Ecke  eines 
Dreiecks  erzeugt  denken,  dessen  beide  andere  Ecken  (die  End- 
punkte der  Basis)  sich  auf  zwei  Kreisumföngen  bewegen,  wäh- 
rend sich  die  Basis  um  einen  Punkt  dreht  (d.  h.  sich  so  ver- 
schiebt, dass  sie  denselben  Abstand  von  einem  Punkt  behält), 
welcher  auf  der  die  Mittelpunkte  der  Kreise  verbindenden  Geraden 
liegt,  und  während  die  beiden  Seiten  um  diese  Mittelpunkte 
rotiren.     Diese  Centren  sind  zwei  Brennpunkte  der  Curve. 

Eine  optische  Eigenschaft  der  Brennpunkte  der  Cartesi- 
schen  Ovale  lautet: 

Die  van  einem  der  Brennpunkte  ausgehenden  und  von  der 
Curve  gebrochenen  Strahlen,  deren  Brechungsexponent  dem  Ver- 
hältniss  der  Badien  der  beiden  Kreise  gleich  ist,  die  zur  Erzeu- 
gung der  Curve  dienen,  laufen  in  einem  anderen  Brennpunkt 
zusammen. 

Die  Cartesisdien  Ovale  sind  Evolventen  der  Brennlinie 
durch  Befradion  für  einen  Kreis,  Vergl.  Salmon-Fiedler, 
Eb,  Curv.,  2.  Aufl.  p.  127. 

In  der  ältesten  uns  bekannten  analytischen  Geometrie  vom 
Jahr  1637,  welche  Cartesius  zum  Verfasser  hat,  werden  zum 
ersten  Mal  die  Eigenschaften  der  Cartesischen  Ovale  untersucht. 

Der  neueren  Zeit  angehörige  Arbeiten  über  sie  sind  von 
Genocchi,  Nouv.  Ann.,  14,  1855,  p.  202,  260;  Mathesis^ 
1884;  Zeuthen,  Nouv.  Ann.,  1864,  p.  304;  Sylvester,  Biü. 
Mag.,  31,  1866;  D'Ocagne,  Compt  Bend.,  97,  1883,  p.  1424. 

Reichhaltige  literarische  Angaben  findet  man  bei  Liguine, 
Bull,  de  Darboux,  1882  und  in  dem  Inferm.  des  maÜi.,  1896, 
p.  238,  239. 

Ueber  die  Rectification  der  Cartesischen  Ovale  durch  drei 
Ellipsenbogen  siehe  Genocchi,  Ann.  di  Mat.,  (l)  6,  p.  111; 
Compt.  Bend.,  80,  1875,  p.  112. 


Die  FascaVsche  Schneckenlinie,  Limagon,  it.  Lumaca.  Wenn 
in  der  Gleichung  der  Cartesischen  Ovale  für  Polarcoordinaten 
e  =  0  gesetzt  wird,  so  erhält  man  die  Gleichung  (für  Polar- 
coordinaten) der  Pascal'schen  S(^neckenlinie,  die  nicht  nur  die 
Kreispunkie  zu  Spitzen  hat,   sondern  auch  in  dem  CoordincUen- 
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anfang  einen  Doppelpunkt  besitzt.  Die  Curve  erhielt  ihren  Namen 
von  Bober val,  Mcm,  de  VAc.  de  Paris,  1708,  p.  78.  Sie  wurde 
wohl  von  Etienne  Pascal,  dem  Vater  von  Blaise  Pascal 
entdeckt.  VergL  M.  Cantor's  Geschichte  der  Math.,  Bd.  2, 
p.  882.     Ihre  Gleichung  in  Polarcoordinaten  kann 

Q  =^  a  -\-  b  cos  (p 

geschrieben  werden  und  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

{x^  +  y^  —  bxY  =  a\x^  +  y^). 

Die  Curve  lässt  sich  als  eine  Fusspunktcurve  und  auch 
als  eine  Conchoide  auffassen.     VergL  die  §§  2  und  4. 

Die  PascaVsche  Schneckenlinie  ist  eine  Conchoide  des  Kreises 
und  aucfir  eine  Fusspunktcurve  des  Kreises: 

Auf  einem  Durchmesser  eines  Kreises  vom  Badius  a  nimmt 
man  einen  Punkt  P  an,  der  vom  Mittelpunkt  um  die  Länge  b 
absteht.  Die  Fusspunktcurve  von  P  in  Bezug  auf  den  Kreis 
ist  die  PascaVsdhe  Schneckenlinie  mit  der  eben  angegebenen 
Gleichung. 

Man  ziehe  femer  den  Kreis,  dessen  Durchmesser  die  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  mit  P  verbindende  Strecke  ist;  trägt 
man  mm  auf  den  von  P  aus  nach  diesem  Kreis  gezogenen 
Badi^nvectoren  auf  beiden  Seiten  des  Endpunkts  eines  jeden 
Badius veciors  Strecken  ab,  die  constant  gleich  a  sind,  so  erhält 
man  wieder  die  PascaVsche  ScJmeckenlinie. 

Andere  Constructionen  sind: 

Sie  ist  die  inverse  Curve  (vergl.  §  1)  eines  Kegelschnitts, 
wenn  ein  Brennpunkt  des  Kegdsdinitts  zum  Centrum  der  Inver- 
sion genommen  tcird. 

Hat  man  ein  in  einen  Kreis  eingeschriebenes  Dreieck, 
dessen  eine  Ecke  Ä  festliegt  und  dessen  Winkel  Ä  constant 
bleibt,  so  ist  die  PascaVscfie  Sclmeckcnlinie  der  Ort  der  Mittel- 
punkte  der  von  innen  und  von  aussen  in  das  Dreieck  eingeschrie- 
benen Kreise. 

Sie  ist  audi  der  Ort  des  Scheitels  eines  consta/nten  Winkels, 
dessen  Schenkel  zwei  gegebene  Kreisperipherien  berühren. 

Sie  ist  ferner  eine  Bouleite  (vergl.  §  6),  die  von  einem 
Punkt  erzeugt  wird,  der  mit  der  Ebene  eines  Kreises  fest  verbun- 
den ist,  der  auf  einem  anderen  Kreis  von  gleichem  Badius  rollt. 


Ein   specieller  Fall   der  Pascal'schen  Schneckenlinie  ist  die 
Cardioide,  die  man  für  a  =  b  erhält. 
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Biese  Curve  kann  man  sich  entstanden  denken:  als  Ort  eines 
Punktes  eines  Kreisumfangs,  der  auf  einem  anderen  von  gleichem 
Badius  rollt;  oder  als  Fusspunktcurve  eines  Kreisumfangs  in 
Bezug  auf  einen  Punkt  des  Umfangs;  oder  als  Conchoide  eines 
Kreises  in  Bezug  auf  einen  seiner  Punkte,  wenn  dem  Durch- 
messer gleiche  Strecken  abgetragen  werden;  oder  als  die  Inverse 
einer  Parabel,  wenn  das  Centrum  der  Inversion  im  Brenn- 
punkt liegt. 

Die  Normale  in  einem  Punkt  der  Cardioide  geht  durch  den 
Berührungspunkt  der  beiden  Kreise,  die  zu  ihrer  Erzeugung  als 
Boulette  dienen. 

Die  Cardioide  hat  einen  6mal  so  grossen  Flächeninlialt,  wie  der 
Kreis,  dessen  Conchoide  sie  ist,  und  einen  ^mal  so  grossen,  wie 
der  Kreis,  dessen  Fusspunktcurve  sie  darstellt.  Der  letztere  Kreis 
hat  einen  doppelt  so  grossen  Badius,  tvie  der  erstere,  und  der 
erstere  ist  den  Kreisen  gleich^  die  zur  Erzeugung  der  Cardioide 
als  Boulette  dienen. 

Die  Cardioide  ist  16mal  so  lang,  als  der  Badius  des  Kreises, 
dessen  Conchoide  sie  ist,  und  dmal  so  lang,  als  der  Badius  des 
Kreises,  von  dem  sie  die  Fusspunktcurve  ist. 

Der  Krümmungsradius  in  einem  Punkt  i^t  -|  des  Segments, 
welches  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem  Badiusvector  und 
dem  Durchmesser  des  Kreises  darstellt,  dessen  Fusspunktcurve 
die  Cardioide  ist. 


Die  Conchoide  des  Nicomedes  ist  die  Conchoide  (vergl.  §  4) 
einer   Geraden. 

In  Polarcoordinaten  lautet  ihre  Gleichung: 

9  =  ^-4-6 

^  cos  CO  — 

und  in  Cartesischen  Coordinaten: 

y^  (x  —  aY  =  x^(b  -{-  a  —  x)(b  —  a  +  rc), 

worin  a  den  Abstand  des  Punkts  von  der  Geraden,  die  als  Basis 
dient,  und  b  die  Länge  des  constanten  Segments  bezeichnet,  das 
auf  dem  Radiusvector  abgetragen  wird. 

Die  zu  Grund  liegende  Gerade  ist  offenbar  eine  Asymptote 
der  Conchoide. 

Die  Tangente  wird  nach  der  für  alle  Conchoiden  geltenden 
Methode  construirt.     Siehe  §  4. 
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Yergl.  die  ausführliche  Schilderung  hei  M.  Cantor,  Ge- 
schichte  der  Ma^,^  1,  2.  Aufl.,  Leipzig  1894,  p.  334. 

Die  Conchoide  oder  Musd^eliinie  des  Nicomedes  hat  auch 
ausser  zur  Auflösung  des  Delischen  Problems  der  Würfelverdoppe- 
lung zur  Dreitheilung  des  Winkels  gedient.  Nach  den  Angaben 
des  Proclus  hat  Nicomedes  seihst  mit  ihr  jeden  Winkel  in 
drei  gleiche  Theile  zerlegt.     Cantor,  1.  c,  p.  337. 

Newton,  Arithm,  univ,,  p.  115  verwendete  sie  zur  Auf- 
lösung der  Gleichungen  3*^  und  4**^  Grads. 


Spirische  Cwrven  heissen  die  Schnitte  des  Toms  (der  durch 
Botation  eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ehene  liegende  Gerade 
erzeugten  Bingfläche;  siehe  Kap.  12,  §  7)  mit  Ebenen,  die  der 
Kotationsaxe  des  Torus  parallel  sind. 

Sie  haben  die  beiden  Kreispwnkte  der  Ebene  eu  Doppel- 
punkten und  sind  im  Allgemeinen  4**'  Ordnung. 

Specielle  Fälle  dieser  Curven  sind  die  Cartesischen  Ovale, 
die  Lemniscate,  etc. 

Wir  machen  darauf  aufinerksam,  dass  einige  Autoren  Ober- 
haupt alle  Curven,  die  durch  die  Kreispunkte  der  Ebene  gehen, 
die  sogenannten  circularen  Curven,  spirische  genannt  haben.  Siehe 
Darboux,  Sur  une  dasse  remarquäble  etc,^  2.  ed.,  Paris  1896. 

Ueber  die  Geschichte  der  Tonisschnitte  vergl,  Schiapa- 
relli,  Le  sfere  omocentriche  di  Eudosso,  CalUppo  etc.,  Mem,  Ist. 
Lomb.y  (3),  13,  p.  117,  1874,  deutsch  von  W.  Hörn  in  München 
und  Tanne ry.  Bull,  des   soiences-  mafh.,  1884. 

§12.    Cyoloide.     Troohoide.    Hypooycloide.    Spicyoloide. 

Astroide.    VierspitBige  Curven. 

Die  eigentliche  Cydoide  ist  die  Curve,  welche  von  dem 
Punkt  der  Peripherie  eines  auf  einer  Geraden,  der  Basis,  rollen- 
den Kreises  vom  Badius  r  erzeugt  wird. 

Ihre  GleicJiung  für  cartesische  Coordinaten  ist 

Y  —  U  / 

X  =  r  arc  cos  — — " y  2  ry  —  i/* . 

Nennt  man  ö  den  Winkel,  den  die  Gerade,  welche  den 
Punkt  P  der  Curve  und  das  Centrum  des  erzeugenden  Kreises 
verbindet,  mit  der  auf  der  Basis  (der  a;-Axe)  senkrechten 
Geraden  bildet,  so  lassen  sicJi  die  Coordinaten  x  und  y  von  -P 
als  Functionen  von  B  durch  die  Formeln 


§  12.   Die  Cycloide.  541 

X  =  r(6  —  sinö), 
y  ==  r(l  —  cosö) 


ausd/rücken. 

Die  Differentialgleichung  der  Cycloide  lautet 


dy  ^  -|/27 
dx         V 


y 

und  ihre  natürliche  Gleichung: 

^2  +  52=16r^ 

Die  Normale  in  P  ist  die  Gerade,  welche  P  mit  dem  Punkt 
A  verbindet,  in  welchem  der  Ereis  die  Basis  berührt. 

Verlängert  man  die  Normale  über  Ä  hinaus  um  eine  Strecke 
gleicfi  PA,  so  ist  der  E^ndpmüd  dieser  Strecke  der  Krümmu/ngs- 
mittdpunkt. 

Die  Evolute  der  Cycloide  ist  wieder  eine  Cycloide,  die  der 
gegebenen  gleich  ist. 

Der  Inhalt  der  »wischen  der  Basis  und  einem  der  Cydoiden- 
zweige  liegenden  Fläche  ist  dreimal  so  gross  als  der  Inhalt  des 
Erzeugungskreises. 

Der  Bogen  eines  Cycloidenzweiges  ist  acht  mal  so  lang  als 
der  Eadius  des  Erzeugungskreises. 

Durch  die  Cycloide  wird  das  Problem  der  Brachistochrone 
gelöst.     Siehe  Bepert.,  1,  p.  250. 

Die  Cycloide  ist  auch  diejenige  von  allen  durch  zwei  Punkte 
gehenden  Curven,  für  die  der  Flächeninhalt  der  von  ihr^  ihrer 
Evolute  und  den  beiden  Normalen  in  den  Endpunkten  begrenz- 
ten Figur  der  kleinste  ist.     Siehe  B^ert.,  1,  p.  253. 

Die  Cycloide  ist  auch  eine  tautochrone  Curve,  weil  sie  die 
ausgezeichnete  Eigensdiaft  besitzt,  dass  ein  schwerer  Punkt,  von 
welcfier  Anfangslage  er  auch  ohne  Geschwindigkeit  ausgehe,  immer 
dieselbe  Zeit  gebraucht,  um,  ihre  Bogen  durchfallend,  zu  ihrem 
tiefsten  Punkt  zu  gelangen.  Dabei  muss  ihre  Basis  horizontal 
liegen  und  ihre  concave  Seite  nacJi  oben  gekeJirt  sein.  Huyghens, 
Horologium  oscülatorium,  1673. 

Ueber  die  tautochronen  Curven  und  ihre  Geschichte  siehe 
eine  Monographie  von  Orthmann,  Berlin  1872  und  Ton  Arno- 
deo,  Avellino  1883. 

Die  Cycloide  ist  eine  in  der  Greschichte  der  Mathematik 
berühmte  Curve.  Sie  wurde  von  Pater  Mersenne  und  von 
Galilei  untersucht;  Hoher val  fand  1634  ihre  Quadratur  und 
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Gartesius  die  Gonstruction  ihrer  Tangente;  später  beschäftigten 
sich  mit  ihr  Blaise  Pascal,  Huyghens,  die  Bernoulli,  etc. 
Näheres  findet  man  bei  Chasles,  Äpergu  hist,  p.  529; 
Günther,  Bibl.  mafh.,  1887,  p.  8  und  Brocard,  1.  c,  sowie 
in  M.  Cantor's  Geschicfite  der  Maih,^  Bd.  2  und  3  (siehe  daselbst 
im  Register  das  Stichwort  „Cycloide"). 


Man  nennt  verlängerte  (gedornte  oder  gestreckte)  bez.  verkürze 
(verschlungene)  Cydoiden  oder  allgemein  Trochoiden  die  Curven, 
welche  von  einem  Punkt  beschrieben  werden,  der  mit  der  Ebene 
eines  auf  einer  Geraden  rollenden  Kreises  starr  verbimdön  ist,  und 
dessen  Abstand  vom  Centrum  des  Kreises  Meiner  bez.  grösser 
als  der  Badius  ist.  Bezeichnet  a  diesen  Abstand  und  r  den 
Radius  des  Kreises,  so  lautet  die  Gleichung  der  Curve: 


ic  =  r  arc  cos 


r  —  y 
a 


-y«*-(r-y)*. 


Rollt  ein  Kreis  vom  Radius  r  auf  einem  anderen  vom 
Radius  22,  so  wird  die  von  einem  Punkt  des  Ümfangs  beschrie- 
bene Curve  Epiq/doide  genannt,  wenn  jeder  der  beiden  Kreise 
ausserhalb  des  anderen  Hegt,  und  Hypocydoide ,  wenn  der  eine 
sich  innerhalb  des  anderen  befindet. 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  sind: 


X  =  (r  '\-  R)  cos  Ö  +  r  cos  -^ —  Ö 
^  =  (r  +  -R)  sin  ö  —  r  sin  -^ —  0 


für  die  Epicydoide. 


Für  die  Hypocyd&ide  hat  man  nur  B  -^  r  mit  B  —  r  zu 
vertauschen. 

Die  Evoluten  oder  Evolventen  der  Epicydoiden  oder  Hypo- 
cydoiden  sind  Curven-  dersdben  Art, 

Für  r  =  B  erhält  mam>  die  Cardiaide.     Siehe  §  10. 

Wenn  r  =  —   ist  und  der  heweglidte  Kreis  sich  im  Innern 

des  festen    befindet^  so   ergibt   sich  die   vier  spitzige  Hypocydoide 
oder  Ästroide,  deren  Gleichung 

a:^  -(-  y^  =  B^     lautet. 
Die  natürliche  Gleichung  der  Astroide  ist: 
^2  ^  4s2  ^  9jf22^     Cesaro,  Nouv.  Ann.,  1885,  p.  258. 
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Ber  Perimeter  der  Ästraide  ist  sechsmal  so  gross  als  der 
Badius  des  festen  Kreises  und  dei'  Flächeninhalt  |  des  Flächen- 
inhalts dieses  Kreises, 

Die  Ästroide  ist  auch  die  Enveloppe  einer  Geraden  von 
constanter  Länge,  deren  Endpunkte  auf  zwei  zueinander  senk- 
rechten Geraden  gleiten, 

B 
Für  r  =        erhält  man   die    dreispitzige,    dreieckige    oder 

Steiner  'sehe  Hypocycloide, 

Die  dreispitzige  Hypocycloide  ist  die  Enveloppe  der  soge- 
nannten Simpson'schen  oder  Wallace'schen  Geraden  in  Bezug 
auf  das  Dreieck,  welches  die  drei  Spitzen  zu  Ecken  hat,  d,  h,  der 
Geraden,  auf  welchen  die  Fusspunkte  der  von  einem  Punkt  des 
ufnschriebenen  Kreises  auf  die  Seiten  gefällten  Leihe  liegen.  Siehe 
weiter  oben  Kap.  2,  §  7,  S.  67,  die  Dreiecksgeometrie. 

Epitrochoiden  ist  der  aUgemeine  Name  der  Curven,  welche 
von  einem  Punkt  der  Ebene  eines  Kreises  erzeugt  werden,  der 
auf  einem  anderen  festen  Kreis  rollt  und  ihn  dabei  von  aussen 
berührt.  Specieller  erhält  man  dann  verkürzte  oder  verlängerte 
Epicydoiden^  je  nachdem  der  betreflFende  Punkt  ausserhalb  oder 
innerhalb  des  beweglichen  Kreises  liegt.  Analoge  Definitionen 
gelten  für  die  Hypotrochoiden^  die  ebenso  wieder  in  verkürzte 
und  verlängerte  Hypocydoiden  zerfallen. 


Die  Epi-  und  Hypocydoiden  wurden  untersucht  von:  De 
La  Hire,  Mt'm,  de  l'Ac.  de  Paris,  1694,  1706;  Newton,  Prin- 
cipia  etc.,  der  ihre  Rectification  studirte;  Euler,  Nova  Comm. 
Petrop.,  1766,  1781;  Acta  Petrop.,  1784;  Eaabe,  Grelle,  1; 
Eckardt,  Zeitsdir.  für  Math.,  15,  1870;  Kiepert,  ib.,  17,  1872. 

Mit  der  dreispitzigen  Hypocycloide  beschäftigten  sich  Stei- 
ner, Grelle,  53,  55;  dann  Cremona,  Grelle,  64;  Clebsch,  ib., 
id.;  Battaglini,  Giom,  di  Batt,,  4,  1866;  Painvin,  Nouv, 
Ann.^  1870;  Cahen,  ib.,  1875;  Laguerre,  Bull,  See.  math,, 
7,  p.  108;  Intrigila,  Giorn.  di  Batt,,  1885;  etc. 

Ihren  Flächeninhalt  berechnete  Balitrand,  Journ.  de  Long- 
champs,  1893,  p.  75.  Vergl.  auch  Kap.  7  der  Geometrie  der 
höheren  ebenen  Gurven  von  Salmon-Fiedler. 


Wenn  man  bei  der  zweiten  Construction  der  Ästroide, 
welche  die  Ästroide  als  Enveloppe  liefert,  anninmit,  die  beiden 
festen  Geraden  stehen  nicht  senkrecht  aufeinander,  sondern  seien 
um  einen  Winkel   a  gegeneinander  geneigt,   so   erhält  man  die 
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sogenannte  tretracuspiääle  oder  vierspitzige  Curve  als  Enveloppe 
einer  Geraden    yon  constanter  Länge  a,  deren  Endpunkte   auf 
zwei  den  Winkel  a  miteinander  bildenden  Geraden  gleiten. 
Diese  Curve  ist  ^'  Ordnung  und  4*®'  Classe. 

Ihr  Fläüienihhalt  ist    ^"^^(l  +  2sin*a).. 

Ihr  Studium  wurde  von  Merlieuz^  Nouv.Änn.^  1842,  p.  59, 
question  12  als  Thema  aufgegeben;  Joachimsthal  fand  ihre 
Gleichung,  ib.,  1847;  Steiner,  ib.,  1858  gab  viele  ihrer  Eigen- 
schaften an.  Sie  wurde  dann  auch  von  Bellavitis,  JEsposi- 
eione  dd  metodo  delle  equipollenze,  Mem,  dclla  Societä  italiana 
delle  sdenze,  vol.  25,  Modena  1854,  in  das  Französische  über- 
setzt von  Laisant,  Paris  1874,  untersucht,  der  ihr  den  Namen 
gab,  und  von  Mannheim,  Nouv,  Ann,^  1878;  über  ihre 
Eectification  siehe  Matkesis,  1894,  p.  129.  Näheres  findet  man 
in  dem  Interm,  des  math.,  5,  p.  160.  Vergl.  Wölffing,  Biblio^, 
math.,  (3),  2,  1901,  Bericht  über  den  gegenwäriigen  Stand  der 
cydischen  Curven  (d.  h.  solcher  Curven,  die  beim  Bollen  eines 
Kreises  auf  einem  anderen  durch  irgend  einen  Punkt  in  der 
Ebene  des  ersteren  beschrieben  werden). 

§  13.    Die  Spiralen.     Die  Bibauooiir*80hen  Curven. 

Mit  dem  Namen  Spirale  pflegt  man  Curven  zu  bezeich- 
nen, die  sich  in  unendlich  vielen  Windungen,  von  denen  jede 
folgende  entweder  innerhalb  oder  ausserhalb  der  vorhergehenden 
liegt,  um  einen  Punkt  drehen.  Der  gemeinsame  Name  Spirale 
bezieht  sich  mehr  auf  das  Bild,  das  ihre  Figur  unseren  Augen 
bietet,  als  auf  eine  allen  diesen  Curven  gemeinsame  Eigenschaft. 

Jede  Spirale  ist  nothwendiger  Weise  eine  transcendente  Curve. 

Die  Spirale  des  Archimedes  (welche  auch  die  Canon'sche 
genannt  wird)  hat  in  Polarcoordinaten  die  Gleichung: 

Q  =  a<p. 

Sie  ist  mithin  der  Weg  eines  Punkts,  der  sich  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  auf  einer  Geraden  fortbewegt,  während 
diese  gleichförmig  um  einen  ihrer  Punkte  rotirt.  Sie  besteht 
aus  zwei  zueinander  symmetrischen  Theilen ,  die  den  beiden 
Theilen  entsprechen,  in  welche  die  bewegliche  Gerade  durch  den 
festen  Punkt  zerlegt  wird. 

Bei  der  Spirale  des  Archimedes  ist  die  Polarsubnormale 
constant  und  dem  Parameter  a  gleich. 


§  13.   Logarithmische  Spirale.  545 

Der  Inhalt  der  von   einem  Bogen  der  Spirale  des  Archi- 
tnedes  und  den  beiden  Endradienvectoren  begrenzten  Fläche  ist: 

worin  9^,  tp^  die  Argumente  der   beiden  Endpunkte  des  Bogens 
bedeuten. 

Die   Spirale   des   Ärchimedes   ist    die   Fusspwnktcurve    der 
Evolvente  eines  Kreises  in  Bezug  auf  das  Centrum  dieses  Kreises. 


Die  logarithmische  Spirale  hat  die  Polargleichung 

Ihre  Evolute,  ihre  Brennlinie  durch  Beflexion  und  ihre 
Brennlinie  durch  Befradion  sind  wieder  der  gegebenen  gleiche 
logarOhmische  Spiralen.     Jacob  Bernoulli,  Acta  Erud,,  1691. 

Die  Curve  schneidet  den  Badiusvector  unter  constantem 
Winkel.  Sie  hat  daher  auch  den  Namen  gleichwinklige  Spirale 
(spirale  equiangolare)  erhalten. 

Der  Anfangspunkt  der  Badienvectoren  ist  asymptotischer 
Bunkt  der  Curve. 

Die  Länge  der  von  dem  Punkt  ^  =  1 ,  gr=  0  aus  in  negativer 
Botationsrichtung  genommenen  Bogen  convergirt  gegen  die  eidliche 

Grösse  -^—^ — ,  wenn  der  Endpunkt  dem  Pol  zustrebt 

Der  Krütnmungsmittelpunkt  ist  der  Endpunkt  der  Polar- 
subnormdlen. 

Die  Boulette  und  die  Gleitcurve  (siehe  §  6)  des  Pols  der 
logarithmischen  Spirale  in  Bezug  auf  dieselbe  Gerade,  als  Basis, 
sind  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  Gerade. 

Die  logariüimische  Spirale  hat  ihre  eigene  reciproke  Polare 
in  Bezug  auf  jede  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Centrum  im  Pol 
der  Spiralen  liegt,  und  welche  von  der  Spiralen  berührt  wird. 
Klein- Lie,  Bull,  des  sciences  math.,  1872,  p.  331. 

Die  Inverse  der  logarithmischen  Spirale  ist,  wenn  das  Centrum 
der  Inversion  im  Pol  liegt,  wieder  eine  logarithmische  Spirale, 
die  der  ersteren  gleich  ist. 

Die  logarithmi^che  Spirale  wurde  zuerst  von  Cartesius, 
dann  von  Jacob  Bernoulli  untersucht.  Literaturnachweise 
findet  man  bei  Brocard,  Lc;  eine  kurze  Monographie  über 
die  Curve  ist  von  Whitworth,  Nouv.  Ann.^  1869.  Siehe  auch 
Kap.  7  der  ebenen  Curven  von  Salmon -Fiedler. 
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Die  hf/perholisdie  Spirale  ist  die  Inyerse   der  Spirale    des 
Archimedes;  ihre  Polargleichnng  lautet: 


Die  Ourve  hcU  den  JPöl  zum  asymptotischen  Punkt  und  eine 
Gerade  als  Asymptote;  sie  besteht  aus  zwei  Äesten,  die  in  Sezttg 
auf  die  zur  Asymptote  senkrechte  und  durch  den  JM  gehende 
Gerade  symmetrisch  sind. 

Ihre  Polarsuhtangente  ist  constant. 

Die  hyperbolische  Spirale  ist  die  Frqjectiion  einer  Schrauben- 
linie von  einem  Punkt  der  Axe  aus  auf  eine  zur  Axe  senkrechte 
Ebene. 

Die  parabolische  oder  Fermat'sche  Spirale  hat  die  Gleicliiiiig 

Es  sei  0  der  Pol  und  OM  die  Polaze,  die  von  -der  Spirale 
5uccessiy  in  den  Punkten 

0,  M,  M\  M'\  . .  . 

getroffen  wird. 

Beschreibt  man  von  dem  Centrum  0  aus  mit  dem  Badius 
OM  einen  Kreis,  so  ist  der  Inhalt  I  der  von  dem  ersten  Bogen  OMder 
Spirale  und  der  Axe  OM  eingeschlossenen  Fläche  die  Hälfte  des 
Flächeninhalts  dieses  Kreises;  derselbe  Flächeninhalt  I  ist  halb  so' 
gross,  als  der  Inhalt  der  von  dem  ersten  Zweig  OM  der  Spirale, 
dem  zweiten  Zweig  MM'  und  der  Geraden  MM'  begreneten 
Fläche,  während  der  letztere  dem  Inhalt  der  von  dem  zweiten 
Zweig,  dem  dritten  und  der  Geraden  M*M"  umschlossenen 
Fläche  gleidi  ist,  welche  ihrerseits  wieder  dem  Inhalt  der  von 
dem  dritten  Zweig,  dem  vierten  und  der  Geraden  M"M"'  um- 
gebenen Figur  gleich  ist,  u.  s.  w. 


Linien,  die  so  beschaffen  sind,  dass  die  Projection  des 
Krümmungsmittelpunkts  auf  den  Kadiusvector  diesen  in  con- 
stantem  Verhältniss  theilt,  heissen  SinusspircUen ,  De  la  6ou- 
pilliere;  ihre  Folargleichung  lautet 

^^  =  a**  sin  («9)) 
und  ihre  natürliche  Gleichung: 


§  13.   Ribaucour^Bche  Gurren.  547 


dg 


Viir-^ 


Der  Winkd,  den  die  Tangente  an  die  Curve  mit  dem 
Badiusvectar  hüdet,  ist  ntp. 

Für  specielle  Werthe  von  n  (des  Indexes)  ergeben  sich 
schon  bekannte  und  einfache  Gurven;  z.  B.  fOr  n==:=l  die  Kreis- 
linie, fOr  n  =  —  1  die  Gerade. 

Den  Sinusspiralen  stehen  die  üibaucour 'sehen  Cwrven 
nahe,  deren  natürliche  Gleichung 


lautet. 


i/(i)'"-'- 


Die  Kih au cour* sehen  Curven  sind  dadurch  ausgezeichnet, 
dass  ihr  Krümmungsradius  dem  zwischen  dem  Punkt  der  Gurve 
und  einer  festen  Geraden  liegenden  Segment  der  Normalen  pro- 
portional ist. 

Die  Zahl  n  heisst  bei  der  Sinusspiralen  sowohl  wie  bei 
der  Bibaucour'schen  Curve,  Index. 

Werni  eine  Sinuss^äle  mit  dem  Index  n  auf  einer  Geraden 
roUt,  80  beschreibt  ihr  Fol  (der  Anfangspunkt  der  Badien- 
vectoren)  eine  Ribaucaur'sche  Curve,  deren  Index 

n  —  1     .  . 

r--       ist. 

n  +  1 

Bez.  der  Sinusspiralen  citiren  wir  De  la  Goupilliere, 
Kouv.  Ann,,  1876,  p.  97;  Brocard,  ib.,  1886. 

Die  Bibaucour'schen  Gurven  entdeckte  Ribaucour  bei  seinen 
Untersuchungen  über  Minimalflächen,  3fem,  de  VAc.  de  Belg.,  44; 
Kouv,  Ann.,  1888;  etc. 

Eine  Besprechung  der  beiden  letzten  Curvenarten  findet  man 
bei  Gesaro,  Geom.  inirins.,  1896,  p.  45,  deutsch  von  Kowa- 
lewski,  Vorlesungen  Ober  natürliclie  Geometrie,  Leipzig  1901. 
Heber  weitere  Angaben  siehe  Brocard  an  dem  in  §  6  ange- 
gebenen Ort.  I 

85* 
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§  14.    Kettenlinie.     Delaunay*aolie  Oorve.     Traotrix. 
Sinusoorve.     Quadratrix.     ElastiBOhe  Linie. 

Die  Kettenlinie  ist  die  Eahelage  eines  gleichförmig  dichten 
unelastischen  schweren  Fadens,  der  in  zweien  seiner  Punkte 
befestigt  ist. 

Ihre  Gleichung  lautet: 

und  ihre  natürüche  Gleichung: 

ÜQ  =  d^  '\-'  s*. 

Die  x-Axe  steht  um  die  Länge  a  von  dem  tiefsten  Punkt 
Ä  der  Curve  ab;  sie  heisst  die  Axe  der  KeÜenlinie  und  die  Curve 
ist  in  Bezug  auf  sie  convex. 

Die  Kettenlinie  ist  die  Roulette  des  Brennpunkts  einer 
Parabel,  die  auf  einer  Geraden  rolU. 

Die  Tangente  an  die  Kettenlinie  in  einem  Punkt  P  wird 
construirt,  indem  man  mit  dem  Radius  a  einen  Kreis  meht,  dessen 
Centrum  der  Fusspunkt  der  Ordinate  von  P  ist,  und  von  P  aus 
eine  Tatvgente  an  diesen  Kreis  legt 

Der  JBjiimmungsradius  ist  an  Länge  dem  Theil  der  Nor- 
malen gleich,  der  zwischen  dem  Curvenpunkt  und  der  x-Ax^ 
liegt;  man  erhält  datier  den  KrUmmungsmittdpunkt,  indem  man 
diese  Länge  in  entgegengesetzter  Richtung  auf  der  Normalen 
abträgt. 

Die  Kettenlinie  ist  von  allen  Curven,  welche  die  gleiche 
Länge  haben  und  deren  Endpunkte  dieselben  beiden  Punkte  sind, 
diejenige,  deren  Schwerpunkt  am  tiefsten  liegt,    R^ert,,  1,  p.  252. 

Durch  Botation  um  ihre  Axe  erzeugt  die  Kettenlinie  das 
Catenoid,  welches  eine  Miuimalfläche  ist.  Siehe  Kap.  16  und 
Repert,,  1,  S.  254,  wo  auch  noch  eine  andere  Eigenschaft  der 
Catenoide  angegeben  ist. 

Den  Bogen  AP  der  Kettenlinie  erhält  man,  wenn  in  dem 
Schnittpunkt  S  der  Tangente  in  P  mit  der  Tangente  in  A  ein 
Loth  auf  die  Tangente  in  P  errichtet  wii-d,  welches  die  a;-Axe 
in  R  schneidet,  und  alsdann  der  Schnittpunkt  S  auf  die  rr-Axe 
nach  Q  projicirt  wird.  Die  Läfige  QR  ist  dem  Bogen  AP 
gleicfi. 

Der  Inhalt  der  Fläche  zwischen  dem  Bogen  AP  der  Ketten- 
linie,  der  x-Axe  und 'den  Endcoordinaten  ist  dem  Product  aus 
dem  Bogen  AP  und  dem  Parameter  a  gleich. 
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Die  GleicIlgewicIltsculTe  eines  schweren  Fadens  wurde  von 
Galilei  studirt,  der  sie  irrthümlicher  Weise  für  eine  Parabel 
hielt;  spätere  Untersuchungen  sind  von  Leibniz  (1691)  und 
Jacob  Bernoulli  (1691). 

lieber   historische  Angaben  siehe  einen  Artikel  von  Lai 
sant,  Ass,  Franq,  Cangris  de  Toulouse,  1887,  p.  64. 


Wie  die  gewöhnliche  Eettenlinie  die  Roulette  des  Brenn- 
punkts einer  Parabel  ist,  so  gibt  es  auch  Curven,  welche  die 
Rouletten  der  Brennpunkte  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  sind. 
Sie  werden  eUipUsche  oder  hyperbolische  KeUenlinien  oder  auch 
Curven  Belaunai/s  genannt,  der  sie  zuerst  (1846)  studirte  und 
fand,  dass  sie  die  Meridiane  einer  UmdreJiungsfläche  von  con- 
stanter  mittlerer  Krümmung  sind  (Unduloide  und  Nodoide,  siehe 
Kap.  16). 

Die  Differentialgleichung  der  Delaunaff sehen  Curven  lautet: 


und  ihre  natürliche  Gleichung: 


sm'  — 
e  8  .  a 
—  Q  =  e  —  cos 

e  —  008  — 
a 


Jede  Delaunay'sche  Curve  ist  einer  gleichen  Curve  parallel* 
Näheres   über  diese  Curven  findet  man   auch  bei  Cesaro, 
Geom,  intrins.,  p.  69,  deutsch  von  Kowalewski. 


Tradrix  (Huyghens,  1693)  heisst  eine  Curve,  welche  so 
beschaffen  ist,  dass  das  zwischen  dem  Berührungspunkt  und 
einer  festen  Geraden  liegende  Stück  ihrer  Tangente  von  con- 
stanter  Länge  =  a  ist.  Die  feste  Gerade  ist  Asymptote  der 
Tracirix. 

Ihre  Differentialgleichung  lautet: 

dx         )/a*  —  y* 
wnd  die  Gleichung  in  endlichen  Termen: 

X  =  _  ys^zrp  +  a  log  ^^LV^' 
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Die  Curve  ist  auch  die  arihoganale  Trc^eäorie  der  Kreise 
vom  Badius  a,  deren  Mittdpunkte  auf  der  Axe  liefftn^  oder  cHMch 
die  Evolvenie  einer  Keitenlinie, 

Sie  kann  auch  als  die  Enveloppe  der  Axe  einer  Parabel 
angesehen  werden,  welche  auf  einer  Geraden  rollU 

Die  Tradrix  ist  auch  die  Meridiancurve  der  Pseudosphäre 
und  des  pseudosphärischen  Hdicoids  Dini's.  Siehe  Kap.  16, 
S.  493. 

Den  Erfimmungsradius  in  einem  Punkt  P  erhält  man,  wenn 
von  dem  Scheitel 

(ic  =  0,    y  =  a) 

der  Curye  die  Parallele  zu  der  Tangente  in  P  gezogen  wird^ 
welche  die  Asymptote  in  JR  trifft;  das  Segment  OR^  wenn 
unter  0  die  rechtwinklige  Projection  des  Scheitels  auf  die 
Asymptote  verstanden  wird,  ist  dem  Krümmungsradius  an 
Länge  gleich. 

Verlängerte  bez.  verkürzte  Tractrix  werden  die  Projectionen 
der  gewöhnlichen  Tractrix  auf  eine  durch  die  Asymptote  gelegte 
Ebene  genannt,  je  nachdem  die  projicirenden  Geraden  senkrecht 
auf  der  Ebene  der  Tractrix  oder  auf  der  Projectionsebene  stehen. 
Siehe  Bianchi,  Geom,  diff.,  p.  243,  deutsche  Ausg.,  S.  255. 

Die  Tractrix  studirte  Bomie,  Mem,  de  VAc.  de  Paris, 
1712,  p.  281;    vergl.  auch  Cesaro,  Mathesis,  1882,  p.  217. 


Die  Sinuscurve  (Sinusoide)  hat  zur  Gleichung 

y  =  sina?. 

Sie  hat  unendlich  viele  Inflexionspmikte  auf  der  x-Axe, 
die  glichen  Abstand  von  einander  haben;  in  diesen  Punkten 
beträgt  die  Neigung  der  Tangente  45®. 

Der  Inhalt  der  Fläche^  welche  zwischen  dem  von  zwei 
consecutiven  Inflexionspmkten  begrenzten  Bogen  und  der  x-Axe 
liegt,  ist  doppelt  so  gross  als  der  Inhalt  des  Qiiadrats  über  der 
linearen  Einheit,  die  durch  die  Höhe  desjenigen  Pvmkts  der  Sinus- 
curve über  der  x-Axe  dargestellt  wird,  in  welchem  die  Tangente 
der  X'Axe  parallel  ist 

Der  ztvischen  zwei  aufeinander  folgenden  InflexionspuMen 
liegende  Bogen  der  Sinuscurve  hat  dieselbe  Länge,  wie  eine  Haib- 
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ellipae  mit  den  HcUbaxen  Y^  und  1 ;  diese  Länge  wird  durch  die 
Formd  ausgedrückt: 

-I'+(t)'-I(^D'+tÖ^)'— •!• 


Die  QtMdratrix  des  Dinosirates  (335  vor  Chr.  Geb.)  ist 
die  Curve,  deren  Gleichung 

2      tp 

,  ^  ^  «  Bin  flp 

oder 

y  =  a?tg^  lautet. 

Sie  hat  zu  Asymptoten  die  Linien,  wdche  der  Geraden 
y  =  0  parallel  sind  und  von  dieser  um  die  Grössen  i  2,  Hh  4, . . . 
abstehen^ 

Die  Quadratrix  lässt  sich  auf  die  folgende  Art  definiren: 
Man  denke  sich  einen  Kreis  mit  zwei  aufeinander  senkrechten 
Durchmessern  COA,  DOB.  Man  lasse  nim  gleichzeitig  von  0 
und  von  A  aus  zwei  bewegliche  Punkte  mit  gleichförmigen 
Geschwindigkeiten  den  einen  auf  der  Geraden  OB^  den  anderen 
auf  dem  Kreisbogen  AB  w>  abgehen,  dass  sie  zu  derselben  Zeit 
in  B  ankommen.  Sind  dann  L,  M  zwei  Lagen,  in  denen  sich 
die  beiden  beweglichen  Punkte  zu  derselben  Zeit  befinden,  so  ist 
der  Ort  der  Schnittpunkte  von  OM  mit  der  durch  L  parallel 
zu  OA  gezogenen  Geraden  die  Quadratrix. 

Der  Abstand  des  Scheitels  der  Quadratrix  von  dem  Mittel- 
punkt des  Kreises  ist  — ,  man  findet  auf  diese  Weise  indirect 

bei  der  Construction  der  Quadratrix  die   Grösse  irc;    die   Curve 
kann  daher  zur  Quadratur  des  Kreises  benutzt  werden. 

Sie  wurde  auch  von  Newton  untersucht,  Opuscula,  1, 
p.  102.  Historische  Notizen  findet  man  in  einem  Artikel  von 
P.  Tannery,  Bull,  des  sclences  math.,  1883,  p.  278. 


Die  elastische  Linie  wird  durch  die  Differentialgleichung 
dy  =  — -*- charakterisirt. 
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Sie  ist  die  Gleichgewichtscurve  einer  elastischen  Lamelle^ 
die  an  dem  einen  Ende  befestigt  ist  und  an  deren  anderem 
Ende  geeignete  Kräfte  angreifen.  Sie  wurde  zuerst  von  Jacob 
Bernoulli,  Mem.  de  VAc,  de  Par.,  1703,  1705  studirt. 

Ihr  Krümmungsradius  ist  der  Äbscisse  umgekehrt  propor- 
tional. 

Die  elastische  Linie  ist  von  allen  isoperimetrischen  Curvefir 
die  durch  zwei  feste  Punkte  gehen,  diejenige,  welche,  um  eine 
Axe  rotirend,  den  Körper  vom  grössten  Volumen  erzeugt.  Siehe 
JBepef/.,  1,  p.  254. 

Sie  wurde  vom  Standpunkt  der  elliptischen  Functionen  aus 
von  Enneper,  Ellipt.  Funct.,  p.  525  und  Halphen,  Fonct. 
ellipt.,  Bd.  2  behandelt. 

§  15.    Doppelt  gekrüininte  Curven.    Helize.    Loxodrome. 

Cylinderhelix  (Schrauben-,  Schneckenlinie)  (Eudoxus,  365 
vor  Chr.  Geb.)  heisst  die  auf  einem  Cylinder  liegende  Curve, 
welche  die  Erzeugenden  des  Cylinders  imter  constantem  Winkel 
schneidet.     Sie  ist  eine  geodätisdie  Linie  des  Cylinders. 

Bei  der  Ahwickelwng  des  Cylinders  auf  eine  Ebene  wird 
die  Helix  eine  Gerade. 

In  jedem  Punkt  fällt  die  Hauptnormale  der  Helix  mit  der 
Flächennormalen  zusammen. 

Bei  jeder  Cylinderhelix  ist  das  Verhälintss  der  beidefi  Krüm- 
mungen constant  und  umgekehrt. 

Die  beiden  Krümmungen  selbst  sind  nur  bei  den  Schrauben- 
linien constant,  tcdclie  auf  geraden  Kreiscylindern  li^en.  Pui- 
seux;  siehe  auch   Kap.  16,  §  4. 

Die  Schraubenlinien  werden  in  linksgewundene  und  rechts- 
geivundene  je  nach  ihrer  Richtung  ^egen  die  Erzeugenden  des  Cylin- 
ders unterschieden;  denkt  man  sich,  der  Cylinder  sei  in  eine  solche 
Lage  gebracht,  dass  seine  Erzeugenden  die  Richtung  der  Seh- 
strahlen haben,  und  ein  Punkt  durchlaufe  die  Helix  so,  dass  er 
sich  dem  Beobachter  nähert,  so  ist,  wenn  diese  Bewegung  des 
Punkts  die  Richtimg  der  Bewegimg  eines  Uhrzeigers  zu  haben 
scheint,   die  HeUx  linksgewunden,  anderen  Falls  reäitsgewundefu 

So  ist  z.  B.  die  Helix  einer  gewöhnlichen  Schreinerschraube 
recJitsgewunden, 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  P  einer  Kreiscylinderhelix, 
d.  h.  einer  auf  einem  geraden  Kreiscylinder  liegenden  Schrauben- 
linie, sind: 


§  16.    Schraubenlinien  und  Loxodrome.  553 

X  =  r  cos  ö, 
3/  =  r  sinö, 

z  =  rOig<p\ 

dabei  ist  r  der  Radius  des  Kreises,  der  die  Basis  des  Cylinders 
bildet,  q>  der  constante  Winkel,  unter  welchem  die  Heliz  die 
Erzeugenden  schneidet  (der  Steigungswinkel),  und  0  der  Winkel, 
den  die  x-A^e  mit  der  Geraden  bildet,  welche  den  Goordinaten- 
anfang  mit  der  Projection  des  Punktes  P  auf*  die  a:^^- Ebene 
verbindet. 

Der  Bogen  der  Kreiscylinderschraube  ist 

s  =  r0)/l  +  tgV- 

Die  conische  Cylinderhelix  (conische  Spirale)  ist  die  auf 
einem  Botationskegel  aufgezeichnete  Curve,  welche  die  Erzeu- 
genden unter  constantem  Winkel  schneidet. 

Die  Projedion  dieser  Helix  auf  eine  zur  Äxe  des  Kegels 
senkrechte  Ebene  ist  eine  logarithmische  Spirale;  diese  Helix  kann 
man  sich  miÜiin  auch  auf  einem  Cylinder  aufgezeichnet  denken^ 
der  zur  Basis  eine  logarithmische  Spirale  hat;  sie  ist  auch  für 
diesen  Cgiinder  eine  Helix,  d.  h,  sie  schneidet  seine  Erzeugenden 
unter  constantem   Winkel. 

Wickelt  man  den  Kegel  auf  eine  Ebene  ab,  so  wird  die 
conische  Cylinderhelix  in  eine  logarühmische  Spirale  ausgebreitet. 

Die  Hauptnormale  steht  senkrecht  auf  der  Äxe  des  Kegels. 


Die  eben  betrachteten  Schraubenlinien  gehören  der  allgemei- 
neren Classe  der  Loxodromen  (Nonius,  1530)  an,  d.  h.  von  Curven, 
die  sich  auf  einer  beliebigen  Eotationsfläche  befinden  und  die 
Meridiane  dieser  Fläche  unter  constantem  Winkel  schneiden. 

Es  ist  namentlich  der  Fall  eingehend  studirt  worden, 
in  welchem  die  Eotationsfläche  eine  Kugel  ist.  Siehe  z.  B. 
Joachimsthal,  Anwendu/ng  der  Differential'  und  Iniegralrech- 
nu/ng  auf  di^  allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  der  Linien 
doppelter  Krümmmig,  3.  Aufl.,  bearb.  v.  Natani,  Leipzig  1890, 
(1.  Aufl.,  1872,  p.  83). 

lieber  die  Geschichte  der  Loxodrome  vergl.  Günther, 
Studien  zur  Geschichte  der  math.  Geographie,  Halle  1879  und 
auch  einen  umfangreichen  literarischen  Artikel  von  Brocard, 
Bull  de  Darboux,  1879,  Tbl.  1,  p.  329. 
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§  16.    Die  sphärisohen  oyolisohen  Curven. 
Fenster  des  Viviani.     Sphftriaohe  spiriBOhe  Linieii. 

Man  pflegt  sphärische  cydische  Curven  die  Schnitte  einer 
Kugel  mit  Flachen  2*^  Grads  zu  nennen.  Ein  spedeller  Fall 
der  sphärischen  cjclischen  Curyen  sind  daher  die  sphärischen 
KegdschniUe.     Siehe  Kap.  10,  §  1. 

Die  ebenen  circularen  Curven  kann  man  als  die  Inversen 
der  sphärischen  cydischen  Curven  ansehen;  man  braucht  nur 
eine  Inversion  zu  machen,  durch  welche  die  Kugel  in  eine  Ebene 
übergeführt  wird.  Manche  Autoren  bezeichnen  übrigens  in 
anderem  Sprachgebrauch,  als  S.  544,  die  ebenen  circularen  auch 
als  ebene  cjclische  Curven. 

Zum  Studium  dieser  Curven  empfehlen  wir  das  Buch  von 
Darbouz,  8ur  une  dasse  remarqu,  etc.,  Paris  1896,  2.  Ausg., 
worin  man  auch  viele  literarische  Angaben  findet. 


Eine  Halbkugel  sei  gegeben;  zieht  man  einen  Durchmesser  der 
Aequatorialebene,  beschreibt  über  den  beiden  Radien  des  Durch- 
messers zwei  Kreise,  die  diese  Badien  zu  Durchmessern  haben 
und  construirt  alsdann  die  geraden  Cylinder,  deren  Basis  diese 
Kreise  sind,  so  ist  der  Schnitt  einer  der  beiden  Cylinder  mit 
der  Kugel  eine  Curve,  die  den  Namen  YimanVsdie  Curve  oder 
Fenster  des  Viviani  (finestra  di  Viviani)  führt. 

Auf  diese  Curve  kam  man  bei  dem  Studium  eines  Problems, 
das  Viviani  im  Jahre  1692  in  Anregung  brachte,  und  welches 
spater  von  Viviani  selbst,  von  Leibniz,  Acta  Erud,,  1692  und 
von  Johann  Bernoulli,  ib.  gelöst  wurde;  es  handelte  sich 
darum ,  auf  einem  halbkugelförmigen  Gewölbe  vier  gleiche 
Fenster  derart  zu  construiren,  dass  der  übrig  bleibende  Theil 
quadrirbar  würde. 

C&nstruirt  man  die  beiden  Cylinder  auf  die  oben  angegebene 
Art,  so  ist  der  Inhalt  der  übrig  bleibenden  Kugdoberfläche  dem 
Inhalt  des  iiber  dem  Durchmesser  der  Kugel  besdtriebenen  Qua- 
drats gleich. 

Die  sphärisdien  spirischen  Curven  sind  Schnitte  einer  Kugel 
mit  einem  Toms.     Siehe  Darboux,  1.  c. 


Der  Leser,   welcher   noch  Angaben   über    andere  Special - 
curven  wünscht,   wird  mit  Vortheil    ein  neues  Buch  von  Bro- 
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Card  zu  Bath  ziehen,  Notes  de  Bibliographie  des  courhes  giom., 
Bar  le  Duc  1897,  lithogr.,  mit  SuppL,  1899;  es  wurde  heraus- 
gegeben in  Folge  einer  Aufforderung  DeLaGoupilliere's  (in 
Bd.  1,  p.  37  des  Intermid,  des  math^mcUiciens,  1894),  der  eine 
Monographie  über  alle  speciellen  Curven  zu  haben  wünschte, 
die  besondere  Namen  führen.  Dieselbe  Aufgabe  wurde  als 
Concurrenzthema  für  die  Jahre  1894  und  1897  von  der  Aca- 
demie  der  Wissenschaften  in  Madrid  gestellt  und  der  Preis 
neuerdings  von  Gino  Loria  und  F.  Gomes  Teixeira  gewon- 
nen. Die  prämürte  Ar1}eit  des  ersteren  hat  den  Titel:  Le  curve 
piane  cUgebriche  e  franscendewü;  ieoria  e  storia.  Sergio  di  geo- 
metria  comparata  dd  piano.  Deutsche  Ausg.  von  Fritz  Schütte, 
SpecieUe,  algebraische  tmd  transcendente  ebene  Curven,  Theorie 
und  Oeschichte^  Leipzig  1901. 


Kapitel  XVm. 

Analysis  sitns  oder  Topologie.      Poljedertheorie. 
Zasammenhang  der  Riemann'scheii   FlSclieii. 

§  1.    ZxLsammenliaxig  der  Flächen.     Einseitige  und  s^wei- 
seitige  Flächen.     Die  Qmndzahl.     Das  G^ehleoht. 

Eine  Fläche  kann  offen  oder  geschlossen  sein;  sie  ist  offen, 
wenn  sie  Ränder  besitzt,  d.  h.  Linien,  in  deren  Punkten  sie 
endigt;  sie  ist  gesdilossen,  wenn  sie  keine  Bänder  besitzt. 

Ein  unendlich  kleines  um  einen  Punkt  auf  einer  Fläche 
liegendes  Flächenstück  kann  in  zwei  Richtungen  oder  von  ent- 
gegengesetzten Seiten  angeschaut  werden;  diese  beiden  Seiten 
entsprechen  den  Eichtungen  der  Flächennormalen  in  dem  be- 
treffenden Punkt;  in  Beziehung  auf  sie  kann  jeder  Punkt  als 
Doppelpunkt  angesehen  werden,  je  nachdem  man  sich  denkt,  er 
gehöre  der  einen  oder  der  anderen  Seite  an;  wir  wollen  sagen, 
diese  beiden  Punkte,  in  welche  man  sich  einen  imd  denselben 
Punkt  verdoppelt  denkt,  seien  einander  conjugirt. 

Eine  Fläche  kann  zweiseitig  sein,  d.  h.  zwei  Seiten  besitzen 
oder  einseitig,  d.  h.  nur  eine  Seite  haben. 

Sie  ist  zweiseitig,  wenn  man,  von  einem  Punkt  der  Fläche 
ausgehend  und  stetige  auf  ihr  gelegene  Wege  verfolgend,  ohne 
die  Bänder  zu  überschreiten,  niemals  zu  dem  Punkt  gelangen 
kann,  der  dem  Ausgangspunkt  conjugirt  ist;  sie  ist  dagegen 
einseitig,  wenn  dies  möglich  ist. 

Beispiele  zweiseitiger  Flächen  sind  die  Kugel,  ein  Ebenen- 
stück,  u.  s.  w. 

Beispiele  von  einseitigen  Flächen  gab  Möbius  an.  Zur  Theorie 
der  Polyeder  etc.,  Werke,  2;  üeber  die  Bestimmung  des  Inhalts 
eines  Polyeders,  Leipz,  Ber.,  1865;   Werke,  2. 

Man  habe  ein  Bechteck  von  Papier  ABCD^  das  hinrei- 
chend lang  ist;    die  längeren  Seiten  seien  AC^  BD]  man  ver- 
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binde  den  Band  CD^  nachdem  man  ihn  um  die  Gerade  ge- 
dreht, welche  die  Mittelpunkte  der  Seiten  AB^  CD  verbindet^ 
derart  mit  dem  Band  AB^  dass  der  Punkt  2)  mit  A  zusammen* 
fällt  und  C  mit  B,  Die  so  erhaltene  Fläche  ist  einseitig  und 
offen  und  hat  nur  einen  Band. 

Wenn  man,  bevor  CD  mit  AB  verbunden  wird,  CD  eine 
ungerade  Anzahl  mal  um  die  Verbindungslinie  der  Mittelpimkte 
der  Seiten  AB,  CD  hat  rotiren  lassen,  und  dann  die  beiden 
Seiten,  wie  vorher,  aufeinander  legt,  so  erhält  man  wieder  eine 
einseitige  offene  Fläche  mit  nur  einem  Bernd. 

Auch  eine  geschlossene  einseitige  Fläche  lässt  sich  bilden, 
z.  B.  auf  die  folgende  Art     (Möbius): 

Wenn  -4,  5,  O,  D,  E  fOnf  Funkte  sind,  von  denen  vier 
beliebige  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  bilden  die  fünf  Brei- 
ecke ABC,  BCD,  CDE,  DEA,  EAB  eine  offene  einseitige 
Fläche,  deren  Umfang  das  Pentagon  ACE  BD  ist. 

Nimmt  man  nun  einen  Punkt  P  an,  der  sich  mit  keinen 
beliebigen  drei  der  ersten  fünf  Punkte  in  derselben  Ebene 
befindet,  so  sind  die  fonf  früheren  Dreiecke  und  die  fünf  ande- 
ren PAC,  PCE,  BEB,  PBD,  PDÄ  die  Seitenflächen  eines 
verschlungenen  Polyeders,  das  eine  geschlossene  einseitige  Fläche 
bildet. 

Eine  andere  geschlossene  einseitige  Fläche  kann  man  auf 
die  folgende  Art  herstellen: 

Man  denke  sich  eine  Kugel  mit  zwei  Löchern.  Von  dem 
einen  Loch  lasse  man  einen  biegsamen  Schlauch  von  hinreir 
chender  Länge  nach  aussen  hin  ausgehen,  ziehe  ihn,  eine  Yer- 
schlingung  bildend,  in  das  Innere  der  Kugel  zurück  imd  lasse 
ihn  an  dem  anderen  Loch  von  Innen  her  endigen.  Es  ergibt 
sich  eine  gesMossene  einseitige  Fläche.    Dyck,  Math.  Ann.,  32, 


Zerschneidet  man  die  Fläche  längs  den  Punkten  einer  be- 
liebigen ihrer  Linien,  so  macht  man  einen  sogenannten  Schnitt. 

Ein  Schnitt  kann  offen  oder  geschlossen  sein.  Zu  den 
offenen  Schnitten  zählen  diejenigen,  deren  Endpunkte  zwei 
Punkte  des  nämlichen  Bandes  sind  (Schnitte  1**'  Art)  und  die 
Schnitte,  deren  Endpunkte  zwei  Pimkte  verschiedener  Bänder 
sind  (Schnute  2^^  Art). 

Durch  einen  Schnitt,  der  geschlossen  oder  offen  von  der  1^^ 
oder  2^^  Art  ist,  Jcann  die  Fläche  in  nicht  mehr  als  ewei  Stücke 
xerfallen. 
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Wenn  eine  Flädie  zfceiseUig  ist,  so  vermäirt  em  offener 
SchniU  i^'  Art  die  Aneakl  der  Bänder  um  einen;  ist  sie  doffe^tn 
einseitig,  so  ändert  ein  gleicher  SchniU  die  Aneahl  der  Ränder 
entweder  überhaupt  nicht,  oder  er  vermdirt  sie  um  einen. 

Einen  Schnitt  1**'  Art  nennen  wir  von  der  1**^  oder  Sf^ 
Classe,  je  nachdem  er  in  dem  Fall  einer  einseitigen  FlAche  die 
Anzahl  der  Bttnder  verm^rt  oder  nicht. 

Durch  den  Schnitt  1^^  Art  und  ^  Classe  zerfäUt  eine  ew- 
sdtige  Fläche  nietnals. 

Ein  Schnitt  ^  Art  vermindert  die  Anzahl  der  Bänder  diestr 
Fläche  um  einen;  er  kann  niemals  ihr  Zerfallen  bewirken. 

Ein  Schnitt^  der  längs  einer  offenen  Linie  ausgeführt  tcirdj 
deren  eines  Ende  auf  einem  Band  liegt  und  deren  anderes 
Ende,  wie  CMch  die  ganze  Linie,  sich  im  Inneren'*')  der  Fläche 
befindet,  vermehrt  die  Anzahl  der  Bänder  nicht  und  bewirkt  nie- 
mals  das  Zerfallen  der  Fläche. 

Wenn  s(hliessiich  die  beiden  Endpunkte  der  offenen  und 
ganz  im  Inneren  der  Fläche  gdegenen  Linie  auf  keinem  Band 
liegen,  so  vermehrt  sich  die  Anzahl  der  Bänder  um  einen,  die 
Fläche  zerfäUt  aber  nicht. 

Wenn  eine  Fläche  zweiseitig  isty  so  vermehrt  ein  geschlos- 
sener Schnitt  die  Anzahl  der  Bänder  um  zwei;  ist  sie  ein- 
seitig,  so  vermehrt  der  geschlossene  Schnitt  die  Astzahl  der  Bänder 
um  zwei  oder  um  einen.  Wir  sagen,  der  geschlossene  Schnitt 
auf  einer  einseitigen  Fläche  sei  1^  oder  2^^  Classe^  je  nachdem 
der  1^  oder  2*«  Fall  eintritt. 

Ein  geschlossener  Schnitt  2^  Classe  kann  niemals  das  Zer-- 
fallen  einer  einseitigen  Fläche  zur  Folge  hohen. 

Lässt  sich  in  eine  Fläche  ein  offener  SdiniU  erster  Art 
machen,  ohne  dass  sie  zerfäUt,  so  kann  man  auch  einen  ge- 
schlossenen Schnitt  ausführen,  ohne  dass  sie  zerfällt^  und  um- 
gekehrt. 

Eine  Fläche  heisst  einfacüi  zusammenhängend,  wenn  sie 
endlich,  offen,  nur  von  einem  Band  hegrenzt  und  derart  ist, 
dass  jeder  geschlossene  Schnitt  (oder,  was  äquivalent  ist,  jeder 
heliebige  offene  Schnitt,  der  zwei  Punkte  des  Randes  verbindet) 
ihr  Zerfallen  bewirkt. 

Eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ist. immer  zweiseitig. 


*)  Unter  dem  Inneren  einer  Fläche  wird  selbstverständlich  die 
Gesammtheit  aller  nicht  zu  der  Begrenzung  gehörigen  Punkte  der 
Fläche  verstanden. 
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Der  von  einem  Kreis  begrenzte  Theil  der  Ebene  ist  das 
einfachste  Beispiel  einer  einfach  zusammenh&ngenden  Fläche. 

Nimmt  man  an,  die  einfach  zusammenhängende  Fläche 
sei  aus  einem  biegsamen  xmd  elastischen  Stoff  hergestellt,  30 
kann  man  sie  sich  immer  durch  stetige  Deformationen,  d.  h. 
durch  Ausdehnen  und  Zusammenziehen,  aber  ohne  Brechen  in 
das  von  einem  Kreis  begrenzte  Ebenenstück  transformirt  denken. 

Auf  jeder  zweiseiUgen  Flädie  lassen  sich  immer  gescklossme 
oder  offene  SdmiUe  i**'  und  Sf^  Art  derart  ausführen,  dass  sie 
einfach  gusammenhängend  wird. 

Durch  offene  Schnute  1^  Art  und  ft^  Classe  oder  geschlossene 
Schnitte  J2^'  Classe  lässt  sich  eine  einseitige  Fläche  stets  zwei- 
seitig machen. 

Man  habe  eine  Fläche;  wir  wollen  sie  durch  geeignete  Schnitte 
in  eine  endliche  Anzahl  a  von  Theilen  zerlegen,  von  denen 
jeder  einfach  zusammenhängend  ist,  und  wollen  annehmen,  zu 
diesem  Zweck  müssten  ausgeführt  werden:  eine  gewisse  beliebige 
Anzahl  von  geschlossenen  Schnitten  und  von  offenen  Schnitten, 
yon  denen  nur  ein  Endpunkt  einem  Rand  angehört,  femer  r^ 
offene  Schnitte  1*^  Art,  tg  offene  Schnitte  2*"'  Art,  Tj  offene 
ganz  im  Inneren  der  Fläche  liegende  Schnitte  (deren  Endpunkte 
sich  ebenfalls  im  Inneren  der  Fläche  befinden).  Es  gilt  dann 
der  Satz: 

Die  Zahl  ^  o. ,  o.  ^        *y 

ist  constant,  auf  welche  Art  diese  Schnitte  auch  gemacht  werden. 

Diese  um  2  yermehrte  Zahl  pflegt  man  die  Grundzahl  der 
Fläche  zu  nennen. 

Wenn  dagegen,  statt  einer  Fläche,  eine  Gruppe  von  s 
Flächen  yorliegt,  so  besteht  ein  analoges  Theorem  fOr  die  ganze 
Gruppe  und  es  gilt  eine  ähnliche  Definition  für  die  Grundzahl 
der  Gruppe. 

Die  Grundzahl  K  dir  Gruppe  lässt  sich  durdi  die  Grund- 
zählen  K^  jeder  Fläche  mittelst  der  Formel 

» 
K  =  ^Ki—2s+2 
ausdrücken.  •"=* 

Die  Grundzahl  einer  Fläche  kann  nidit  negativ  sein  und 
lärm  nicht  Null  sem^  wenn  die  Fläche  offen  ist. 

Die  Grundzahl  einer  einfach  zusammenhängenden  Fläche 
ist  1  und  umgekehrt,  vorausgesetzt,  dass  die  Flädhe  offin  oder 
aber  zweiseitig  ist. 
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« 

Wenn  eine  Fläche  durch  einen  geschlossenen  Schnitt  od^ 
durch  einen  offenen  Schnitt  1^^  Art  in  ewei  Theüe  zerfäüt,  ^ 
ist  die  Summe  der  Grundzahlen  der  beiden  TheUe  glekh  dtr 
GrundeaM  der  Fläche,  um  2  bez.  um  1  vermehrt, 

Es  sei  eine  zweiseitige  geschlossene  oder  offene  Fläche  mit 

09  ;>  0  Bändern  gegeben. 

Man  nennt  Geschlecht  dieser  Fläche  die  grösste  Anzahl 
geschlossener  Schnitte  oder  offener  Schnitte  1^'  Art,  die  siel 
auf  der  Fläche  ausfahren  lassen,  ohne  dass  sie  zerfällt. 

Ist  p  das  Geschlecht  einer  zweiseitigen  entweder  offenen  oder 
geschlossenen  Fläche,  so  ist  die  Grundzahl 

Ä'=  2p  +  «. 

GeschlecJU  einer  einseitigen  Fläche  wird  die  Zahl  genannt 
welche  man  erhält,  wenn  zu  der  Anzahl  von  geschlossenen 
Schnitten  2'*'  Classe  oder  von  offenen  Schnitten  1*"  Art  und 
2^'  Classe,  die  nöthig  sind,  um  die  einseitige  Fläche  zweiseitig 
zu  machen,  das  Doppelte  der  Zahl  hinzugezählt  wird,  die  das 
Geschlecht  dieser  zweiseitigen  Fläche  angibt. 

Wenn  n  das  Geschlecht  der  einseitigen  offenen  oder  ge- 
schlossenen Fläche  mit  w  ^  0  Rändern  ist  und  K  ihre  Grund- 
zahl, so  ist 

Zusammenhangszahl  oder  Zusammenhathg  einer  beliebigen 
Fläche  heisst  die  Zahl  K-{'2^  wenn  die  Fläche  geschlossen 
ist  und  die  Zahl  f,  wenn  sie  offen  ist. 

Das  Fundamentaltheorem  über  das  Oeschlecht  einer  Fläche 
lautet:  Von  zwei  Flächen,  die  beide  zweiseitig  oder  beide  ein- 
seitig sind  und  dasselbe  Geschlecht  und  dieselbe  Anzahl  von 
Rändern  haben,  lässt  sich  jede  in  die  andere  deformiren. 

Das  GescMecht  einer  Fläche  ändert  sich  nuM,  wenn  man 
ein  Loch  in  sie  macfit. 

Ein  Loch  vermeJirt  den  Zusammenhang  einer  offenen  Fläche 
um  1,  vermindert  den  Zusammenhang  einer  geschlossenen  Fläche 
um  1  und  vermehrt  in  jedem  Fall  die  Grundzahl  um  1. 


Die  Studien  über  den  Zusammenhang  der  Flächen  begann 
Riemann,  Theorie  der  AbeVsdien  Functionen,  Crdle,  54,  §  2 
und  Fragment  aus  der  Analysis  Situs,  Werke,  p.  448;  Neu- 
mann, AbeVsche  Integrale,  1.  Ausg.,  1865,  2.  Ausg.,  1884  setzte 
sie  fort. 
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Nach  und  nach  hahen  sich  diese  und  andere  ihnen  verwandte 
Untersuchungen,    mit    denen    sich   schon   Listing    beschäftigte, 
( Vorstudien  zur  Topdogie,  aus  den  GöUinger  Studien,  1847)  zu 
einem  in  sich  abgeschlossenen,  selbstständigen  Theil  der  modernen 
Geometrie  ausgebildet,  der  Ancdysis  Situs  oder  besser  noch  Topo- 
logie  genannt  wird.    (Einige  Autoren  haben  freilich,  wie  es  scheint, 
dem   Wort  Topölogie  eine    etwas   beschränktere  Bedeutung  bei- 
legen wollen,  als  der  ÄncUysis  Situs.)    Es  werden  in  diesem  Theil 
der  Geometrie   solche  Eigenschaften   der   geometrischen   Gebilde 
tmtersucht,  die  unabhängig  von  ihrer  Form  und  ihrer  Grösse  sind. 
Mit  anderen  Worten:  die  ÄncUysis  Situs  oder  Topölogie  be- 
schäftigt sich  mit  den  Formen,  welche  ein  geometrisches  Gebilde 
annehmen  kann,   wenn   zwei  Formen   dieses  Gebildes    als  nicht 
von  einander  yerschieden  angesehen  werden,  falls  man   von  der 
einen  zur  anderen  durch  stetige  Deformation  übergehen  kann;  d.  h. 
falls  diese  Formen  sich  Punkt  fOr  Punkt  in  ein-eindeuiiger  Weise 
einander  zuordnen  lassen,    ohne   dass    man    dabei  nothwendiger 
Weise  voraussetzen  müsste,  das  Correspondenzgesetz  sei  cmaly- 
tisch;  es  genügt,  wenn  es  stetig  ist. 

Die  ersten  Ausdehnungen  auf  die  Bäume  von  drei  Dimen- 
sionen sind  von  Biemann  in  dem  citirten  Fragment;  auf  ihn 
folgte  Listing,  Census  räumlicher  Camplexe,  Gott,  Ahh,,  10, 
1861;  Gott,  Nachr.,  1867;  allgemeiner  sind  die  Erweiterungen, 
die  zuerst  Betti,  Ann.  dimat,,  (2),  4,  1870  vornahm. 

Andere  Studien  sind  von  Picard,  Jaum.  de  lAow).,  (4),  1; 
W.  Dyck,  Math.  Ann.,  32,  37;  De  Paolis,  Teoria  dei  gruppi 
geom.  etc.,  Soc,  U,  deUe  seiende,  (3),  7 ;  Tonelli,  Bend,  Acc,  Lincei, 
1890  und  Poincare,  Joum.  de  VEc,  pol.,  (2),  1,  1895;  Bend. 
Palermo,  13,  1899;  in  dem  letzteren  Aufsatz  knüpft  der  Ver- 
fasser an  eine  im  Jahr  1898  in  Kopenhagen  veröffentlichte 
Schrift  Heegard's  an  und  corrigirt  zum  Theil  seine  früheren 
Untersuchungen  vom  Jahr  1895.  Li  der  Picard'schen  Arbeit 
findet  man  noch  viele  sonstige  Angaben. 


Verwandte  Forschungen  beschäftigen  sich  mit  der  Art,  die 
Verschlingungen  der  Gurven  zu  lösen  oder  zu  bilden  und 
anderen  ähnlichen  Dingen;  dahin  gehören:  Simony,  Ma&h.  Ann., 
19,  24  imd  die  Arbeiten,  die  zugleich  die  Bäume  von  mehreren 
Dimensionen  einführten,  wie  Hoppe,  Arch.  d,  Math.,  64,  1879; 
65,  1880;  Durege,  Wien,  Ber.,  1880;  Schlegel,  Zeitschr.  für 
Math.,  28,  1883. 

Faacal,  Bepertoriam.  n.  86 
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§  2.    Zusammenhang  der  Bäume. 

Die  Untersuchungen  über  den  Zusammenhang  der  FlSchen 
wurden  yon  Listing  auf  die  Bäume  von  drei  Dimensionen  und 
Ton  Betti,  Ann,  dimcU.,  (2),  4  auf  die  mehrdimensionalen  Bftume 
ausgedehnt.  In  dem  oben  citirten  Fragment  von  Biemann  sind 
auch  einige  Besultate  über  diesen  Gregenstand  enthalten. 

Wenn  i^i,  •  •  • ,  ^,,,  n  Variable  sind,  von  denen  jede  alle  reeUen 
Werthe  von  —  oo  bis  -f~  ^^  annehmen  kann,  so  nennen  wir  das 
fi-fach  unendliche  Oebiet  der  Systeme  von  Werthen  dieser  Variablen 
den  Baum  von  n  Dimensionen  und  bezeichnen  diesen  mit  H: 
ein  System  von  Werthen  der  z  bildet  dann  die  Coordinaten  eines 
Punkts  in  einem  solchen  Baum. 

Ein  System  von  m  Gleichungen  zwischen  den  ;;  bestimint 
einen  im  JR^  en^altenen  Baum  von  n  —  m  Dimensionen. 

Von  einem  im  B^  enthaltenen  Baum  Rn—m  sagt  man,  er 
sei  linear  zusammenhängend  oder  habe  einen  Zusammenhang 
1^'  Art,  wenn  sich  zwei  seiner  Punkte  immer  durch  eine  toU- 
ständig  in  ihm  gelegene  Linie  verbinden  lassen,  d.  h.  wenn  jeder 
Punkt  stetig,  imd  immer  im  Bn—m  bleibend,  in  jeden  anderen 
Punkt  übergefElhrt  werden  kann. 

Ist  F{z^^ .  . .,  jBf J  =  0  eine  Belation  zwischen  den  ä,  und 
ist  F  stetig  und  hat  es  nur  einen  Werth  für  jedes  System 
von  reellen  Werthen  der  z^  so  theilt  der  von  JP=  0  dargestellte 
Baum  Bn^i  im  Allgemeinen  den  Baum  B^  in  zwei  Bereiche, 
fdr  deren  einen  J'  >  0  und  für  deren  anderen  F  <Z0  ist. 

Wenn  jeder  dieser  beiden  Bereiche  linear  zusammenhängend 
ist,  so  heisst  der  Baum  Bn—i  geschlossen. 

Von  einem  Baum  Bn^m  sagen  wir,  er  habe  den  Flächen- 
Zusammenhang  oder  den  Zusammenhang  3^  Art,  wenn  jede  be- 
liebige in  ihm  enthaltene  geschlossene  Linie  sich  stetig  in  jede 
andere  analoge  deformiren  lUsst  imd  dabei  immer  im  i?^^« 
bleibt;  allgemein  sagen  wir,  B^^m  habe  den  Zusammenhang 
r**'  Art,  wenn  jeder  in  ihm  enthaltene  geschlossene  Baum  von 
r  —  1  Dimensionen  in  jeden  anderen  analogen  stetig  deformirt 
werden  kann,  ohne  dass  er  während  aller  Stadien  der  Defor- 
mation aufhört,  dem  Baimi  Bn—m  anzugehören: 

Wenn  ein  Baum  B^^m  den  Zusammenhang  r*®'  Art  nicJU 
hat,  so  lassen  sich  immer  in  ihm  geschlossene  Bäume  von  r  —  1 
Dimensionen  angehen  von  der  Art,  dass  weder  zwei  von  ihnen 
in  einander,  noch  auch  irgend  einer  von  ihnen  in  einen  Punkt 
stetig  deformirhar  sind,  dass  aber  jeder  andere  analoge  gescltlos- 
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sene  Baum  immer  in  einen  van  ihnen  oder  einen  Punkt  defor- 
mirt  werden  kann. 

Die  AnzaM  p^  dieser  geschlossenen  Bäume  ist  constant, 
auf  welche  Art  man  diese  Bäume  auch  bestimmen  mag\  die 
Zahl  p^-\'  1  heisst  2jüsammenhangsgahl  r*"  Art. 

Für  einen  Baum,  der  den  Zusammenhang  r^'  Art  hat,  ist 
das  entsprechende  p^  Null;  die  Zahl  des  r**^  Zusammenhangs 
ist  1. 

Der  Theil  der  Ebene,  welcher  zwischen  zwei  Elreisen  ent- 
halten ist,  von  denen  der  eine  innerhalb  des  anderen  liegt,  hat 
1  als  Zahl  des  linearen  Zusammenhangs  und  2  als  Zahl  des 
Flächenzusanunenhangs. 

Für  den  Baum  zwischen  zwei  Kugeln,  yon  denen  die  eine 
innerhalb  der  anderen  liegt,  ist  die  lineare  Zusammenhangszahl 
1,  die  Flächenzusammenhangszahl  1  und  die  Baumzusammen- 
hangszahl 2. 

Der  von  einer  ringförmigen  Fläche  umschlossene  Baum  hit 
einfachen  linearen  (mit  der  Zahl  l),  doppelten  Flächen-  (mat 
der  Zahl  2)  und  einfachen  Baumzusammenhang. 

Der  Baum  zwischen  zwei  Bingflächen,  von  denen  die  eine 
sich  im  Inneren  der  anderen  befindet,  hat  einfachen  Linien-,  drei- 
fachen Flächen-  imd  doppelten  Baumzusammenhang. 

Der  Baum  zwischen  einer  Kugel  und  einem  in  deren 
Inneren  gelegenen  Bing  hat  einfachen  Linien-,  doppelten  Flächen- 
und  doppelten  Baumzusammenhang. 

Ueber  weitere  Einzelheiten  und  die  Literatur  vergleiche 
man  die  Angaben  in  dem  vorigen  Paragraphen;  über  den  Be- 
griff von  einseitigem  und  aweiseUigem  Baum  siehe  Poincare,  1.  c. 

§  3.    Polyedemetz.     Theorem  von  Euler. 
Polyeder  des  Baums  von  drei  und  mehr  Dimensionen. 

Auf  eine  Fläche  vom  Geschlecht  p  dehnen  wir  ein  Polyeder- 
netz derart  aus,  dass  die  Umgrenzung  einer  jeden  Seitenfläche 
ein  einfach  zusammenhängendes  Flächenstück  imischliesst. 

Wenn  dieses  Netz  F  Seitenflächen ,  S  Kanten ,  V  Ecken 
enthält,  so  besteht  die  Belation 

7+F=.9—  2p  +  2. 

Nimmt  man  an,  die  gegebene  Fläche  sei  vom  Geschlecht 
Null  z.  B.  eine  Kugel,  so  erhält  man  ein  schon  von  Euler 
gefundenes  Theorem: 

3C* 
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Wemi  ein  gewöhnliches  convexes  Polyeder  gegd>en  ist,  und 
mit  V,  F  hee.  S  die  Anzahl  seiner  Ecken,  Seitenflächen  bez. 
Kanten  hezeichnet  wirdy  so  giU  immer  die  Fimdamentaibet^ehung 

F+F=Ä+  2. 

Solche  Polyeder  pflegt  man  Euler'sche  zu  nennen.  VergL 
Hessel,  Crelle,  8. 

Dieses  Theorem  war,  wie  es  scheint,  auch  den  Alten  bekannt: 
es  findet  sich  in  einem  erst  im  Jahr  1860  herausgegebenen  Frag- 
ment von  Cartesius  (siehe  Baltzer,  Monatsber.  der  Berl.  Ak., 
1861),  wurde  aber  von  Euler,  Nova  Comm,  Petrqp,,  4,  1752 
verö£fentlicht  und  bewiesen.  Andere  Beweise  sind  von  Legendre^ 
iJlSments  de  geometrie,  7,  25,  Paris  1794,  neueste  Aufl.,  ib. 
1864;  L'Huilier,  Ann.  de  Gergonne,  3,  1812;  Cauchy, 
Joum,  de  Vic.  pol,,  1813;  Steiner,  Grelle,  1;  Grunert,  ib., 
2;  Staudt,  Geom,  der  Lage;  etc. 

Weitere  Betrachtungen  über  das  Eu  1er 'sehe  Theorem  und 
die  Fälle,  in  denen  es  nicht  gilt,  sind  von  Poinsot,  Joum.  de 
V^,  pol,,  cahier  10,1809;  L'Huilier,  1.  c;  Legendre,  1.  c: 
Gergonne, -4fm.  de  Gergonne,  15;  Steiner,  ib.,  19;  etc.  Man 
sehe  auch  das  vorzügliche  Werk  von  Baltzer,  Elemente  der 
Mathematik,  2  Bde.,  7.  Aufl.,  Leipzig  1885,  5.  Buch,  die  Stereo- 
metrie, §  7  nach,  das  von  Creme  na  (Genova,  2.  ed.,  1877)  in 
das  Italienische  übersetzt  worden  ist. 

Ueber  die  Ausdehnung  des  Theorems  auf  die  mehrdimen- 
sionalen Räimie  vergl.  Stringham,  Americ.  Joum,  of  McUft., 
3;  Biermann,  Wien.  Ber.,  90,  1884;  Hoppe,  Grunerfs  Ar<^,, 
67;  Schlegel,  Nov,  4^cta  der  Leqp,  Deutsch,  Ak.,  44,  sowie 
Enseignement  math,,  1900,  wo  man  reichhaltige  Literaturangaben 
für  den  n-dimensionalen  Baum  findet,  und  Eberhard,  \Maih. 
Ann.,  36;  siehe  weiter  unten  S.  568. 

Wenn  ein  Polyeder  gegeben  ist  und  wenn,  wie  bisher,  mit 
P,  S,  V  die  Anzahl  der  Seitenflächen,  Kanten  und  Ecken  be- 
zeichnet wird,  so  erhält  man  die  Ungleichheiten: 

6  +S£3F<:2S, 
6  +S£ZV<.2S/ 
4:  +  V£2F£4.V—S, 
4  +F~£2V£4:F—S. 

Die  AnzaM  der  ebenen  Winkel  der  Polygone  (Seitenflächen 
eines  Polyeders  ist  doppelt  so  gross  als  die  Anzahl  der  Kanten 
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Weder  können  die  sämmäichen  Seitenflächen  mehr  als  fünf 
Ecken  haben,  noch  können  die  sämmtUt^ien  körperlichen  Winkel 
mehr  als  fünfflächig  sein. 

Es  gibt  keine  Polyeder  mit  7  Kanten: 

Wenn  mit  F^  die  Anzahl  der  dreieckigen  Seitenflächen 
eines  Polyeders,  mit  F^  die  der  viereckigen  Seitenflächen,  etc., 
mit  Fj  die  Anzahl  der  3-flächigen  körperlichen  Winkel,  mit  V^ 
die  der  4-flftchigen  körperlichen  Winkel,  etc.  des  Polyeders  be- 
zeichnet werden,  so  bestehen  die  Belationen: 

2(JP;  +  F,  +  •..)  =  4  +  F,  +  2F,  +  3F5  +  •• ., 

2(r,  +  F,  +  ...)  =  4  +  F,  +  2F,-\-'Si\  +  . . ., 

-f;  +  n  =  8  +  (F,  +  n)  +  2(F«  +  F«)  +  • .  •. 

Ist  ein  Polyeder  gegeben,  so  existirt  im  Allgemeinen  ein 
anderes  ihm  duales,  d.  h.  ein  solches,  welches  dieselbe  Anzahl 
von  Kanten  hat  und  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  m-seitigen 
Seitenfläche  des  einen  ein  m- flächiger  körperlicher  Winkel  des 
anderen  entspricht  imd  umgekehrt. 

Die  Eigenschaften  der  Polyeder  unterliegen  daher  einem 
leicht  ersichtlichen  Dualitätsgesetz. 


Regelmässige  oder  auch  Platonische  Polyeder  werden  solche 
genannt,  deren  Seitenflächen  und  körperliche  Winkel  regel- 
mässig und  alle  von  derselben  Art  sind. 

In  dem  gewöhnlichen  Baum  existiren  nur  fünf  regelmässige 
Polyeder. 

Sie  sind: 

1.  Bas  Tetraeder  mit  4  dreieckigen  Seitenflächen,  4  Ecken 

mit  dreiflächigen  körperlichen  Winkeln,  6  Kanten. 
Nimmt  man  an,  der  Radius  der  dem  Tetraeder 
umschriebenen  Kugel  sei  gleich  1,  so  ist  die  Länge 
einer  Kante 

?=  1,632994  .  .. 

Die  Mittelpunkte  der  Seitenflächen  sind  die  Ecken 
eines  zweiten  Tetraeders  und  die  Mittelpunkte  der 
Kanten  die  Ecken  eines  Octaeders. 

2.  Der  Cidms  oder   Würfd  (Hexaeder)  mit  6  viereckigen 

Seitenflächen,  8  Ecken  mit  dreiflächigen  körperlichen 
Winkeln,  12  Kanten  von  der  Länge 

i  =  1,154700... 
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Die  Mittelpunkte  der  Seitenfl&chen  sind  die    £cken 
eines  Octaeders. 

3.  Das  Octaeder  mit  8  dreieckigen  Seitenfl&chen,  6   Ecken 

mit  vierflächigen  körperlichen  Winkeln,   12  Kanten 
von  der  Länge 

;=  1,414214..  . 

Die  Mittelpunkte  der  Seitenflächen  sind  die  Ecken 
eines  Würfels. 

4.  DciS  Dodekaeder  mit  12  fünfeckigen  Seitenflächen,  20  Ecken 

mit  dreiflächigen  körperlichen  Winkeln,  30  Kanten 
von  der  Länge 

/  =  0,713  644... 

Die  Mittelpunkte  der  Seitenflächen  sind  die  Ecken 
eines  Ikosaeders  und  die  Mittelpimkte  der  Kanten 
die  Ecken  von  fünf  Octaedem. 

5.  Das  Ikosaeder  mit  20  dreieckigen  Seitenflächen,  12  Ecken 

mit  fünfflächigen  körperlichen  Winkeln,  30  Kanten 
von  der  Länge 

1=  1,051462.  .  . 

Die  Mittelpunkte  der  Seitenflächen  sind  die  Eeken 
eines  Dodekaeders  und  die  Mittelpunkte  der  Kanten 
die  Ecken  von  fünf  Octaedem. 

Hcdbregdmässige  oder  Archimedische  Polyeder  heissen  solche, 
deren  körperliche  Winkel  sänmitlich  einander  gleich  oder  ähnlich 
sind,  und  deren  Seitenflächen  aus  regelmässigen,  aber  im  All- 
gemeinen verschiedenen  Polygonen  bestehen,  oder  auch  Polyeder, 
die  zu  diesen  correlativ  sind.. 

Wenn  die   körperlichen  Winkel   särnrnUich  m- flächig   sind, 

so  ist 

F  —  2 

mithin  sind  die  allein  möglichen  Fälle: 

m  =  3,     2.S=3r  =  6(F—  2), 
w==4,       5=  2F  =  2(F—  2), 

m  =  5,     25  =  67  =  3^(F—  2). 

Nur  in  den  beiden  ersten  Fällen  m  =  3  und  w  ^  4  sind 
Polyeder   von    2»   Ecken    für   ein   beliebiges   n  möglich;   jeder 
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körperliche  Winkel  wird  dabei  entweder  aus  zwei  dreieckigen, 
und  einer  n-seitigen  Seitenfläche  oder  aus  drei  dreieckigen  und 
einer  n-seitigen  Seitenfläche  gebildet;  ausser  diesen  Fällen  von 
unbestimmten  Polyedern  existiren  nur  noch  13  andere  Archime- 
dische Polyeder  und  zwar  7  für  w  =  3,  4  für  m  =  4  und 
2  für  in=  5. 

Die  Untersuchungen  des  Archimedes  über  die  von  ihm 
gefundenen  Polyeder  sind  uns  von  Pappus,  Coli,  Math.,  5,  über- 
liefert worden;  vergl.  M.  Cantor,  Geschickte  der  Math.^  Bd.  1, 
2.  Aufl.,  1894,  p.  292.  Nach  Pappus  hat  sich  Kepler,  Harm, 
mundi,  2,  p.  28  mit  den  Polyedern  beschäftigt.  Näheres  findet 
man  bei  Baltzer,  1.  c.  Ueber  Vielecke  und  Vielflache  existirt 
auch  ein  zusammenfassendes  Werk  von  Brückner,  Leipzig  1900. 


In  dem  Baum  von  4  Dimensionen  gibt  es  6  regelmässige 
Polyeder  und  zwar: 

1)  JDiM  Pentciedroid^  von  5  Tetraedern  begrenzt,  von  denen 

je  4  eine  Ecke  gemeinsc}iaffclich  haben;  es  hat  5 
Ecken,  10  Kanten,  10  Seitenflächen  und  ist  cor- 
relativ  zu  sich  selbst. 

2)  Das   Odaedraid,  von   8  Würfeln  begrenzt,    von    denen 

je  4  eine  Ecke  gemeinschaftlich  haben;  es  hat  16 
Ecken,  32  Kanten,  24  Seitenflächen. 

3)  Das  Hexadekaedroid  mit   16  Tetraedern,  8  Ecken,  24 

Kanten,  32  Seitenflächen;  es  ist  correlativ  zu  der 
vorhergehenden  Figur,  zu  der  es  sich  verhält,  wie 
das  Octaeder  zum  Cubus. 

4)  Ein  Polyeder,  das  24  Octaeder,  24  Ecken,  96  Kanten, 

96  dreieckige  Seitenflächen  besitzt;  es  ist  correlativ 
zu  sich  selbst. 

ö)  Ein  Polyeder  mit  600  Tetraedern,  120  Ecken,  720 
Kanten,  1200  dreieckigen  Seitenflächen. 

6)  Ein  Polyeder  mit  120  Dodekaedern,  600  Ecken,  1200 
Kanten,  720  fünfeckigen  Seitenflächen;  es  ist  cor- 
relativ zu  dem  vorhergehenden. 

In  den  Bäumen  von  mehr  als  4  Dimensionen  gibt  es  nur 
3  regelmässige  Folyeder;  sie  sind  Erweiterungen  der  ersten 
drei,  vorstehend  angegebenen  Polyeder,  wie  diese  ihrerseits  Er- 
weiterungen des  Tetraeders,  Cubus  und  Octaeders  sind. 
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Wenn  der  Baum  n  Dimensionen  hat,  so  ist  die  Aneahl  der 
Ecken  dieser  Polyeder  bez. 

n+1,     2-,     2«, 

wobei  das  erste  Polyeder  correlativ  zu  sich  selbst  und  von    den 
beiden  anderen  das  eine  correlativ  zu  dem  anderen  ist. 

Nimmt  man  an,  in  dem  Baum  von  n  Dimensionen  sei 
der  Radius  der  Kugel,  in  welche  diese  Polyeder  eingeschrieben 
sind,  gleich  1,  so  sifid  die  Längen  der  Kanten  bez.  gleich 


v 


2(n+l), 


V^^, 


Die  Ausdehnung  der  Euler'schen  Formel  auf  ein  Polyeder 
im  Raum  von  n  Dimensionen  liefert: 

l-N^^N,-N^-\ h  (-  1)"-'  =  0, 

worin  Nq,  K^,  ^j  ,  .  .  .  die  Anzahl  der  Ecken,  Kanten,  Seiten- 
flächen, der  Räume  von  3  Dimensionen,  etc.  des  Polyeders  be- 
zeichnen.    Stringham. 

Ueher  die  regelmässigen  Polyeder  in  den  Räumen  von  4 
und  mehr  Dimensionen  siehe  Stringham,  1.  c;  Scheffler,  IHe 
polydimensionalen  Grössen,  Braunschweig  1880;  Schlegel,  1.  c; 
BulL.de  la  Soc.  maffi,,  10,  p.  172;  Bend.  Palermo ,  1891  sowie 
R.  Hoppe,  Begelmässige  linear  begrenzte  Figuren  von  vier 
Dimensionen,  Archiv-  der  Math.,  67,  1882. 

Untersuchungen  über  die  Polyeder  stellten  femer  an: 
Poinsot,  Compt.  Bend.,  46,  1858,  p.  65;  Möbius,  Werke,  2; 
Kirkman,  Mem.  Phil.  Soc.  Mandiester,  1854,  1862;  Jordan^ 
Crelle,  66,  68,  70;  Eberhard,  ib.,  106;  Cesaro,  Mem.  Acc. 
lAncci,  6,  2.  Thl.,  p.  75,  1877;  Dostor,  Journ.  des  math. pures 
et  appliquees,  (2),  5,  p.  209,  1879. 

In  der  wiederholt  erwähnten  L.  Bril loschen  Sammlung 
befinden  sich  auch  Modelle,  welche  die  Pröjectionen  der  regel- 
mässigen Polyeder  des  Raums  von  4  Dimensionen  auf  den  Raum 
von  3  Dimensionen  darstellen. 


§  4.    ZuBammenliang  der  Biemann'schen  Flächen. 
Begnläre   und  symmetrische  Biemann'sche  flächen. 

In  Kap.  15,  §  2  des  ersten  Bands  des  Repertoriums  war 
schon  bei  Gelegenheit  der  algebraischen  Functionen  von  den 
sogenannten  Biemann'schen  Flächen  die  Rede.  Es  wurden  dort 
speciell   die  zweiblättrigen   (hyperellij^tischen)  Flächen  betrachtet 


§  4.   Biemann'sche  Flächen.  569 

und  angegeben,  auf  welche  Art,  d.  h.  durch  welche  Schnitte 
sich  diese  Flächen  einfach  easammenhängend  machen  lassen. 

Bei  den  Flächen  von  beliebigem  Geschlecht  bietet  sich  auf 
analoge  Art  das  Problem  dar,  die  Fläche  zuerst  auf  einen  be- 
stimmten Typus  zurückzufahren  und  dann  die  Schi^itte  zu  con- 
struiren,  die  sie  einfach  zusammenhängend  machen. 

Wir  gehen  auf  die  Einzelheiten  der  Lösung  dieser  Probleme 
hier  nicht  näher  ein  und  erwähnen  nur,  dass  sich  Lüroth  in 
einem  kurzen  Aufsatz  „Ueber  VerzweigungsschniUe  und  Quer- 
schnitte" in  den  Matfi.  Änn.^  4  imd  dann  C  leb  seh,  ib.,  6  mit  ihnen 
beschäftigt  haben;  ihre  Resultate  wendeten  später  Kasten,  Dis- 
sert.,  Göttingen  1876  auf  den  Fall  einer  dreiblättrigen  Fläche 
und  Graf,  Dissert.,  Bern  1878  auf  eine  sechsblättrige  Fläche 
mit  20  Yerzweigungspunkten  an.  Andere  verwandte  Arbeiten 
sind  von  Lüroth,  Erlanger  Site.  Ber,,  1883;  Äbh.  der  kgL 
bayr.  Acaä,,  München  1885,  1887. 


Jeder  Verzweigungspunkt,  in  dem  sich  m^  Blätter  der 
Fläche  cyclisch  vereinigen,  ist  m^  —  1  einfachen  Verzweigungs- 
pimkteu  gleichwerthig,  d.  h.  Punkten,  in  denen  nur  zwei  Blätter 
verbunden  sind.     Siehe  auch  Repertorium,  1,  p.  389. 

Wenn  die  Fläche  n  Blätter  hat,  vom  Geschlecht  p  ist 
und  die  Gesammtzahl  der  einfachen  Yerzweigungspunkte,  denen 
die  sämmtlichen  Verzweigungspunkte  der  Fläche  äquivalent  sind, 
t  genannt  wird,  so  ist: 

t=  2n  -\-  2p  —  2. 
Das  Geschlecht  einer  Bientann'schen  Fläche  ist 

p  =  —  n-\-l-\-  4-^.  (w^  —  1)  , 

worin  die  Summirung  ^  über  alle  Zählen  m^  zu  erstrecken  ist, 
welche  die  Anzahl  der  in  jedem  Verzweigungspuhkt  cyUisch  mit- 
einander verbundenen  Blätter  angeben. 

Ist  das  Geschlecht  p  gegeben,  so  ist  der  kleinste   Werth  der 

Zafil  n  die  grösste  ganze  in  ^^—  enthaltene  Zahl. 

Hurwitz,  Maih.  Ann.,  39  hat  gefunden,  dass,  wenn  die 
t  Werthe  von  z,  für  welche  eine  Biemann'sche  Fläche  mit  n  Blät- 
tern und  vom  Geschlecht  p  Verzweigungen  haben  soll,  gege- 
ben sind,  es  für  n  =  2  eine  Riemann'sche  Fläche  mit  diesen  Ver- 
zweigungen gibt,  femer  ^(3'""* —  1)  solche  Flächen  für  «  =  3; 
^(2*-4_  1)    (3'-2—  1)  für  n  =  4;  etc. 
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Wenn  das  Geschlecht  p  «as  0  und  die  Anzahl  der  JBlätter 
n  (>  2)  f^^,  so  beträgt  die  Aneaht  der  Biemann*schen  Flüd^tn 

(n-l)I   ^        • 

Dieses  t^oblem  untersuchts  für  n  =  3  auch  Kasten,   1.  c 

Tjvnt  Biemann'sche  Fläche  vom  Geschlecht  p  lässt  sich  im 
Allgemeinen  auf  oo9  Arten  conform  (winkeltreu)  auf  sich  selbst 
abbilden;  dabei  ist  ^  =  3  für  p^=  0,  ^  «=  1  für  p=^  1  und 
^  =  0  für  p>l.  Schwarz,  Grelle,  87;  Hettner,  Gott. 
Nachr.,  1880,  p.  386;  Noether,  Math.  Ann,  20,  21;  Klein, 
üeher  Riemann's  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer 
Integrale,  Leipzig  1882,  p.  66,  67. 

Alle  Biemann' sehen  Flächen  vom  Gesddecht  Null  lassen  sich 
conform  ineinander  frans formiren;  sie  luxben  keine  absoluta  In- 
variante (keinen  Modul);  d.  h,  es  eodstirt  kein  Ausdruck,  welcher 
von  den  die  Biemann'schen  Flächen  vom  Geschlecht  NuU  bestim- 
menden Constanten  abhängt,  und  unverändert  bleibt  ^  wenn  die 
Biemann'sche  Fläche  transformirt  wird. 

In  dem  Fall  p  =  1  gibt  es  dagegen  einen  eineigen  Modul, 
für   j)  >  1    existiren   3p  —  3,    im   Allgemeinen   Sp  —  3  +  ?' 
Moduln,  worin  q  die  oben  angegebene  Bedeutung  hat.  Riemann, 
Theorie  der  Abd'schen  Functionen,  Grelle,  54,  1857,  §  12. 

Jede  Biemann'sche  Fläche  mit  n  Blättern  und  t  Verzwei- 
gungspunkten lässt  sich  durch  stetige  Variation  der  Constanten 
in  jede  andere  Biemann'sche  Fläche  mit  derselben  Amahl  von 
Blättern  und  Verzweigungspunkten  transformiren. 

Dieses  Theorem  lässt  sich  aus  den  Abhandlungen  7on 
Lüroth,  Math.  Ann.,  4;  Clebsch,  ib.,  6  entnehmen;  siehe 
Klein,  1.  c,  p.  66. 

Benutzt  man  den  für  die  Minimalflächen  geltenden  Satz, 
dass  ihre  sphärische  Abbildung  conform  ist  (vergl.  Kap.  16),  so 
ergibt  sich:  Eine  auf  die  Kugel,  statt  auf  die  Ebene,  aus- 
gebreitete  Biemann'sche  Fläche  mit  mehreren  Blättern  lässt  sich 
conform  auf  eine  Minimalfläche  abbilden.    Weierstrass. 

Man  erhält  so  eine  Fläche  von  gewöhnlichem  Aussehen, 
die,  wie  die  Riemann'sche,  zimi  Studium  der  analytischen  Func* 
tionen  benutzt  werden  kann;  mittelst  der  Principien  der  Andl^sis 
Situs  kann  zwar  bekanntlich  immer  eine  Fläche  von  gewöhn- 
lichem Aussehen,  d.  h.  ohne  Verzweigungen,  gefunden  werden, 
die  eine  Deformation  einer  beliebigen  Biemann'schen  Fläche  vom 
Geschlecht  p   ist    (wie   z.  B.   die   Kugel   mit  p   Henkeln,  siehe 
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JRepert,,  1,  p.  392);  die  Bedeutung  des  vorstehenden  Theorems 
beruht  jedoch  darauf,  dass  die  MinimalüAclie  und  die  Biemann- 
sehe  sich  gegenseitig  conform  (tvinkeltreu)  aufeinander  ahhüden 
lassen,  was  ftkr  die  Kugel  mit  p  Henkeln  in  Beziehung  zur 
Kiemann'schen  Fläche  nicht  gilt.  ^ 


Eine  Biemann'sche  Fläche  vom  Geschlecht  i)  >  1  kann  nicht 
unendlich  viele  ein-eindeutige  Transformationen  in  sich  selbst 
besitzen,  sie  kann  aber  eine  endliche  Anzahl  derselben  haben. 

Wenn  f(tDyZ)  =  0  die  der  Biemann'schen  Fläche  in  der 
Ebene  e  entsprechende  Gleichung  ist,  so  wollen  wir 

iTi  =  R^  («r,  e) , 
n  =  R^  {w,  z) 

setzen  und  dabei  seien  die  R  rationale  Functionen,  welche  iim- 
gekehrt  die  tr,  ;?  als  rationale  Functionen  der  w^^  g^  liefern. 

Wir  nehmen  an,  die  vorstehende  Transformation,  die  wir 
mit  S  bezeichnen,  sei  so  beschaffen,  dass  für  sie  die  Riemann- 
sche  Fläche  sich  in  sich  selbst  transformirt 

Die  Anzahl  der  birationalen  oder  ein-eindetidgen  Transfer- 
Tnationen  einer  Riemann^schen  Fläche  in  sich  selbst  kann  nidit 
grösser  als  84 (i?  —  l)  für  p>l  sein.  Hurwitz,  Math,  Ann,, 
41,  p.  424. 

Eine  birationaie  Transformation  einer  Riemann'schen  Fläclie 
in  sich  selbst  ist  immer  periodisch,  d.  h,,  wenn  man  von  einem 
Funkt  P  ausgeht  und  die  Transformation  m-rnal  ausführt,  so 
muss  man  wieder  zu  P  zurückkehren.  Der  grösste  Werth  von 
m  ist  10  (jp  —  1). 

Jede  Riemann'sche  Fläche,  die  eine  Transformation  in  sich 
selbst  von  der  Periode  m  hat,  lässt  sich  durch  eine  Gleichu/ng 
vom  Typus  q>{ic^,  jer)  =  0  und  ihre  Transformation  durch  die 
reducirten  Formeln 

2irt 


W^^=  e  ^  W 
Z^=  Z 


definiren. 

Dieses  letztere  Theorem  gilt  auch  für  j?  =  0  und  j?  =  1 ; 
es  ist,  wie  auch  die  vorhergehenden,  von  Hurwitz,  MaÜt. 
Ann,,  32. 

Ausser  den  8  lassen  sich  auch  noch  andere  Transformatio- 
nen denken,  die  durch  die  Formeln 
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definirt  werden;  darin  bedeuten  tc,  z  die  zn  w^  z  conjugirt  com- 
plexen  Werthe. 

Eine  solche  Transformation  möge  Z  heissen;  wir  können 
annehmen,  der  Riemann'schen  Fläche  gehören  auch  Transfor- 
mationen Z  an. 

Alle  Transformationen  S  oder  2^,  welche  zu  einer  Rie- 
mann'schen  Fläche  gehören,  bilden  offenbar  eine  Gruppe,  Siebe 
Repert,  1,  p.  28,  204. 


Eine  Biemann'sche  Fläche,  zu  welcher  eine  Transformation 
Z  von  der  Periode  2  gehört  (so  dass  2?  =  1  ist),  heisst  sym- 
metrisch. 

Wenn  die  Relation  /*(w,  je?)  ==  0  reelle  CoefQcient-en  hat,  so 
leuchtet  ein,  dass  der  Riemann'schen  Fläche  die  Substitution  H 
vom  Typus 

W^      =      Wy 

z^  =  z 

entspricht  und   die  Eiemann'sche  Fläche  mWiin  si/mmetrisch  ist 

Es  gilt  aber  auch  umgekehrt:  Wenn  die  Biemann'sche 
Fläche  symmetrisdi  ist,  so  existiri  unter  den  unendlich  viden 
Formen  der  Gleichung  f=0,  die  ihr  entsprechen,  immer  eme, 
deren  Coefficienten  reell  sind. 

Auf  den  symmetrischen  Flächen  gibt  es  Linien,  die  bei  der 
Linientransformation  (Symmetrie)  unverändert  bleiben.  Die  An- 
zahl  dieser  Linien  kann  nicht  grösser  als  p  -{■'  1  sein. 

Die  synunetrischen  Riemann'schen  Flächen  wurden  von 
Klein,  Riemann's  Theor.  der  alg.  Fund,  etc.,  Leipzig  1882 
imd  dann  von  Weichold,  Zevtsdir.  für  Math.,  28  untersucht 
Ihnen  ist  ein  grosser  Theil  von  Klein 's  autographirten  Vor- 
lesungsheften, V,  Biemann'sche  Flächen,  Heft  2,  S.  S.  1892,  (bei 
Teubner  in  Leipzig  erschienen)  gewidmet. 


Eine  Riemann'sche  Fläche  mit  N  Blättern,  die  sämmtlich 
gleich  verzweigt  sind,  d.  h.  so,  dass  N  Transformationen  existi- 
ren,    bei    welchen  man   von   einem  Blatt    zu    einem    beliebigen 
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anderen  übergehen  kann,  heisst  eine  regulär  verzweigte  Riemann- 
sehe  Fläche  oder  auch  einfach  regulär. 

Jede  einer  binomischen  Gleichtmg  entsprechende  Riemann'sche 
Fläche  ist  regulär. 

Auf  einer  solchen  Bieniann\schen  Fläche  müssen  die  Ver- 
zweigungspunkte so  angeordnet  sein,  dass  sich,  wenn  z  =  Zq 
ein  Werth    von  z  ist,   far    welchen   eine  Verzweigung  besteht, 

die   N  Blätter   für  z  =  Zq  in    —  Cyclen  vertheilen,  von  denen 
jeder  r^  Blätter  hat.  » 

Das  Geschlecht  ist  in  diesem  Fall: 

r..  —  1 


,  —  N+l+^2'-iZ 


worin  r^  die  Anzahl  der  cyclisch   in  jedem  Verzweigungspunkt 

vereinigten  Blätter  bedeutet  und  die  Summirung  ^  über  alle 
Verzweigungsstellen,  d.  h.  alle  Verzweigungspimkte,  die  in  einem 
einzigen  Blatt  enthalten  sind,  zu  erstrecken  ist. 

Es  sei  die  Gleichung  f(w,  z)  =  0  gegeben;  man  betrachte 
sie  als  eine  algebraische  Gleichung  in  Bezug  auf  die  einzige 
Variable  W]  d.  h.  man  denke  sich,  die  Variable  z  trete  darin, 
wie  ein  Parameter,  auf,  und  man  bilde  dann  die  Galois'sche 
Besolvente  dieser  Gleichung. 

Man  erhält  eine  zweite  Gleichung  von  einem  gewissen 
Grad  Nj  gleich  der  Anzahl  der  Substitutionen  der  Gruppe, 
die  zu  der  gegebenen  algebraischen  Gleichung  gehört,  vergl. 
Bepert,  1,  p.  104;  die  Biemann*sche  Fläche  mit  N  Blättern, 
welche  der  Q(üois*schen  Besolvente  mit  einem  Parameter  entspricht, 
ist  regulär  verzweigt. 

Die  Biemann'schen  regulär  verzweigten  Flächen  wurden 
zuerst  von^  Klein,  Ma^,  Ann,j  14  imtersucht.  Er  studirte 
speciell  den  Fall  jp==3,  JV=168,  welcher  einer  Galois'schen 
Resolvente  der  Modulgleichung  für  die  Transformation  7**'  Ord- 
nung der  elliptischen  Functionen  entspricht. 

Später  beschäftigte  sich  mit  ihnen  Dyck,  Dissert.,  Mün- 
chen 1879;  Math.  Ann,,  17,  20,  der  die  Fälle  p  =  1,  2,  3  und 
in  einer  anderen  Arbeit  in  demselben  Bd.  17  der  McUh.  Ann.^ 
p.  510  auch  den  Fall  j)  =  3,  ^=96  betrachtete. 

üeber  die  Werthe  von  iV,  welche  den  Werthen  l>  ==  0,  1 ,  2 
entsprechen^  siehe  Appell-Goursat,  Fonct.  cUgibr.,  Paris  1895, 
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p.  241  und  ff.,  wo  man  auch  noch  andere  Angaben  findet.  Für 
|)  =  0  erhalt  man  Biemann'sche  Fl&chen  von  12,  24,  60  Blättem; 
die  zugehörigen  Gruppen  sind  Pölyedergruppen.  Vergl.  Repert.,  1 , 
p.  375  u.  ff. 

Die  diesen  Fällen  entsprechenden  algebraischen  Gleichungen 
lauten : 


N=24t,     z  = 


JSr=60,     z  = 


(w*+2}/^^tt;*  +  l)« 

(w«+Uto*H-l)' 
108«;*(tt7*  — 1)*    ' 

(^t£>*<*^228to"--494to*<>— 228to°—  1)» 

1728ic»(ic"  +  llfT*  —  1)* 


Die  in  der  ersten  Formel  enthaltenen  Polynome  liefern, 
gleich  Null  gesetzt,  die  sogenannten  Tetraedergleic^ungenj  vergl. 
Repert.,  1,  p.  377;  der  Zähler  und  Nenner  der  zweiten  Formel 
entsprechen  den  sogenannten  Polynomen  des  Cubus  und  des 
Odaeders;  der  Nenner  der  letzten  Formel  ist  die  5**  Potenz 
des  Polynoms  des  Ikosaeders  und  der  Zähler  dessen  Hesse 'sehe 
Form.  Siehe  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  Leipzig 
1884. 

Wichtig  ist  das  folgende  Theorem  von  Dyck,  JUatb. 
Ann,,  20,  p.  30,  das  Hurwitz  yerallgemeinert  hat,  ib.,  41, 
p.  421: 

Wenn  eine  endliche  Gruppe  von  N  Transformationen  ge- 
geben ist,  so  lässi  sich  immer  eine  regulär  verzweigte  Riemann- 
sche  Fläche  von  N  Blättem  finden,  deren  Gruppe  holoedrisch 
isomorph  zur  gegebenen  Gruppe  ist. 

Mit  Hülfe  dieses  Theorems  kann,  wenn  eine  Biemann'sche 
Fläche  gegeben  ist,  die  eine  Gruppe  von  Transformationen  in 
sich  selbst  hat,  immer  eine  regulär  verzweigte  Biemann'sche 
Fläche  construirt  werden,  welche  dieselbe  Gruppe  besitzt. 

Femer: 

Ist  eine  Gruppe  von  Transformationen  gegeben,  so  lässt  sidt 
immer  auf  viele  verschiedene  Arien  eine  Riemann'sche  Fläche 
construiren,  welche  eine  Gruppe  hat,  die  holoedrisch  isomorph  zu 
der  gegebenen  ist.     Hurwitz. 
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§  5.    Die  Biemann*80hen  Flächen  in  projeotivem  Sinn 

von  Slein. 

Da  die  Riemann'sdten  Flächen  in  prqjecHvem  Sinn^  die 
Klein  studirt  hat,  in  naher  Beziehung  zu  dem  Gegenstand 
unseres  Kapitels  stehen,  so  wollen  wir  zum  Schluss  noch  einige 
Worte  über  sie  sagen. 

Wir  betrachten  eine  Curve  von  einer  gewissen  Classe  m. 
Von  jedem  reellen  Punkt  P  der  Ebene  lassen  sich  m  Tangenten 
an  die  Curve  ziehen,  von  denen  ein  Theil  imaginär  sein  kann; 
jeder  imaginären  Tangente  entspricht  ein  imaginärer  Berührungs- 
punkt, also  ein  imaginärer  Punkt  der  Curve. 

Wenn  wir  uns  daher  den  Punkt  P  in  ebensovielen  aufeinander 
gelegen  Blättern  so  oft  gezählt  denken,  als  imaginäre  Tangen- 
ten von  P  aus  an  die  Curve  gezogen  werden  können  und  als  es 
daher  imaginäre  Punkte  der  Curve  (Berührungspunkte  "der  von  P 
aus  gezogenen  Tangenten)  gibt,  so  stellt  die  Gesammtheit  der  so 
angeordneten  Punkte  P  ein  reelles  geometrisches  Gebilde  dar, 
von  dessen  Punkten  jeder  einzelne  einem  imaginären  Punkt  der 
Curve  entspricht.  Was  nun  die  reellen  Punkte  der  Curve  an- 
geht, so  erhält  man  sie  ebenso,  wenn  der  Punkt  P  auf  den 
reellen  Zweig  der  Curve  zu  liegen  kommt,  weil  alsdann  zwei 
conjugirte  imaginäre  Tangenten  sich  vereinigen  und  eine  reelle 
Tangente  mit  einem  reellen  Berührungspunkt  liefern.  Die  Ebenen- 
stücke, die  von  den  Punkten  P  gebildet  werden,  müssen  mithin 
an  der  reellen  Contour  der  Curve  endigen  und  sich  dort  zu  je 
zweien  miteinander  verknüpfen. 

Man  habe  z.  B.  eine  Ellipse.  Die  einzigen  Punkte  der 
Ebene,  von  denen  aus  man  imaginäre  Tangenten  an  sie  ziehen 
kann,  liegen  in  ihrem  Inneren,  und  zwar  können  von  diesen 
Punkten  aus  je  zwei  conjugirte  imaginäre  Tangenten  an  sie  ge- 
zogen werden;  man  muss  sich  daher  denken,  der  Theil  der 
Ebene  im  Inneren  der  Ellipse  sei  in  zwei  gleiche  Blätter  ver- 
doppelt und  diese  seien  längs  der  Ellipse  miteinander  ver- 
bunden. Man  erhält  eine  Fläche,  die  sich,  wie  man  sieht, 
unmittelbar  in  eine  Kugel  deformiren  lässt  (eine  Fläche  vom 
Geschlecht  Null). 

So  leicht  ist  aber  die  Construction  der  Fläche  nicht,  wenn 
die  Fundamentalcurve  von  höherer  Classe  ist;  das  Problem, 
welches  dabei  zu  lösen  ist,  besteht  darin,  die  Art  zu  ermitteln, 
auf  welche  die  verschiedenen  Blätter  verbunden  werden  müssen: 
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ffs  wird  gewisse  Theile  der  Ebene  geben,  die  als  doppelt,  ge^wisse 
Andere^  die  als  yierfacb  etc.  anzusehen  sind. 

Wir  geben  die  folgende  Literatur  über  diesen  Gregenstand 
An:  Klein,  McUh.  Ann,,  7,  10;  Harnack,  ib.,  9,  welcher  die  den 
Curven  3^^  Classe  entsprechenden  Biemann'schen  Flächen  con- 
i9truirte  und  Has kell,  JHssert,,  Baltimore  1890,  der  sich  speciell 
jnit  der  Curve  4^'  Classe  beschäftigte,  deren  Gleichung  in  Gre- 
radencoordinaten 

lautei  Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  automarjphe 
Form;  ihre  Gruppe  enthält  168  Transformationen.  Siehe  Repert. 
1,  p.  346. 


Kapitel  XIX. 
Projective  Geometrie  der  mehrdimensionalen  Marne. 

§  1.    Allgemeines.     Lineare  Mannigfaltigkeiten. 
Projective  und  metrische  Delationen.     Homographische 

Gorrespondenzen. 

Wenn  n  Variable  x^^  x^^ .  ,  , ,  x„  gegeben  sind,  so  ist  jede 
Gruppe  von  speciellen  (reellen  oder  aucb  complexen)  Werthen 
dieser  Variablen  ein  Element  (Punkt)  eines  Raums  von  n  Dimen- 
sionen, eines  Hyperraums ^  den  wir  mit  R^  bezeichnen  wollen. 

Statt  n  Variable  kann  man  auch  n  -\-  1  und  die  Ver- 
hältnisse von  n  dieser  .Variabein  zur  letzten  betrachten;  der 
Punkt  des  i?«  wird  durch  die  Werthe  dieser  Verhältnisse  be- 
stimmt  und  die  entsprechenden  Werthe  der  w  -[*  1  Variabein 
kann  man  die  homogenen  Coordinaten  des  Punkts  nennen;  sie 
können  alle  möglichen  Werthe  annehmen,  nur  dürfen  sie  nicht 
sämmtlich  Null  sein. 

Eine  homogene  lineare  Gleichung  zwischen  diesen  homogenen 
Coordinaten  definirt  eine  lineare  im  R^  enthaltene  Mannigfal- 
tigkeit ^  welche  man  eine  n —  1  -  dimensionale  Ebene  E„  —  i  im 
7?^,  oder,  wie  die  Franzosen  und  Italiener  sagen,  Hyperebene 
nennt.  Der  Raum  R^  enthält  oo"  solche  Ebenen,  tvie  er  cx>" 
Punkte  enthält. 

Die    Ebene   jK;,_i  und   der  Punkt   können    als    zueinander. 
duale  Elemente   des    Baums    R„   angesehen   werden;   jene   kann 
man  sich  aus  Punkten,  diesen  dual  aus  Ebenen  E„—i  zusammen- 
gesetzt denken. 

Zu  homogenen  Coordinaten  einer  En  —  i  kann  man  die  «  -f-  1 
Coefficienten  ihrer  Gleichung  nehmen. 

Die  Gesammtheit  der  Punkte,  deren  Coordinaten  eicei 
linearen  Gleichungen  genügen,  bildet  eine  Mannigfaltigkeit  von 
n  —  2  Dimensionen,  die  man  n  —  2  -  dimensionale  Ebene  E^—i 
nennt;    die   Italiener    sagen   bipiano\    die   durch   k  lineare  Glei- 

Pascal,  Repertoriura.  11.  37 
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chungen   gegebene    Mannigfaltigkeit  heisst    eine    n  —  k  -  difnvn- 
sionale  Ebene  En—k- 

Eine  E^  ist  ein  Punkt;  eine  E^^^  nennt  man  eine  Gei'ade; 
eine  E^  bezeichnet  man  auch  bisweilen  als  gewöhnliche  JEIbene, 
eine  E^  als  gewöhnlichen  Raum. 

Nimmt  man  zu  Elementen  des  JB„  die  n  —  1  -  dimensio- 
nalen  Ebenen  En^i  anstatt  der  Punkte,  so  ergibt  sich  durch 
einfache  bekannte  Betrachtungen  anstatt  der  v*dimensioiialen 
Ebene  E^  ein  (n  —  v  —  l)-dimen8ionale8  ebenes  Punktgebilde 
P„_y_i,  durch  das  oo"  En~i  hindurchgehen. 

Die  E^  und  die  Pn—r—i  bilden  die  beiden  Reihen  von  Grund- 
gebilden,  die  sich  im  Baum  B^  dual  entsprechen;  die  aus  Punkten 
bestehende  E^^  und  der  von  00**^*  En—i  imahüllte  J\  sind 
Gebilde  1**'  Stufe  (von  einer  Dimension);  die  E^  und  der  P^ 
sind  Gebilde  2**'  Stufe,  und  so  weiter. 

Die  Ebene  En^jt  wird  im  Allgemeinen  durch  n  —  k  -\-  1 
Punkte  bestimmt;  sie  ist  ein  linearer  Baum  («  —  k)^  JOhnen- 
sion,  ein  im  B^  enthaltener  Baum  B^^k» 

Zwei  lineare  im  B^  enthaltene  Bäume  Bn—i  und  i2«^jf 
haben  im  Allgemeinen  keine  Punkte  gemeinst^afUich ,  wenn 
fe  -|-  Ä;'>  n  ist;  sie  haben  mindestens  einen  Baum  B^  gemein- 
schaftlich,  wenn 

k  ^  k"  =  n  —  r    ist; 

auch    wenn    fc  +  fc'>  n    ist ,    können   sie   Punkte  gemeinschaft- 
lich hohen. 

Wenn  B^,  B/  keine  Punkte  gemeinsam  haben  und  zum  R^ 
gehören,  so  ist  der  lineare  Baum  kleinster  Dimension,  der  zvm 
B^  gehört  U/nd  sie  beide  enthält,  von  der  Dimension  r  -f-  r'-f-  1 . 

Haben  femer  B^  und  B^'  einen  Raum  B^  gemeinsam,  so 
gilt  der  Satz: 

Wenn  zwei  lineare  Bäume  B^  und  B'   einen  Baum  B- 
gemeinsam  haben,  so  ist  der  lineare  Baum  kleinster  Dimension  t, 
der  sie  enthält^  von  der  Dimensioti 

t  =  r  -\-  r'  —  m, 
d.  h.,  es  ist 

f  -f"  m  =  r  -f-  r\ 

Weitere  Resultate  über  die  in  einem  B^  enthaltenen  linearen 
Räume  findet  man  bei  Bertini,  Bend.  Istit,  Lomb.,  1886; 
Segre,  Bend,  Palermo,  2,  1888;  Castelnuovo,  Bend.  Acc. 
Lincei,  1889. 
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Durch  Erweiterung  der  gewöhnlichen  Formeln  und  Betrach- 
tungen der  analytischen  Geometrie  und  durch  Einführung  der 
Begriffe  des  ParaUelismus  ^  der  senkrechten  Bichtung,  des  Ah- 
f-tands,  der  Winkel  etc.  lässt  sich  eine  metrische  Geometrie  der 
mehrdimensionalen  Bäume  aufstellen. 

Solche  Betrachtungen  wurden  von  Jordan,  Butt,  de  la  8oc. 
math,,  3,  p.  103  und  von  D'Ovidio,  Mcm.  Äcc,  Lincei,  1877; 
Math,  Ann,,  12  angestellt;  der  letztere  Autor  verallgemeinerte  die 
Formeln,  indem  er  ein  heliehiges  quadratisches  Gebilde  im  B^ 
('eine  hyperquadrcUische  Fläche)  als  das  Absolute  des  Baums  an- 
nahm (siehe   weiter    unten  Kap.  21). 

Zwei  Ebenen  En^i  mit  den  Gleichimgen  (in  nicht  homo- 
genen Coordinaten) 

^^iH h^^„  +  /3  =  o 

heissen  parallel,  wenn 

^*  =  —  =  ...  =  "-!^     •  t 
\        ^s        *    "        in 

Es  seien  zwei  lineare  Mannigfaltigkeiten  B^—kj  Bn^y 
gegehen,  von  denen  die  erste  von  der  Dimension  n  —  k  durch 
die  Gleichungen 

A  =i  «11  «^1  H h  «in^n  +  «1=0 


B,^k 


A  =  «Ai^i  H h  fl*«^«  +  «*  =  O) 

defiuirt  wilxl  und  die  zweite  von  der  Dimension  n  —  k'  durch 
die  Gleichungen  ^ 

B,=b,,x,  +  '''  +  b,„x„  +  ß,=0\ 
I  B^—i', 

^k'=  ^Vl^l  H h  h'n^n  +  i^*'  =  0) 

Von  den  im  Bn^k  enthaltenen  E^^t  seien  q  von  einander 
unabhängig*)  und  ebenso  vielen  im  Bn—k'  enthaltenen  En^t 
parallel;  wir  sagen  dann,  die  beiden  linearen  Mannigfaltigkeiten 
Rn-kj  Bn—k'  haben  einen  Parallelismus  q^^  Ordnung. 


*)  d.  h.  80  beschaffen,  dasa  keine  identische  lineare  Belation 
mit  constanten  Coefficienten  zwischen  den  linken  Seiten  ihrer  Glei* 
changen  besteht. 

37* 
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Wenn  Je  '^k'  und  q  =  k  ist,  wird  die  erste  Mannigfaltig^- 
keit  der  zweiten  parallel  genannt. 

Die  beiden  Mannigf(ütigkeiten  haben  einen  Parallelistnus 
Q^'  Ordnung^  wenn  die  n  Gleichungen 


sich  auf  nur  k-^-k' —  q  von  einander  verschiedene  Gleicfiungen 
reduciren  lassen,  d.  h.  wenn  die  Matrix  der  Coeffidenten  dieser 
Gleichungen  den  Bang  k  -^  k'  —  q  hat. 

Der  Abstand  zweier  Punkte  (rc),  (g)  ist  durch 

Vi^i  —  yiY  ^ h  (^«  —  y«)'      gegeben. 

Der  Abstand  eines  Punkts  von  einer  linearen  Mannigfal- 
tigkeit ist  der  Abstand  des  gegebenen  Punkts  von  dem  Punkt 
der  Mannigfaltigkeit,  der  ihm  am  nächsten  liegt;  der  letzt-ere 
heisst  die  orthogonale  Projection  des  gegebenen  Punkts. 

Der  Absland  zweier  linearer  Mannigfaltigkeiten  ist  der 
Abstand  derjenigen  beiden  Punkte  der  einen  und  der  anderen^ 
die  sich  am  nächsten  liegen. 

Eine  lineare  Mannigfaltigkeit  i2/,_A'  heisst  senkrecht  auf 
einer  anderen  Rn—ki  wenn,  nachdem  durch  einen  Punkt  des 
Raums  zwei  Mannigfaltigkeiten  JB^_*',  i?«— jt  parallel  zu  Bn—i- 
bez.  zu  i?,i_A-  gelegt  wurden,  jeder  Punkt  von  B'n—k'  sich  auf 
B'n-.k  in  einen  Punkt  projicirt,  der  dem  gemeinschaftlichen 
Schnitt  der  beiden  Mannigfaltigkeiten  JR'  angehört. 

Wenn  Ra^v  senkrecht  auf  Rn—k  steht,  so  ist  umgekehrt 
audi  Rn—k  lothrecfit  zu  Rn—k- 

Sind  zwei  Gerade  mit  den  Gleichungen 


^1  —  «1  _ 

^n 

-— 

«„ 

«« 

^1       ^1  _ 

a;,  —  ft, 

^'n 

1 

K 

ß. 

gegeben, 

so 

bleibt  der 

Ausdruck 

cos^ö  — -„-V 

seinem   WerÜi  na^fi  unverändert  (ist   eine  Invariante)  für  jede 
beliebige    lineare    orthogonale    Transformation    der    Coordinaten^ 
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d.  Ä.  für  eine  lineare  Transformation,  die  auf  die  Variabein  x 
ausgeübt  wird  und  deren  Detertninante  orthogonal  ist,  Bepert,, 
1,  S.  48. 

Der  Winkel  0  heisst  der   Winkel  der  beiden  Geraden. 

Sind  zwei  beliebige  lineare  Mannigfaltigkeiten  gegeben,  so 
kann  man  mittelst  der  vorstebenden  Formel  die  Winkel  berech- 
nen, welche  die  Geraden  der  einen  mit  den  Geraden  der  anderen 
bilden.  Der  kleinste  aller  so  erhaltenen  Winkel  heisst  der  Winkel 
der  beiden  Mannigfaltigkeiten, 

Die  beiden  Mannigfaltigkeiten  stehen  senkrecht  aufemandrr, 
wenn  dieser  Winkel  ein  rechter  ist;  alsdann  ist  jede  Gerade  der 
einen  stets  lothredit  zu  jeder  Geraden  der  anderen. 


Einen  Baum  B^  mit  einem  Br'  schneiden,  heisst  den  beiden 
gemeinsamen  Baum  B^  =»  Br+r'—n  construiren;  den  Baum  B^ 
von  einem  Baum  Br'  aus  prcjiciren,  heisst  den  Baum  Jßr+r'-f  i 
construiren,  der  sie  beide  enthält. 

Sind  in  zwei  Bäumen  B^,  Jß^  zwei  Gruppen  von  n  -^  2 
Funkten  gegeben  ^  so  kann  man  stets  durch  Projectionen  und 
Schnitte  von  der  ersten  Gruppe  zur  zweiten  übergehen. 

Zwei  Bäume  von  n  Dimensionen  B^^  B'^  heissen  projcctiv 
oder  homographisch  oder  collinear^  wenn  zwischen  den  in  dem 
einen  enthaltenen  linearen  Bäumen  und  den  in  dem  anderen 
enthaltenen  eine  stetige  ein-eindeutige  Gorrespondenz  derart  besteht, 
dass  zweien  sich  angehörenden  Bäumen  in  dem  einen  zwei 
ebenfalls  sich  angehörende  Bäume  des  anderen  entsprechen,  und 
wenn  ferner  jeder  Punktreihe  des  einen  eine  projective  Punkt- 
reihe in  dem  anderen  zugeordnet  ist. 

Zwei  homographische  und  superponirte  Bäume  B^,  B!^  können 
keine  w  -|-  2  Funkte  gemeinschafüich  haben,  ohne  zusammenzu- 
fallen, es  sei  denn,  n  -\-  1  beliebig  aus  diesen  h( rausgegriffene 
Punkte  liegen  in  derselben  En—i, 

Auf  ähnliche  Art  werden  die  Correlation  oder  Dualität  oder 
Beciprocität  zwischen  zwei  Bäumen  definirt. 

Eine  Homographie  zischen  zwei  Bäumen  wird  analytisch, 
wie  gewöhnlich ,  so  dargestellt,  dass  man  lineare  Belationen 
zwischen  den  Coordinaten  der  sich  in  den  beiden  Bäumen  ent- 
sprechenden Punkte  festsetzt;  die  Homographie  ist  allgemein, 
wenn  die  Determinante  der  Coefficienten  dieser  linearen  Bela- 
tionen von  Null  verschieden  ist;  man  kann  sich  aber  denken, 
diese  Determinante  sei  Null,  und  habe  den  Bang  (die  Charakteristik) 
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n  —  Ä -f- 1?  siehe  Bt^erL,  1,  p.  89;  man  erh&lt  dann  die 
sogenannten  singulären  Homographien  von  der  Spedes  h.  In 
diesem  Fall  existirt  in  einem  der  beiden  Räume  ein  linearer 
Raum  R'h—\  von  der  Dimension  h  —  1  (ein  svngulärcr  Haumj, 
der  so  beschaffen  ist,  dass  jedem  seiner  Punkte  alle  Funkie  df^ 
anderen  Raums  entsprechen;  imd  umgekehrt:  in  dem  stveiteti 
Raum  gibt  es  einen  Raum  Rn^h  von  der  Dimension  n  —  h 
(smgulären  Raum),  dessen  Punkten  in  dem  ersten  Rauvn  all*: 
Punkte  eines  Raums  R'k  entsprecfien ,  der  den  singulären  Maum 
Rh—i  enthält. 

Mit  dem  Studium  der  Theorie  der  Homographie  der  mehr- 
dimensionalen Räume  hat  Veronese  in  der  weiter  unten  citirten 
Arbeit  den  Anfang  gemacht;  es  wurde  dann  weiter  verfolgt 
von:  Segre,  Mem.  Acc.  Lincei,  1884 — 1886;  Mem.  Acc,  To- 
rino,  1885;  Bertini,  Rend.  Ist.  Lomb,,  1886—87;  AUi  Acc. 
Torino,  1887;  Predella,  Ann,  di  mat,  (2),  17;  Atti  Acc.  To- 
rino,  1891 — 92;  etc.  Siehe  die  Darstellung  in  Muth's  Theorie 
und  Anwendung  der  Elementartheüer,  Leipzig  1900,  §  17,  Okts- 
sificationen  der  GoUineationen  in  einem  Raum  beliebig  hoher 
Dimension. 

Es  waren  Cayley,  Cambr.  math.  Journ.,  4,  1845;  Crelle, 
1846;  Werke,  1,  p.  55,  317  und  Cauchy,  Compt.  Rend.,  1847, 
die  zuerst  die  Ausdrücke  der  Geometrie  von  n  Dimensionen  an- 
wendeten, während  die  erste  Definition  der  Mannigfaltigkeiten 
von  n  Dimensionen  wohl  Grassmann  in  seiner  Ausdehnungs- 
lehre,  Leipzig  1844,  Berlin  1862  zu  verdanken  ist. 

Die  erste  gründliche  Erörterung  der  Principien  der  Geometrie 
in  einem  beliebigen  Raum  ist  von  Riemann,  Ueber  die  Hypo- 
thesen, die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen,  1854,  veröflfentlicht 
1867,  von  dem  auch  der  erste  Begriff  der  Krümmung  eines 
höheren  Raums  herrührt.     Siehe  weiter  unten  Kap.  20. 

Die  Arbeiten  und  Untersuchungen  über  die  Geometrie  von 
n  Dimensionen  lassen  sich  bei  dem  heutigen  Stand  der  Wissen- 
r  Schaft  in  drei  Kategorien  eintheilen. 

Zu  der  ersten  kann  man  alle  diejenigen  zählen,  welche  die 
Grundprincipien  der  Geometrie  in  absolutem  Sinn  betreffen, 
d.  h.  unabhängig  von  getvissen  Fundamentalhypothesen  über  die 
Natur  des  Raums,  z.  B.  von  der  Hypothese  über  die  Linearität. 

Von  den  Studien,  welche  diese  Richtung  verfolgen,  zu 
denen  sich  dann  auch  die  Untersuchungen  von  Lobatschefskij 
und   Bolyai  über  die  Grundlagen  der  fdeht-  Euklidischen  Geo- 
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tnetrie  gesellen  (siehe  Kap.  21),  sind  die  wichtigsten  von 
Eiemann,  1.  c;  Cayley,  P/iü.  Trans.,  93,  1859;  Werke,  2; 
Beltrami,  siehe  Kap.  20  und  21;  Helmholtz,  Ueber  die  That- 
Sachen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen,  Gott.  Nachr,,  1868; 
Klein,  Math.  Asm.,  4,  6;  De  Tilly,  Essai  sur  les  principes 
fandam.  de  la  Geom.,  Bordeaux  1879;  Georg  Gantor,  Grelle, 
84,  oder  auch  Acta  math.,  2;  Lie,  Leipz.  Ber.^  1886,  1890; 
Lüroth,  Sitgungsber.  der  phps.-med,  Societät  zu  Erlangen,  1878, 
1899,  Abbildung  von  Mannigfaltigkeiten  versdiiedener  Dimen- 
sionen; etc. 

Systematische  Behandlung  erfährt  derselbe  Gegenstand  in 
den  Büchern  von  Pasch,  Vorlesu/ngen  über  neuere  Geometrie, 
Leipzig  1882;  Veronese,  Fondamenti  di  Geometria,  etc.,  Pa- 
dova  1891,  deutsch  von  Schepp  unter  dem  Titel:  Grundzäge 
der  Geometrie  von  mehreren  Dimensionen,  Leipzig  1894;  Kil- 
ling,  Eirtßihrung  in  die  Grundlagen  der  Geometrie,  Paderborn 
1893;  Hilbert,  Grundlagen  der  Geometrie,  Leipzig  1899.  Am 
Schluss  des  umfangreichen  Veronese' sehen  Werks  sind  viele 
historisch -kritische  Angaben  zusammengestellt. 

Zu  der  zweiten  Kategorie  gehören  die  Arbeiten  über  die 
Ausdehnung  der  Begriffe,  Formeln  und  Sätze  der  gewöhnlichen 
Infinitesimalgeometrie  auf  die  Räume  von  mehreren  Dimensionen 
(siehe  Kap.  20);  zu  der  dritten  schliesslich  die  Forschungen, 
welche  die  Begriffe  und  Probleme  der  projectiven  und  metri- 
schen Geometrie  der  Ebene  und  des  gewöhnlichen  Baums  auf 
beliebig  hohe  Mannigfaltigkeiten  auszudehnen  suchen. 

Die  bereits  citirten  Schriften  von  Jordan  und  D'Ovidio 
sind  der  letzteren  Richtung  zuzuzählen,  zu  welcher  auch  die 
grundlegende  Arbeit  von  Veronese  in  den  Math.  Ann.,  19  zu 
rechnen  ist. 

Auf  dieser  Arbeit  fassend,  begann  man  die  projective 
Geometrie  der  mehrdimensionalen  Räume  zu  begründen,  d.  h. 
die  Theorie  der  allgemeinen  Homographien,  die  Lehre  von  den 
in  einem  R^  enthaltenen  Mannigfaltigkeiten  höherer  Ordnung 
und  speciell  auch  die  Theorie  der  in  einem  R„  enthaltenen 
quadratischen  -Gebilde,  Curven,  Regelflächen,  etc. 

Es  ist  natürlich,  dass  man  auch  die  birationalen  Gorrespon- 
denzen  der  Ebenen  und  der  gewöhnlichen  Räume  auf  die  mehr- 
dimensionalen Räume  zu  erweitem  suchte.  Siehe  Kap.  6,  §  5; 
Kap.  9,  §  6.  Arbeiten  darüber  sind  von  Noether,  Math. 
Ann.,    2;    S.  Kantor,   Rend.   Ist.  Lornb.,  1894;  Brill,  Quart. 
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Joum,,  27,  1895  und  für  den  Raum  von  4  Dimensionen  von  Del 
Pezzo,  Bend.  Acc,  NapoU,  1896—97. 

Die  darstellende  Geometrie  in  dem  Baum  von  4  Dimensionen 
wurde   von  Veronese,  AUi  Ist  Veneto,  1882    behandelt. 

Betrachtet  man  femer  als  Element  des  Baums  von  4:  oder 
mehr  Dimensionen  nicht,  wie  bisher,  den  Punkt,  sondern  die 
Gerade,  so  lässt  sich  eine  Liniengeomdrie  aufstellen;  Unter- 
suchungen dieser  Art  sind  von  Segre,  Bend.  Palermo,  2  und 
Castelnuovo,  ÄUi  Ist.  Veneto,  1891. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  bemerken,  dass  die  Kinenuttik 
in  den  höheren  Bäimien  von  Jordan,  1.  c,  dann  auch  Ton 
Clifford,  Froc.  Land,  math,  Soc.,  1876;  Beltrami,  ^uli, 
Scienc.  math,,  1876  und  von  Anderen  untersucht  wurde;  ein 
Verzeichniss  zahlreicher  hierher  gehöriger  Arbeiten  findet  man 
bei  Loria,  II  passato  e  il  presente  delle  principali  teorie  geom.. 
2.  ed.,  Torino  1896.  p.  308,  309,  deutsche  Ausg.  von  Schütte, 
Die  hauptsächlichsten  Theorien  der  Geometrie,  Leipzig  1888,  p.  11 8 

§  2.    Nicht  lineare  Mannigfaltigkeiten. 
Fläohengebilde  im  B^.     Monoidale  Darstellung. 

Die  Gesammtheit  der  Punkte  des  i?„,  deren  Coordinaten 
einer  rationalen  homogenen  Gleichung  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
cienten  von  der  Ordnung  v  in  den  Variabein  genügen,  heisst 
ein  algebraisches  Flächengebüde  (Bgperfläche)  v**'  Ordnung  im  B^. 

Die  Zahl  v  gibt  die  Anzahl  der  Punkte  an,  in  denen  eine 
Gerade  das  Flächengebilde  (die  Hyperfläche)  schneidet: 

Eine  Hyper fläche  v**'  Ordnung  ist  durch 

willkürliche  Punkte  bestimmt. 

Durch  einen  Punkt  P  einer  Hyperfläche  kann  man  Gerade- 
ziehen,    welche    in    diesem    Punkt    mit    der   Hyperflache    ztcei 
Schnitte   gemeinsam   (eine   zweipunktige  Berührung)  haben;  der 
Ort  aller  dieser  Geraden  ist  eine  En—i,  die  HyperberUhrungs- 
ebene  an  die  Hyperfläche  in  P  heisst. 

Man  nennt  Clause  der  Hyperflädie  die  Anzahl  ihrer  Hyper- 
berührungsebenen ,  die  durch  einen  linearen  £rzeugimg8raum 
Bn^i  des  Raums  B^  gehen;  die  Cktsse  einer  Hyperfläche  v*®' 
Ordnung  ist  im  Allgemeinen  gleich  v{y  —  l)**""^,  wenn  die 
Hypei'fläctie  Mine  Singularitäten  besitzt,  d.  h.  durch  eine  allge- 
meine Gleichung  dargestellt  wird. 
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Singular  r**'  Ordnung  werden  die  Punkte  einer  Hyper- 
fläcbe  genannt,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  jede  durch  si6 
gehende  Gerade  die  Fläche  daselbst  in  r  zusammenfallenden 
Punkten  trifft. 

Jeder  s'mguUire  Fwnkt  r**'  Ordnung  vemUndert  die  Classe 
der  Hyperfläche  um  r(r —  l)*~^  Einheiten, 

Eine  Hgperflädie  v**'  Ordnung  mit  einem  v- fachen  Punkt 
besteht  aus  unendlich  vielen  durch  diesen  Punkt  gehenden  Geraden 
(einem  Kegel). 

Algebraische  Mannigfaltigkeit  k^'  Dimension  und  v^'  Ord- 
nung wird  ein  im  R^  enthaltener  Raum  k^^  Dimension  genannt^ 
der  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  lineare  JR^^k  des  JR^  ihn  im  All- 
gemeinen in  V  verschiedenen  Punkten  schneidet. 

Die  Mannigfaltigkeiten  von  zwei  Dimensionen  pflegt  man 
Flächen^  die  einer  Dimension  Curven  zu  nennen. 

Eine  algebraische  Mannigfaltigkeit  heisst  normal  für  den 
eigenen  Baum,  wenn  sie  sich  nicht  als  Projection  einer  in  einem 
Raimi  höherer  Dimension  liegenden  Mannigfaltigkeit  derselben 
Ordnung  ansehen  lässt. 

Jede  algebraisdie  Mannigfaltigkeit  J(f"  Dimension  und  v^^ 
Ordnung  ist  immer  in  einem  linearen  Baum  Jßjb+y^i  enthalten, 
kann  aber  auch  in  einem  linearen  Baum  von  weniger  Dimen- 
sionen liegen. 

Speciell: 

Jede  Mannigfaltigkeit  2^^  Ordnung  von  k  Dimensionen  ist 
immer  in  einem  linearen  Baum  Bk^i  enthalten. 

Jede  Curie  v**'  Ordnung  ist  immer  in  einem  linearen  Baum 
enthalten,  der  höchstens  v  Dimensionen  hat. 

Aus  diesem  Theorem  folgt,  dass  eine  Curve  2^'  Ordnung 
stets  höchstens  eben,  eine  Curve  3**'  Ordnung  hödistens  eine 
doppelt  gekrihnmte  cubische  Curve  sein  kann,  etc. 

Ist  eine  Mannigfaltigkeit  Ä**'  Dimension  gegeben,  so  bildet 
die  Gesammtheit  aller  sie  in  einem  Punkt  berührenden  Geraden 
(siehe  oben)  eine  lineare  MannigfcUtigkeit  von  derselben  Dimen- 
sioti  k.  Ueber  die  linearen  Räume,  die  eine  Mannigfaltigkeit 
berühren,  siehe  Del  Pezzo,  Bend.  Acc.  Napoli,  1886. 


Zwei  algebraische  Mannigfaltigkeiten,  von  denen  die  eine 
die  Ordnung  v  und  die  Dimension  k,  die  andere  die  Ordnung 
v'  und  Dimension  k'  hat,  schneiden  sidi  in  einer  Mannigfaltig- 
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keit  von  der  Ordnung  vv'  und  Dimension  k  -^-Jc  —  n,  tn^aus- 
^esetet,  dass  k  -{-  k^'^n  ist  und  die  beide»  Manrngfaltiffh^en 
keine  MannigfdUigkeii  von  einer  Ordnung  gemeinsdtafUich  hohem, 
die  grösser  oder  gleich  ä  -f"  ^'  —  n  +  1  ist. 

Wenn  k-^-k^K^n  ist,  so  Jiaben  sie  im  Allgemeinen 
keinen  Funkt,  für  k-^-k*  ^^  n  dagegen  vv'  Funkte  gemeinsam. 
Halphen,  Btäl.  Soc,  math,,  2;  Noether,  Mctth,  Ann.^  II. 

Wie  bei  den  gewundenen  Curven  des  gewöhnlichen  Ranrns, 
so  bietet  sich  selbstyerständlich  auch  hier  das  Problem  der 
analytischen  Darstellung  derjenigen  Mannigfaltigkeiten  im  ßaum 
Ji^  dar,  die  nicht  immer  vollständige  Schnitte  von  Hjper&ächen 
sind. 

Halphen  1.  c.  erweiterte  zu  diesem  Zweck  die  von  Caylej 
filr  gewundene  Curven  vorgeschlagene  numaidale  Darstellung. 
Vergl.  Kap.  9,  §  2,  S.  215. 

Ein  Monoid  ist  eine  Hyperfläche  v**'  Ordnung  mit  einem 
(v  —  l)  fachen  Punkt.  Jede  durch  den  vielfachen  Punkt  gehende 
Gerade  schneidet  sie  in  einem  einzigen  anderen  Punkt;  daher 
kommt  der  Name  Monoid. 

Jede  Mannigfaltigkeit  fc*®'  Dimension  kann  analytisch  durdi 
eine  homogetie  Relation  eivisdien  nur  k  -{-  2  (homogenen)  Coor- 
dinaien 

dargestellt  werden  und  durch    n  —  k  —  1  Monoide;  die  erster e 
Relation  ist  die  Gleichung  einer  conischen  Hgperfläche. 

Eine  andere  Methode  zur  analytischen  Darstellung  der 
Mannigfaltigkeiten  wird  durch  das  folgende  Theorem  Kro- 
necker's  vermittelt,  welches  wir  schon  bei  der  Besprechung 
der  Curven  doppelter  Krümmung  im  gewöhnlichen  Baum  erwähnt 
haben.     Vergl.  S.  214. 

Jede  Mannigfaltigkeit  k^^  Dimension  des  Raums  R^  kann 
immer  als  rollständiger  Sdtnitt  von  höchstens  n  -{-  1  Hyperflächen 
angeselien  werden. 


§  3.    Die  quadratischen  Gebilde  im  R^,    Angaben  über 

die  cubisohen  Gebilde  im  R^, 

Ein  quadratisches  Gebilde  des  R^  ist  eine  Hyperfläche 
2tcr  Ordnung;  sie  wird  mithin  durch  eine  Gleichung  2***^  Grads 
in  den  Coordinaten  dargestellt. 
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Durch  -^r~-^  Punkte  des  B^    geht  im  Allgemeinen   ein 

einziges  quadratisches  Gebilde. 

Das  qtkidratische  Gebilde  ist  auch  2^  Classe. 
Gibt  man  der  Gleichung  dieser  Fläche  die  Form 

2a^^x^x^  =  0,     (t,j  =  0,  X,  2,...,«), 

•7 

SO  ist  die  Discriminante  der  Gleichung 

Ä  =  I  a^j  I . 

Wenn  diese  Discriminante  von  Null  yerschieden  ist,  so 
ergibt  sich  das  allgemeine  quadratische  Gebilde,  im  anderen  Fall 
erhält  man  die  quadratischen  Kegel  oder  specieUe  quadratische 
Gebilde.  Es  gibt  verschiedene  Arten  der  letzteren,  je  nach  dem 
Bang  der  Determinante  Ä]  wenn  ins  Besondere  der  Bang  von 
A  der  (n  —  h  -{-  1)**  ist,  so  sagt  man,  der  quadratische  Kegel 
sei  van  der  7**®°  Speäes. 

Ein  quadratischer  Kegel  ä**'  Spedes  enthält  unendlich  viele 
Doppelpunkte,  die  einen  linearen  Baum  -Ra_i  bilden;  für  ä=  1 
erhält  man  nur  einen  Doppelpunkt, 

Die  allgemeinen  quadratischen  Gebilde  im  B^  haben  keine 
absoluten  Invarianten;  sie  haben  nur  eine  Invariante  (die  Discri- 
minante); sie  sind  daher,  vom  Standpimkt  der  prqjecHven  Geo- 
metrie aus  betraget,  sämmilich  äquivalent. 

In  einem  allgemeinen  quadratischen  Gebilde  gibt  es  lineare 

Bäume  von   der  Dimension    — —   oder   — -  - ,  je  nachdem  n 

(:erade  oder  ungerade  ist. 

Wenn  das  quadratiscJie  Gebilde  Ä**'  Spedes  ist,  so  werden 

diese  Zahlen  bez.  —  ^ ,  je  nachdem  n-^-h  gerade 

oder  ungerade  ist. 

Wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  existiren  zwei  verschie- 
dene in  dem  quadratisciien  Gebilde  enthaltene  Systeme  von  Bn—i. 

n  —  1  * 

Je  nachdem  —z —  gerade  oder  ungerade  ist,  hat  man  den  funda- 
mentalen Unterschied  zu  machen,  dass  sich  (im  ersten  FaU)  zwei 
lia—i  wt*^  dann  schneiden,  wenn  sie  demselben  System  angehören, 

2 

oder  (im  zweiten  Fall)  nur   dann,   wenn   sie   zu   verschiedenen 
Systemen  gehören.     Segre. 
Allgemeiner: 
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Betrachtet  man  einen  (nicht  linearen)  Baum  von  der  Din^en- 
sion  -^  -,  der  in  dem  quadratischen  Gebilde  enthalten  ist,  und 
die  linearen  Bäume  B^—i   des  i**^  Systems  in  k  Punkten,    die 

linearen  Bäume  JR«_i  des  ^**°  Systems  aber  in  k'  Punkten  trifft, 

2~" 

und  dann  einen  anderen  analogen  Baum,  dem  auf  ähnliche  Art  die 
Zdiden  Är^,  k^  entsprechen,  so  ist  die  Amaid  der  Punkte,  in 
denen  sich  die  beiden  Bäume  seihneiden, 

kk^ '\- k^k\    wenn  — - —  ungerade, 
und 

kk^  -|-  k'k^ ,    wenn  — - —  gerade  ist. 

Dieses  Theorem  von  Segre  ist  die  Erweiterung  eines 
Chasles'schen  ^Satzes  über  algebraische  Curven,  die  auf  den 
quadratischen  Flächen  des  gewöhnlichen  Raums  liegen.  Vergl. 
S.  245. 


Mit  den  quadratischen  Gebilden  des  B^  beschäftigte  sich  zuerst 
Veronese  im  3.  Kap.  seines  Aufsatzes  in  den  Math.  Ann.,  19; 
später  widmete  ihnen  Segre  eine  umfangreiche  Arbeit,  3£em. 
Acc.  Torino,  1884,  der  auch  Büschel  von  quadratischen  Gebilden 
und  die  Fläche  4**'  Ordnung,  welche  die  Basis  des  Büschels 
ist,  studirte  und  die  letztere  auf  Grund  der  Theorie  der  Weier- 
strass 'sehen  Elementartheiler  classificirte.  Vergl.  oben  S.  395 
und  Bepert,y  1,  S. '328  u.  ff.  Hierher  gehören  auch  ein  all- 
gemeines von  F.  Klein  angegebenes  Theorem  über  Scharen 
reeller  quadratischer  Formen  (Dissertation,  Math.  Ann.,  23)  und 
Untersuchungen  von  A.  Loewy,  Cr  eile,  122. 

Das  Studiimi  und  die  Classification  dieser  Fläche  4**'  Ord- 
nung steht  in  naher  Beziehung  i.\x  den  Untersuchungen  über  die 
Fläche  4**'  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt,  welche  die  Protection 
der  erster en  Fläche  auf  den  Baum  B^  ist  Siehe  darüber  die 
Ausführungen  auf  S.  321. 

Mit  den  Büscheln  quadratischer  Gebilde  im  B^  beschäftigte 
sich  auch  Bertini,  Bend.  Lincei,  1886  und  mit  den  Büscheln 
specieller  quadratischer  Gebilde  (Kegel)  Segre,  Atti  Acc.  Torino, 
1884;  andere  Arbeiten  über  die  quadratischen  Gebilde  sind  von 
Del  Pezzo,  Betid.  Acc.  Napoli,  1885,  1895  und  über  ihre  Dif- 
ferentialgleichung von  Berzolari,  Bcnd.  Acc.  Lincei,  1896. 


— i 


§  4.    Flächen  des  Raums  B^ .  589 

lieber  die  projectiye  Erzeugung  der  quadratischen  Gebilde 
als  Ausdehnung  der  gewöhnlichen  Erzeugungsweise  (vergl.  S.  100) 
findet  man  Näheres  in  den  citirten  Arbeiten  von  Veronese 
und   Segre. 

Die  bemerkenswerthesten  Fälle  der  Gebilde  3**'  Ordnung 
des  Baums  von  4  Dimensionen  (speciell  die  Gebilde,  welche 
Ebenen  enthalten  und  die  mit  6,  7,  8,  9,  10  Doppelpunkten) 
wurden  von  8egre,  Mem.  Acc.  Torino,  39;  AtÜ  Acc.  Torino, 
1887  und  von  Ca  stein  novo,  Atti  Ist.  Venefo,  1887  studirt. 

Mit  gewissen  Mannigfaltigkeiten  von  drei  Dimensionen,  die 
aus  Beihen  von  Ebenen  zusammengesetzt  sind,  befasste  sich 
Segre,  AtH  Acc.  Tonno,  21,  1886. 

§  4.    Die  Flächen   d.  h.  Mannigfaltigkeiten  von   zwei 

Dimensionen  des  Banms  R„.     Die  Segelflächen.     Die 

Veronese'sche  Fläche   V^^  im  Baum  Rr^. 

Von  den  im  B^  enthaltenen  Mannigfaltigkeiten  von  k 
Dimensionen  wurden  eingehender  die  Flächen  (k  =  2)  und 
unter  diesen  die  auf  die  Ebene  abbildbaren  Flächen  und  die 
Begdflädien  von  Veronese  1.  c;  Segre,  Atti  Acc.  Torino^  1884, 
1886;  Bend.  Acc.  Linea,  1887;  Math.  Ann.,  30,  34;  DelPezzo, 
Bend.  Acc.  Kajyoli,  1885—86—87;  Bend.  Palermo,  1,  1887 
studirt. 

Viele  der  Betrachtungen,  die  über  die  Flächen  des  gewöhn- 
lichen Baums  angestellt  werden,  lassen  sich  leicht  auf  die 
Flächen  der  Bäume  höherer  Dimension  ausdehnen;  so  z.  B.  die 
ebene  Abbildung,  die  Untersuchungen  über  das  Gc$ddecht  der 
Fläche  etc.  üeber  diese  letzteren  siehe  die  auf  S.  223  citirten 
Arbeiten.  Man  beachte,  dass  in  dem  dort  erwähnten  Aufsatz 
von  Segre  die  Betrachtimgen  über  einen  dem  Geschlecht  analogen 
invarianten  Charakter  auch  auf  beliebige  Mannigfaltigkeiten  aus- 
gedehnt werden. 

Eine  Punkt  für  Punkt  auf  die  Eben^  abbüdbare  Fläche 
ist  ein  IlofnaJoid  (oder  Fläche  vom  GesMecht  Null^  oder  raOo- 
nah  oder  unicursaJe  Fläche). 


Schneidet  man  eine  zum  B^  gehörige  Begelfläche  mit  linea- 
ren Bäumen  i?„_i,   so  erhält  man   natürlich  Curven  von  dem- 
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selben  Gescftlecht*)]   dieses  Geschlecht   wird   als  Geschlecht    der 
Begtlfiädie  angesehen.     Siehe  8.  223. 

AUe  zu  einem  i2„  (und  zu  keinem  geringeren  linearen  Baum) 
gehörigen  Flächen  (n  —  l)*®'  Ordnung  sind  entweder  Regel- 
flachen  oder  Kegd  mit  Ausnähme  der  sogenannten  Veronesx- 
sehen  Fläche  4**'  Ordnung  (für  n  =  5),  von  der  weiter  unten 
die  Bede  sein  unrd.     Del  Pezzo. 

Die  im  B^  enthaltenen  Flächen  n*®'  Ordnung  sind  für  n  >  9 
sämmUich  Begdflächen. 

Die  im  B^  enthaltenen  Flächen  v*®'  Ordnung  sind,  weftn 
V  unter  gewisse  Grenzen  herabsinkt,  sämmüich  Begelfl^ichen»  Diese 
Grenzen  wurden  von  Del  Pezzo,  Bend,  Äcc,  Napoli,  5.  Febr. 
1887  berechnet,  ergeben  sich  aber  nicht  sehr  einfach. 

Jede  zum  B„  gehMge  Begdflädie  (n  —  l)*"'  Ordnung  i^t 
rational. 

Eine  von  aüen  Erzeugenden  einer  Begelfläche  geschnittene 
Curve  heisst  Directrix  (Leitlinie)» 

Jede  Begelfläciie  {n  —  l)**'  Ordnung  des  B^  lässt  eine 
einzige  Directrix   kleinster  Ordnung  jtu,    es  wäre  denn  n   un- 

gerade  und  die  kleinste  Ordnung  gerade  — g— ,  in  welchem  Fall 

es  oo^  Leitlinien  geringster  Ordnung  gibt. 

Die  nothtvendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  zwei 
Begelflächen  (» —  l)*"  Ordtiung  des  B^  projectiv  identisch  seien, 
besteht  dann,  dass  sie  Leitlinien  von  derselben  geringsten  Ord- 
nung haben  müssen. 

Daraus  ergibt  sich  eine  Classification  der  RegelflSchen 
(n  —  l)**'  Ordnung    des   B^    nach    der  Ordnung    der    Leitlinie 

geringster  Ordnung,  da  diese  Ordnung  von  1  bis  -^  bez»  — 5 — 
variiren  kann»     Segre. 

Auf  dner  Begel fläche  (n  —  l)^^  Ordnung  des  B^  schneid&i 
sidi  zwd  Leitlinien  von  den  Ordnungen  n  —  k,  n  —  k'  in 

n  —  k  —  y —  3 
Punkten, 

Die  rationaleti  Begelflächen  eines  bdiebigcn  Baums,  wdche 
vom  Geschlecht  |)  =  0  und  der  (n  —  1)*^  Ordnung  sind,  kann 
man  sämmüidi  als  Prcjedionen  von  dem  B„  angdi^rigen  Begd" 
flächen  {n  —  l)*®'  Ordnung  auffassen. 

Die  elliptischen  Begelflächen  eines  beliebigen  Baums,  wdche 


*)  üeber  das  Geschlecht  der  Curven  siehe  §  ö. 
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das  Geschlecht  p^=^  1  und  die  Ordnung  (n-^l)  haben  und  keine 
Kegel  sind,  müssen  stets  PrqjecHanen  van  Begelflächen  (n  +  1)**' 
Ordnung  des  B^  sem. 

Alle  Begelflächen  (die  keine  Kegel  sind)  vom  Geschleift  2 
und  der  Ordnung  n  -|-  3  sind  Prqjectionen  van  Begelflächen  der- 
selben Ordnung,  die  zum  B^  gehören. 

Allgemeiner: 

Alle  Begdftächen  van  der  Ordnung  v  und  dem  Geschlecht 
p,  die  einem  Baum  angehören,  der  von  geringerer  Dimension, 
als  By^ip^i,  ist,  sind  ProjecHonen  von  demselben  Baum  ange- 
hörigen  Begelflächen  derselben  Ordnung.     8egre. 

Jede  Begelftäche  von  der  Ordnung  v  und  dem   Geschlecftt 

Mm       I       M 

p  enthält  Leitlinien  von  einer  Ordnung  <    T^    ;   daraus  ergibt 

sich,  wie  für  die  rationalen  Regelflächen  (siehe  oben),  ein  Kri- 
terium zur  Classification  der  Begelflächen  nach  den  Leitlinien 
geringster  Ordnung. 

Eine  Formel  von  Sturm- Segre  über  die  Ordnung  und 
das  Oeschlecht  einer  Curve  auf  einer  Begelfläche  wurde  auf 
S.  230  angegeben. 

Eine  Begdfläche  vom  Geschledd  p>  0  und  der  Ordnung 
v^4j?  *)  ist,  wenn  sie  kern  Kegel  ist^  höchstens  in  einem  Br^p 
enthalten. 

Wenn  sie  im  By^p  enthalten  und  p  >  1  ist,  so  hat  sie  eine 
doppelte  Directrix;  ist  sie  im  i2r— p— i  enthalten  und  ist  p  >  2, 
so  besitzt  sie  einen  doppelten  Kegelschnitt  oder  eine  doppelte  oder 
dreifache  gerade  Directrix  oder  schliesslich  (für  jp  «=  3)  eine  ein- 
fache ebene  Curve  4*®'  Ordntmg.     Segre. 


Wir  gehen  nun  zu  der  Veronese'schen  Fläche  über,  auf 
die  wir  schon  hingewiesen  haben. 

Die  Veronese'sche  Fläche,  die  wir  mit  V^^  bezeichnen 
wollen,  ist  4**'  Ordnung  und  in  dem  Raum  von  Ö  Dimensionen 
enthalten;  sie  ist  Punkt  für  Punkt  auf  eine  Ebene  abbüdbar 
(also  ein  Homaloid,  vergl.  S.  589)  und  ist  eine  ^ormo^fläche 
für  l?ß.     Siehe  S.  585. 

Sie  wird   dadurch  erzeugt,    dass    man   den  Kegelschnitten 


*)  Diese  Beschränkung  dient  nur  dazu,  die  Resultate  zu  yerein- 
fachen.  Siehe  die  Arbeiten  von  Segre,  besonders  auch  in  den  Math, 
Ann.,  die  vollständiger,  als  die  übrigen,  sind. 
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einer  Ebene  homographisch  die  E^  des  1?5  zuordnet-,  allen  durch 
einen  Punkt  gehenden  Kegelschnitten  entsprechen  oo'^  sich  in 
einem  Punkt  schneidende  E^  des  B^;  dir  Ort  dieser  Punkte  ts/ 
die  gesuchte  Fläche. 

Die   Fläche    enthält    ein    doppelt  unendliches   System     von 
f  Kegelschnitten  K;  durch  zwei  ihrer  Funkte  geht  nur  ein  Kegel- 
schnitt  und  durch  einen  Punkt  von  ihr  oo^  Kegelschnitte, 

Zwei  Kegelschnitte  K  treffen  sich  in  einem  Punkt  und  liegen 
in  einem  Baum  B^,  der  in  diesem  Punkt  die  Fläche  berilhrt. 

Die  Berührungsehenen  bilden  eine  Hyperfläche  5**"  Glosse. 

Die  Ebenen  der  Kegelschnitte  K  heissen  Schnittebenen 
J**'  Art. 

Zwei  Schnittebenen  i**'  Art  schneiden  sich  niemctls  in  einer 
Geraden,  sofidern  immer  in  einem  einzigen  Punkt.  Sie  bilden 
eine  Hyperfläche  5**'  Ordnung, 

Eine  Ebene  des  B^  hat  im  Allgemeinen  keinen  Punkt  mit 
der  Fläche  gemeinsam  (sie  ist  keine  Secante);  sie  kann  aber 
einen,  zwei  oder  drei  Punkte  mit  ihr  gemeinsam  haben;  sind 
es  drei  imd  ist  sie  nicht  von  der  1*®*^  Art,  so  heisst  sie 
Schnittebene  ^*"  Art. 

Unter  den  unendlich  vielen  linearen  Mannigfaltigkeiten  E^^ 
die  durch  die  Ebene  gehen,  welciie  die  Fläche  in  einem  Punkt 
berührt,  gibt  es  eine  einzige,  die  Fläcfie  in  zwei  zusammenfallenden 
Kegelsdinitten  sdf neidende  E^ ;  diese  E^  heisst  doppelt  berührende 
Hyperebene. 

Die  cx>^  doppelt  berührenden  Hyperebenen  hüllen  die  zur 
gegebenen  reciproke  Fläche  (4^^  Classe)  ein. 

Zwei  solche  Hyperebenen  schneiden  sich  in  einer  Berührungs- 
ebetie;  ebenso  bestimmen  zwei  Punkte  der  FläcJie  eine  Sc/mittebene 
!*•'  Art. 

Ztrei  Berührungsehenen  schneiden  sich  immer  in  einem  ein- 
zigen Putikt. 

Von  den  nidtt  in  einem  B^  enthaltenen  Flächen  ist  die 
Veronese^sdie  die  einzige ,  deren  Berührungsebenen  sich  zu  je 
zweien  scff neiden.     Del  Pezzo. 

Prqjicirt  man  die  V^^  voti  einer  Geraden  B^  omä  auf  deti 
gewöhnlidtefi  Baum,  so  ergibt  sidi  eine  Steiner'sche  Flädie. 
Siehe  Kap.  12,  §  9. 

Wenn  die  Geradi'  B^  die  V^^  in  eincjn  Punkt  sdineidet,  so 
ist  diese  Projeclion  eine  Begd flädie  5**"  Ordnung;  trifft  B^  die 
V^^  dagegen    in   zwei  PunMen,   so   erhält  man    eine  Fläche  2^^ 


§  6.   Die  Carven  in  den  Bänmen  E^ .  593 

Grads;  berührt  schliesslich  2?i  die  7,*,  so  ergibt  sicJi  ein  Kegel 
2^^  Ordnung. 

Die  Yeronese'sche  Fläche  ist  in  der  aUgemeinen  Kategorie 
der  homaloidalen  Normalflächen  der  Ordnung  n^  des  Baums  von 

7"       Dimensionen   enthalten;    diese  Flächen  haben  die  fun- 

damentale  Eigenschaft,  dass  sich  durch  ihre  Protection  auf 
unseren  Raum  aUe  Flächen  des  R^  ableiten  lassen,  die  Punkt 
für  Punkt  durch  Curven  von  der  Ordnimg  n  oder  kleiner  als 
n  auf  eine  Ebene  abbildbar  sind. 

Sie  wurde  zuerst  von  Yeronese  in  dem  citirten  Aufsatz 
der  Math,  Ann,,  19  erwähnt  und  dann  in  einer  besonderen 
Arbeit  von  demselben  Autor  eingehend  imtersucht.  Mem.  Acc. 
lAncei,    19,  1884. 

Mit  diesen  Untersuchungen  stehen  die  Arbeiten  über  die 
Geometrie  der  Kegelschnitte  der  Ebene,  die  auf  S.  388  citirt 
wurden,  in  naher  Beziehung. 

§  5.    Die  Curven  in  den  Bänmen  i?„. 

Wir  gehen  nun  zu  den  Mannigfaltigkeiten  von  nur  einer 
Dimension  (den  Curven)  über. 

Vor  allen  Dingen  —  wir  wollen  uns  der  Kürze  wegen 
nicht  näher  darauf  einlassen  —  ist  die  Erweiterung  der  Begriffe 
vorzunehmen:  man  spricht  von  der  Osculationsebene  (welche  mit 
der  Curve  drei  unendlich  nahe  Schnitte  gemeinsam  hat)  in 
einem  Punkt  der  Curve,  von  dem  Osculationsraum  R^  (der  die 
Curve  in  vier  unendlich  nahen  Schnitten  trifft)  u.  s.  w. 

Eine  Berührungsgerade  wird  ferner  stationär  oder  Inflexions- 
tangente  genannt,  wenn  sie  mit  der  Curve  drei  imendlich  nahe 
Schnitte  gemeinsam  hat;  eine  Osculationsebene  heisst  stutionär, 
wenn  sie  die  Curve  anstatt  in  drei  in  vier  unendlich  nahen 
Punkten  trifft,  etc. 

Zuerst  handelt  es  sich  bei  diesen  Curven  um  das  Problem, 
die  Beziehungen  zwischen  den  charakteristischen  Zahlen  festzu- 
stellen, d.  h.  die  bekannten  Formeln  von  Plücker  fOr  die 
ebenen  Curven  und  von  Cayley  für  die  doppelt  gekrümmten 
Curven  des  gewöhnlichen  Raums  auf  die  Curven  des  B^  aus- 
zudehnen. Dieses  Problem  wurde  zuerst  von  Veronese  ge- 
löst, 1.  c. 

Projiciren  wir  die  Curve  C^  des  B^  von  einem  Punkt  des 
Baums  E^  aus  auf  einen  linearen  Baum  J2ji_i,  so  erhalten  wir 

Pascal,  Repertorium.  IL  88 
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eine  Curve  des  Jßn— 19  projiciren  wir  dann  diese  Gurve  auf 
einen  linearen  Raum  Mn^ty  so  ergibt  sich  eine  Gurve  des 
Iln—%  u.  s.  w.  Wir  betrachten  dann  die  devd(>ppable,  durch 
die  Tangenten  an  die  Gurre  C^  erzeugte  Hyperfläche  und 
ihren  Schnitt  S  mit  einem  linearen  Raum  B^^i  und  projiciren, 
wie  vorher,  diesen  Schnitt  S  nach  und  nach  auf  niedrigere  lineare 
Räume.  Wir  betrachten  femer  die  durch  die  Tangenten  an  S 
erzeugte  Developpable  und  schneiden  diese  Deyeloppable  durch 
einen  linearen  Raum  jRn—i  und  fahren  so  fort,  wie  vorher; 
d.  h.   wir  projiciren  nach  imd  nach  auf  niedrigere  Räume. 

Wie  man  sieht,  erhält  man  auf  diese  Art  n  —  1  ebene 
Curven ,  deren  charakteristische  Zahlen  ebensovielen  charaJrte- 
ristischen  Zahlen  der  gegebenen  Gurve  C^  entsprechen;  wendet 
man  die  Fl  ück  er 'sehen  Formeln  auf  jede  von  ihnen  an,  so 
ergeben  sich  im  Ganzen  3  (n  —  1)  Relationen  zwischen  den 
charakteristischen  Zahlen  der  gegebenen  Gurve. 

Wir  bezeichnen  mit: 

m  die  Ordnung  von  C"; 

k  den  ersten  Bang  von  C*",  d.  h.   die  Anzahl  der  Tan- 

genten Rj^  an  C%  welche  einen  beliebigen  Bn—s 
schneiden ; 

tv  den  zweiten  Bang  von  C",  d.  h.  die  Anzahl  der  Oscu- 

lationsebenen  B^  an  C*",  welche  einen  beliebigen  Bn^s 
schneiden; 

w^^^  den  dritten  Bang  von  C",  d.  h.  die  Anzahl  der  Oscu- 
lationsräume  i2g  an  C7^,  welche  einen  beliebigen  Rh —4 
schneiden; 

/<;(«-*)  den  (n  —  2)**'''  Bang  von  C*,  d.  h.  die  Anzahl  der 
Räume  -Rn— 2?  welche  C"*  osculiren  und  eine  beliebige 
Gerade  treffen; 

^~^^    die  Classe  der  Curve; 

die  Anzahl  der  Inflexionstangenten  (welche  drei  unend- 
lich nahe  Punkte  mit  der  Curve  gemeinsam  haben); 

^^^        die  Anzahl  der  stationären  Osculationsebenen  (die  vier 
unendlich  nahe  Punkte  mit  der  Curve  gemeinsam  haben) ; 

^^^        die  Anzahl  der  stationären  Räume  -Rg? 


w 


^^,^(n— 8)  ^ig  Anzahl  der  stationären  Räume  12«— a; 

irj^**"*^  die  Anzahl  der  stationären  Räume  -ß,— 1; 
B  die  Anzahl  der  Spitzen  von  C"*; 
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Dj  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  von  C"; 

D  die  Anzahl    der    Räume   i2»— a,    welche   durch  n  —  2 

willkürliche  Punkte  gehen  und  die  gewundene  Gurve 
zweimal  schneiden  (der  scheinbaren  Doppelpunkte); 

D^^'  die  Anzahl  derjenigen  Paare  von  nicht  consecutiven 
Tangenten  an  C",  welche  einen  i?«— i  in  zwei  Punkten 
einer  Geraden  schneiden,  die  einen  beliebigen  Hn-^i  trifft; 

JD^^)  die  Anzahl  derjenigen  Paare  von  nicht  consecutiven 
Osculationsebenen  von  C*",  welche  einen  i2|,— 2  in  zwei 
Punkten  einer  Geraden  schneiden,  die  einen  willkür- 
lichen Rn^b  trifft; 

2)('»— 2)  die  Anzahl  derjenigen  Paare  von  nicht  consecutiven 
Osculationsräumen  B^—i  von  C^^  welche  sich  in  einem 
Punkt  einer  beliebigen  gegebenen  Ebene  schneiden  oder 
auch  die  Ordnung  der  Doppelhyperflftche  von  (n  —  2) 
Dimensionen  der  durch  die  Osculationsräume  i^n— 2  von 
C"  gebildeten  Developpablen; 

d  die  Anzahl  der  durch  n  —  2  willkürliche  Punkte  gehen- 

den Bftume  i2,i_-i,  welche  zwei  nicht  consecutive  Tan- 
genten von  C^  enthalten; 

d^^)  die  Anzahl  der  Paare  von  nicht  consecutiven  Oscida- 
tionsebenen  von  C"*,  welche  einen  jB«_i  in  zwei  Ge- 
raden schneiden,  die  zugleich  mit  n  —  3  willkürlichen 
festen  Punkten  des  Rn-^i  in  demselben  Raum  JRn—% 
liegen ; 

(^(«—2)  ^ig  Anzahl  von  Paaren  der  nicht  consecutiven  Oscu- 
lationsräume Itn^i  von  (7"*,  welche  sich  in  einer  Ge- 
raden einer  festen  Ebene  schneiden; 

d^  die  Anzahl  der  Doppeltangenten  von  (7*^; 

dj'^^        die  Anzahl  der  Doppeloscidationsebenen  von  C7"*; 

£^^(»»--2)  ^g  Anzahl  der  Doppelosculationsräume  -8^—1  von  0*". 
Sind  diese  Bezeichnungen  festgesetzt,  so  erhält  man  die  fol- 
genden Bdationen*): 

*)  Wir  haben  die  von  Yeronese  benutzten  Zeichen  beibe- 
halten,  die  von  den  Symbolen  für  die  doppelt  gekrümmten  Curven 
des  gewöhnlichen  Raums  in  Kap.  9  abweichen;  die  einzige  Aende- 

rang,  die  wir  vorgenommen,  besteht  dariui  dass  wir  w/"~^^  an  die 

Stelle  von  t(?^"~*^  gesetzt  haben. 

38* 
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h  =  m(wi  —  1)  —  2(2)  +  Dl)  —  3i2, 

tn  =  Ä;(Ä  —  1)  —  2(rf  -h  dj  —  3 (m;  +  w'i), 

M?  -|-  ii?i  —  Ä  =  2(ifc  —  m), 

m;  =  Ä;(Ä  —  1)  —  2(7)(i)  +  d^)  —  3(m  +  u\), 

k  =  w(w  —  i)  —  2(rf(i)  +  (?i(i))  —  3(^(2)  +  «;i<2)) , 

m  +  v)^  —  (ir(i>  +  Wi^^O  =  3(Ä  —  «?), 

«;(!)=  M?(«;  —  1),—  2(D(«)  +  d/i))  —  3  (Ä:  +  w^^^'^), 

w    =  ic(i>(t(7(i)  —  1)  -  2 (d^^)  +  c?i<8))  -  3 (tf'^«)  +  V*0» 

fc    +  iTjCi)  —  (u;W  4-  M?^^)  =  3(f(;  —  ir^^0 1 

^(»-8)  =  |f?(«-4)(||;(«-*)  —  1)  —  2(D<"-«)  +  d/'»-»>)  

t^--^)  =  tc,(«-«)  (f|;(«-3)  _  1)  _  2  (dC»-«)  +  di^»-«))  —  3  ir/— «)  , 

Definirt  man  das  Gesddeckt  p  der   Ourve   C^  als   das  Ge- 
schlecht einer  beliebigen  ebenen  Projection  von  C"*,  so  ist 

=  (^- y-^)  _  (d  +  d,)  -  0.  +  te;,)  = 
•  =  (^--^K^-^)  _  (Dd)  +  ^ J  ^  (ni  +  «. J  = 


Z)i6  Curve,  ivelche  der  vollständige  Schmtt  von  {n  —  1) 
Hijptrflädien  des  E^  von  den  Ordnungen  1/^,1/2,...,  hez.  v«— 1 
ist,  hat  hez.  die  Ordnung  wi  ==  v^  •  Vg  .  .  .  Vn_i  u/nd  den  ersten  Bang 

Ä;  =  Vi  •  vg  .  .  .  Vn-i  [^i^i  —  n  +  1] ; 
der  Ausdrueh  für  D  lautet: 

2 1)  =  Vj  •  Vg  •  •  *  ^w—  1  { ^1  •  »'s  •••''»— 1  —  -*^^»  '\-  n  —  2 1  . 

Daraus  lassen  sich  mit  Hülfe  der  Yeronese 'sehen  Formeln 
die  Werthe  der  übrigen  charakteristischen  Zahlen  ableiten. 
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Speciell  gilt: 

Der  vöUstäfidige  Scimiü  8*®'  Ordnung  dreier  quadraUscher 
Gebilde  des  Baums  von  vier  Dimensionen  hat  einen  ersten  Bcmg 
gleich  8;  sein  2^^  Bang  ist  48,  die  Classe  32,  das  GeschHecht  5 
und  es  sind  120  stationäre  Bäume  B^  in  ihm  vorhanden. 


Der  Baum  höchster  Dimension,  dem  eine  Curve  von  der 
Ordnung  v  und  dem  Geschlecht  p,  wenn  v>  2p  —  2  ist,  an- 
gehören  kann,  ist  ein  By^p.  Dieses  wichtige  Theorem,  welches 
an  einen  Satz  über  die  Begelflächen  in  §  4  erinnert,  ist  yon 
Clifford,  Phü.  Trans.,  1878;  mit  ihm  haben  sich  auch  Vero- 
nese,  Math.  Ann.,  19,  p.  213  und  Segre,  ib.,  30,  p.  207  be- 
schäftigt. 

Aus  einem  Theorem  in  §  2  geht  hervor,  dass  die  niedrigste 
Ordnung  der  dem  Baum  B^  angehörigen  Curven  n  sdhst  ist. 

Die  Ourve  von  der  Ordnung  n,  welche  dem  B^  angehört, 
ist  rational  (vom  Geschlecht  NuU). 

Offenbar  ist  diese  Curve  eine  Normalcurve  fOr  den  Baum  B^ . 

Für  sie  sind  der  1^  und  (n  —  2)**  Bang,  der  2^  und 
(n  —  3)**  Bang  etc.  bez.  zu  je  zweien  gleich 

2(n—  1),     3(n  — 2),.  .. 

Die  Classe  der  Curve  ist  die  n^;  sie  hat  keine  Doppd- 
oder  stationären  Elemente. 

Durch  «  +  3  Punkte  des  B^,  von  denen  w  -|-  1  niemals 
in  einer  En—i  liegen,  geht  eine  und  nur  eine  Curve  n^'  Ord- 
ntmg  des  B„. 

Zwei  Curven  n**'  Ordnung  des  B^  sind  immer  projectiv 
identisch. 

Mit  der  Normalcurve  n**'  Ordnung  des  B^  können  eine 
Gerade,  eine  Ebene,  ein  Baum  B^, .  .  .  höchstens  zwei,  drei, 
vier, .  .  .  Punkte  gemeinsam  haben. 

Diese  Curve  kann  als  der  Ort  der  Sdmitte  der  sich  ent- 
sprechenden En—i  vof%  n  —  1  Büscheln  von  projediven  iJ»_i 
angesehen  werden. 

Dural  einen  Punkt  P  des  B^  können  n  osculirende  E^^i  an 
die  Curve  gelegt  werden;  icenn  n  ungerade  ist,  so  liegen  die  n  Be- 
rührungspu/nUe  dieser  Ebenen  in  einer  durch  P  gehenden  Ebene. 
Siehe  das  analoge  Theorem  von  Chasles  für  die  doppelt- 
gekrümmte Curve  auf  S.  250. 

Die  Curven  (n  -|-  1)**'  Ordnung  des  B^  sind  elliptisch  (vom 
Geschlecht  p  =  l)    und    hohen    mit  Ausnahme    von    (n  -f-  1)* 
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stationären  Bäumen  Rn—i  keine  Doppel-  oder  stationären  Elcfnente, 
Ihre  Glosse  ist  die  n{n  -{'  1)^  und  ihr  bezüglicher  Bang: 

lc=2{n  —  i)  +  2, 
tt;  =  3(n  — 2)  4-  6, 


«?(»-*)  =n^_  1. 


Auch  diese  Curve  ist  normal  für  den  Battm  B^,  da  sie 
keine  Projection  einer  Curve  (n  -f-  1)**'  Ordnung  des  Haums 
Bn^i  sein  kann,  weil  die  letztere  sonst  rational  wäre. 

ÄUe  in  B^^  i^,, . .  .,  Bn—i  enthaltenen  rationalen  Curven 
der  Ordnung  w  ^  n  sind  immer  Prcjectionen  einer  Nomuxlcurve 
w**'  Ordnung  des  B^, 

ÄUe  in  i2j,  i2g, . . .,  -R»— i  enöialtenen  elliptischen  Curven 
der  Ordnung  i«  ^ «  +  1  sind  immer  Prcjecäonen  einer  Normal- 
curve  (n  +  1^**'  Ordnung  des  B^. 

Allgemein: 

Die  dem  B^  angehörigen  Curven  von  der  Ordnung  n-{-  p  und 
dem  Geschlecht  p  bilden,  mit  ihren  Prqjectionen  auf  niedrigere 
Bäume  zusammengenommen,  die  Gesammiheit  der  einem  J?^ 
angehörigen  Curven  dieser  Ordnung  und  dieses  Geschlechts,  tccfin 
r^n  ist;  für  n'\-p'>2p  —  2  bilden  diese  sämmtlichen  Curven 
die  Gesammtheit  aller  Curven  dieser  Ordnung  und  dieses  Ge- 
sclilechts;  denn  in  dem  letzteren  Fall  gibt  es  nach  dem  obigen 
Theorem  Clifford's  ausser  den  in  Bäumen  B^  (**  ^  w)  existi- 
renden  Gurren  dieser  Ordnimg  imd  dieses  Geschlechts  heint 
anderen, 

üeber  die  algebraischen  Curven  des  Baums  B^  siehe  die 
in  dem  vorigen  Paragraphen  citirten  Arbeiten  und  auch  Segre, 
Giom.  di  Batt.,  26;  Bend.  Palermo,  2. 

Man  kann  die  Betrachtungen  über  die  vielfachen  Secanten 
am  Ende  des  §  4,  Eap.  IX,  S.  230  auch  auf  die  Bäume  aus- 
dehnen, die  eine  algebraische  Curve  von  B^  mehrfach  schnei- 
den. Siehe  darüber  eine  neuere  Arbeit  von  Tanturri,  Ann. 
di  mat,  (3),  4,  1900. 


Kapitel  XX. 

Die  Inflnitesimalgeometrie  und  die  natftrliclie  Geometrie 
in  den  linearen  Ränmen  JRn  nnd  den  Räumen  JR^  von 

eonstanter  KrOmmnng. 


§  1.    Die  Gnrven  in  den  linearen  Bäumen  R^. 

Wir  wollen  uns  die  Goordinaten  x  eines  Punkts  der  Curve 
als  Functionen  eines  Parameters  t  gegeben  denken. 

Durch  k  -}-  1  Punkte  der  Curve  kann  man  einen  linearen 
Baum  von  k  Dimensionen  legen;  wir  lassen  die  k  -{-  1  Punkte, 
wie  gewöhnlich,  sich  bei  der  Annäherung  an  einen  Punkt  P 
einander  imbegrenzt  nahe  kommen;  die  Grenzlage  dieses  linearen 
Raums  heisst  der  die  Curve  in  P  osctdirende  lineare  Baum 
van  k  Dimensionen.    Die  Zahl  k  kann  von  1  bis  n — 1  variiren. 

Der  Abstand  eines  dem  Punkt  P  henachharten  Pimkts  der 
Curve  von  dem  in  P  osculirenden  linearen  Baum  von  k  Dimen- 
sionen ist  ein  ünendHchMeines  (k  +  l)**'  Ordnung, 

Die  Gleichungen  des  die  Curve  osculirenden  linearen  Baums 
von  k  Dimensionen  erhält  man,  wenn  die  Minoren   der  Matrix 


«1 , 


<H 


X 


4*>. 


^\ 


n 


glf^x^  NM  gesetzt  werden;  dabei  bezeichnen  x^,  x^,  -  - ,,  x^  die 
Goordinaten  von  P  und  o:/,  a?/', .  .  .;  a?^',  x^'' ,  ...  die  Derir 
virten  dieser  Coordinaten  nach  der  unabhängigen  Variahein  t 

Wir  wollen  unter  Bj^  den  Winkel  verstehen,  den  die  beiden 
in  zwei  benachbarten  Punkten  der  Curve  osculirenden  linearen 
Bäume  von  k  Dimensionen  miteinander  bilden  und  unter  s  den 
von  den  beiden  Punkten  begrenzten  Bogen;  die  Grenze  des  Yer- 
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hältnisses  —  heisst,  wenn  s  der  Null  zustrebt,  die   k^  Krütn-- 

mtmg  der  Curve  in  diesem  Punkt  und  der  reciproke  Werth 
dieser  Krümmung,  wie  auch  sonst,  der  k^  Krümmungsraditis. 
Es  gibt  n  —  1  Krümmwngsradien, 

Stellt    JkT^,   (0  ^  Ä:  ^  n)    die    Summe    der    Quadrate    der 
Minoren   Ä;*®'  O^nung  dar,  die  in  der  Matrix 

'I     '  / 


I       1     '  '      n 


enthalten  sind  und  wird  Mq  «=  1    gesetzt  und  der  W^  Krüm- 
mungsradius Bj^  genannt,  so  erhält  ma/n  die  allgemeine  Formel: 


^   =^it+i*^*-i 


wobei  offenbar 

M^  =  <«  +  <«  H h  <^     ^st. 

Es  gut  auch  die  Formel 


i  ^*+i 


Wenn  M„  für  alle  Punkte  der  Curve  verschwindet,  so  liegt 
diese  in  einem  linearen  Baum  geringerer  Dimension;  ist  Mk^i 
für  alle  Punkte  der  Curve  NuU,  dagegen  Mj^  niM,  so  Uegi  die 
Curve  in  einem  linearen  Baum  von  k  Dimensionen,  aber  in  keinem 
von  niederer  Dimension, 

Die  Punkte  der  Curve,  in  denen  M^  =  0  ist,  sind  die  so- 
genannten stationären  Punkte  der  Curve, 

Es  sei  P  ein  Punkt  der  Curve.  Wir  wollen  das  folgende 
System  von  n  Geraden  betrachten,  die  zu  je  zweien  senkrecht 
aufeinander  stehen:  vorerst  die  Tangente  an  die  Curve,  dann 
das  Loth  auf  die  Tangente,  welches  in  dem  Osculationsraum 
von  2  Dimensionen  liegt,  dann  das  Loth  auf  den  letzteren  Baum, 
welches  in  dem  Osculationsraum  von  3  Dimensionen  liegt,  u.  s.  w. 

Nennt  man  nun 

Cfji  ,  .  .  . ,  «1  „ , 

Ofji  j  •  •  •  )  ^2  n  > 


**nl »  •  •  •  »  ^nn 


§  2.   Linienelemente  beliebiger  Mannigfaltigkeiten.        gOl 

bez.  die  Richtungswinkel,  welche  die  n  Geraden  mit  den  n 
primitiven  Goordinatenaxen  bilden,  so  ergehen  sich  die  fol- 
genden Formeln^  die  als  Erweiterung  der  Formeln  von  Frenet 
und  8 er r et  in  Bezug  auf  die  Curven  doppelter  Krümmung 
(vergl.  S.  460)  anzusehen  smd^  und  welche  die  IHfferenHale  der 
«*  Cosinus  der  Winkel  a  als  lineare  Functionen  der  Cosinus 
selbst  liefern: 

d  COB  «^ .  _  COStf^^^  ,.  C08«j^_^   . 

da       -        R,  B,_,     ' 

darin  ist  angenommen,  dass  für  Ä;  =  1  auf  der  rechten  Seite 
das  zweite  Glied  und  für  ä;  =  n  auf  der  rechten  Seite  das  erste 
Glied  wegfäUt.  üeber  diese  Formeln  siehe  Brunei,  MaÜi.  Ann,, 
19  und  Landsberg,  CreUe,  114. 

In  Bezug  auf  die  Ausdehnung  des  Bonne  tischen  Theorems 
über  den  Abstand  zweier  unendlich  naher  Tangenten  der  Gurre  und 
über  den  Abstajid  eines  Punkts  der  Curve  von  der  Osculations- 
ebene  in  einem  unendlich  nahen  Punkt  siehe  Jordan,  Compt. 
Bend.,  79,  1874,  p.  796.  Andere  Arbeiten  über  die  Iniini- 
tesimaltheorie  der  Gurven  in  einem  beliebigen  Baum  sind  von 
Hoppe,  Ärch,  der  Math.,  (l),  64;  (2),  6,  11,  12,  1880—1892. 

§  2.    Differentialgeometrie  der  in  linearen  Bäumen 

enthaltenen    Mannigfaltigkeiten    von    mehreren    Dimen- 

aionen.     Qnadratisohe  Differentialformen, 

Wie  in  der  Theorie  der  Flächen  die  bekannte  quadratische 
Differentialform  von  zwei  Variablen  eingeführt  wird,  welche  das 
Quadrat  des  der  Fläche  angehörigen  Linienelements  angibt,  so 
wird  auch  bei  Mannigfaltigkeiten  von  mehr  als  zwei  Dimen- 
sionen eine  quadratische  Differeniialform  von  n   Variahein 

n 

ds^  =  Sa^j  dXf  dxj        (l) 

benutzt,  welche  das  Quadrat  des  unendlich  kleinen  Abstands 
zweier  unendlich  naher  Punkte  dieser  Mannigfaltigkeit  darstellt, 
d.  h.  wie  man  sagt,  das  Quadrat  des  dieser  Mannigfaltigkeit  an^ 
gehörigen  Linienclements.  Wir  wollen  annehmen,  die  Form  (l) 
sei  eine  definite  positive  Form  und  die  Determinante  der  a 
sei  von  NüU  verschieden. 

Dass  man  eine  quadratische  Differentialform  und  nicht  eine 
beliebige  andere   Form,  z.  B.   4*®'    oder    6**'  Ordnung    etc.    zu 
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Grunde  legt,  ist  eine  durchaus  specielle  Hypothese,  welche  sich 
nicht  machen  lassen  würde,  wenn  sie  nicht  die  F(dge  einer  ande- 
ren Hypothese  w&re,  die  hier  ausdrücklich  angestellt  sei:  dass 
nämlich  unsere  Mannigfaltigkeit  immer  in  einem  linearen  Baum 
von  einer  grösseren  Anzahl  von  Dimensionen  enthalten  ist. 

Ferner: 

unter  der  Voraussetzung,  das  Liniendemenl  lasse  sidi  durch 
eine  quadroMsche  Form,  wie  {l),  ausdrücken,  hann  immer  eine 
Zahl  h 

—      —  z 

derart  gefunden  werden,  dasSj  wenn  ^i , . . .,  yn+A  geeignete  Futic- 
tionen  von  x^,  ,  ,  . ,  x„  sind,  die  Beziehung  (l)  sich  aus  der 
JDifferentiälform 

ableiten  lässt,  weldie  einem  linearen  Baum  von  n'-\-  h  Dirnen- 
manen  entspricht.  Siehe  Schläfli,  Ann.  äi  mat»,  (2),  5,  p.  190; 
Ricci,  ib.,  12,  p.  137. 

Die  kleinste  der  Zahlen  h  heisst  die  Classe  der  Mannig- 
faltigkeit.    Eicci. 

Die  natürliche  Geometrie  der  Mannigfaltigkeiten  reducirt 
sich  somit  auf  das  Studium  der  quadratischen  Differentialformen 
und  ihrer  Transformationen. 

In  der  Theorie  der  quadratischen  Differentialftrmen  benutzt 
man  mit  Vortheil  die  sogenannten  Christo  ff eVsdien  Symbole, 
von  denen  es  vier  Kategorien  gibt:  die  Drei-Indices-Symbole 
1**'  und  2*«'  Art  und  die  Yier-Indices-Symbole  1**»'  und  2**'  Art. 
Siehe  Christoffel,  Crclle,  70  und  auch  weiter  oben  S.  474, 
475.      Die  Drei-Indices-Symbole  1^'  Art  sind: 

rA;  Ä-i  ^  1  /^    ,    ^-  _  ^<^kh\  . 
L  *  J         2  \dXf^    '     dxj^  dx.J^ 

und  die  zweiter  Art: 

worin  die  A  die  algebraischen  Adjungirten  der  Elemente  bezeick- 
nen,  die  in  der  Determinante  der  a  dieselben  Indices  haben. 
Die  Vier-IndiceS'Sgmbole  f^^  Art  lauten: 
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+2[(';i(!f]-m-ra]. 


und  schliesslicJi  die  Vier'IndiceS'Si^mhole  i**'  Art: 

(Ich,  ij)=^aii  {kl,  ij)  . 
i 

Zwischen  diesen  Symbolen  bestehen  viele  Belationen.  Näheres 
findet  man  in  den  auf  S.  604  citirten  Arbeiten  von  Christof  fei 
und  Lipschitz  und  in  Kap.  2  der  DifferenHalgeomeirie  von 
Bianchi,  Leipzig  1899. 

Wenn  eine  quadratische  Differentialform  (l)  gegeben  ist 
und  angenommen  wird,  die  x  seien  Functionen  von  n  anderen 
Yariabeln  x',  so  kann  (1)  in  die  Differentialform 

n 

^  a'ij  dxl  dxj 

transformirt  werden. 

Diese  beiden  Differentialformen  heissen  äquivalent. 
Eines  der  wichtigsten  Probleme  der  Theorie  det*  Differential- 
formen  besteht    in     der  Ermittelung    der   Bedingungen,    unter 
welchen  zwei  quadratische  Differentialformen  äquivalent  sind. 
Zuerst    werden    die    Beziehungen    aufgesucht,    denen    die 

Functionen  x  und  x'  genügen  müssen;  sie  sind  durch g-  — 

simultane  partidie  Differentialgleichungen  vom  Typus 

gegeben,  worin  unter  |   .  |   das  Christo ffeVsche  Symbol  für  die 

transformirte  Form  verstanden  wird. 

Die  Integrabilitätsbedingungen  dieses  Systems  partieller 
Differentialgleichungen  sind  Bedingungsgleichungen,  denen  die  a 
und  die  a'  sowie  ihre  Derivirten  genügen  müssen.  Wenn  sie 
auf  geeignete  Art  combinirt  werden,  so  kann  man  diesen  Be- 
dingnngsgleichungen  eine  invariante  Form  geben  und  kann  auf 
diese  Art  Differentialinvarianten  oder  -parameter  erhalten,  d.  h. 
Ausdrücke,  die  bei  .jeder  Transformation  der  Variabein  unver- 
ändert bleiben.     Siehe  Bepert,,  1,  p.  218  u.  ff. 
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Wir  wollen  uns  jedoch  nicht  auf  die  Einzelheiten  der  Con- 
struction  dieser  Differentialparameter  einlassen  und  verweisen 
auf  die  unten  citirte  Literatur. 

Die  AnzM  der  Bedingungen  für  di^  TramsfornwrharkeU 
zweier  quadratischer  Differentialformen  ton  n  Yariaheln  beträgt 

n«(n«— 1) 
12 

Damit  eine  quadratische  Differentialform  von  n  Variabein 
sich  in  eine  solche  fransformiren  lasse,   deren  Linienelement  die 

n 

Form  ^dx^  hat,  müssen  die  Bedingungen 

(hk,  ij)  =  0 

erfüllt  sein,   worin  (hk,  ij)  das  oben  definirte  ChristoffeVscfie 
Symbol  bedeutet. 

Das  Problem  der  Transformation  der  Differentialformen 
enthalt  als  speciellen  Fall  die  Ermittelung  der  Bedingungen, 
unter  denen  ein  gegebener  Eaum  linear  ist,  sein  Linien- 
Clement  sich  mithin  auf  die  Form 

^dx;^ 

reduciren  lässt. 

Die  Lame 'sehen  Gleichungen  für  die  dreifachen  Orthogo- 
nalsysteme (vergl.  Kap.  16,  §  14)  entsprechen  gerade  den  Be- 
dingungen, unter  denen  der  Baum  von  drei  Dimensionen  linear  ist. 

Ein  diesem  Transformationsproblem  verwandtes  Problem 
besteht  darin,  aufzusuchen,  wann  eine  Differentialform  von  der 
Classe  Null,  von  der  Classe  1,  etc.  ist.  Siehe  oben.  In  dieser 
Hinsicht  sind  die  Arbeiten  von  Bicci  zu  erwähnen,  Ann.  di  mat, 
(2),  12;  Bend,  Äcc.  lAncei,  März  1888;  Lezioni  sulla  teoria 
delle  super fici^,  Verona-Padova  1898,  p.  73. 


Das  Problem  der  Transformation  der  quadratischen  Diffe- 
rentialformen wurde  zuerst  von  Christoffel,  Crelle,  70  und 
von  Lipschitz,  ib.  70,  71,  72,  74,  78,  81  behandelt;  siehe 
auch  das  Bull,  de  Darboux,  4,  1873.  Der  letztere  untersuchte 
auch  den  Fall  der  Differentialformen  höheren  Grads.  In  einer 
Arbeit  von  Suworoff,  russisch,  im  Auszug  reproducirt  in  dem 
Bull,  de  Darbmix,   4  wird   nur   der  Fall   quadratischer  temärer 


§  3.    Das  Beez'sche  Theorem.  605 

Differentialformen  betrachtet  und  werden  für  ihn  drei  invariante 
Ausdrücke  construirt;  mit  dem  allgemeinen  Fall  der  quadra- 
tischen Formen  beschäftigte  sich  später  dann  auch  Voss,  Menth, 
Arm.,  16. 

§  3.    Deformation, 

Verrückimgen  und  Biemann*B0he  Krümmung  eines  Baums. 

Bäume  von  constanter  Biemann*8cher  Krümmung. 


Wenn  man  sich  an  die  Fundamentaleigenschaft  der  Gauss- 
schen  Krünmiung  K  der  Flächen,  bei  einer  Transformation  der 
Fundamentaldifferentialform  invariant  zu  bleiben,  erinnert,  so 
drängt  sich  unmittelbar  der  Gedanke  auf,  von  den  Studien  über 
die  Transformation  der  Differentialformen  auf  die  Ausdehnung 
des  Begriffs  der  Krümmung  überzugehen.  Wir  werden  in  diesem 
Paragraphen  die  Krümmung  eines  Baums  in  dem  Biemann- 
sehen  Sinn  behandeln. 

Vor  Allem  wollen  wir  das  folgende  wichtige  Theorem  von 
Beez  aufstellen  (Zeifsdtr,  für  Maiii,  u.  Phys,,  20,  21;  siehe 
auch  Bicci,  Ann.  di  mat,  (2),  12,  p.  163  und  Cesaro,  Geom. 
intrinseca,  deutsch  von  Eowalewski,  Vorlesungen  über  natür- 
liche Geometrie): 

Ein  Raum  ton  n  Dimensionen  (w>2),  welcher  in  einem 
Baum  von  w  +  1  Dimensionen  enthalten  ist,  lässt  sich  im  All- 
gemeinen nicht  deformiren,  wenn  man  immer  in  dem  Baum 
von  n  -f-  1  Dimensionen  bleiben  will,  d,  h.  es  ist  nicht  möglidi, 
ihn  in  dem  umgebenden  Baum  zu  verbiegen  und  dabei  das 
Linienelement  unverändert  zu  erhalten,  wie  es  mit  der  grössten  ün- 
emgeschränktheit  mit  den  Bäumen  einer  Dimension  (den  Linien) 
und  mit  etwas  mehr  Einschränkung  mit  den  Bäumen  von  zwei 
Dimensionen  (den  Fläclien)  gesdiehen  kann.  Die  Biegtmg  ist 
nur  bei  specieUen  Bäumen  ausführbar.  Die  einzigen  Verände- 
rungen, die  ein  allgemeiner  Baum  von  n  Dimensionen  (w  >  2) 
erleiden  kann ,  ohne  aus  dem  Baum  von  n  -f-  1  Dimensionen, 
in  dem  er  sich  nach  der  Voraussetzung  befinden  soll,  heraus- 
zutreten, sind  starre  Verrückungen,  d.  h.  Translationen,  Botatio- 
nen  etc. 

Wir  gehen  mm  dazu  über,  den  Begriff  von  der  Krümmung 
eines  Baums  in  einem  Punkt  nach  Biemann  zu  erklären. 

Wir  wollen  den  Punkt  P  des  Baums  betrachten  und  von 
ihm  aus  in  seiner  unendlich  kleinen  Umgebung  die  sämmtlichen 
möglichen  geodäÜtchen  Linien  in  allen  Bichtungen  ziehen,  d.  h. 
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die  Linien,  welche  den  kürzesten  Weg  von  dem  Punkt  P   nach 
einem   ihm  unendlich    nahen   Punkt    in    demselben    Raum    dar- 
stellen, also  Linien,  für  welche  das  ihren  Bogen  darstellende    In- 
tegral   ein    Minimum    ist.      Solcher   Linien   kann    man    cx^""* 
ziefien,  wenn  der  Raum  n  Dimensionen  hat    Unter  ihnen  hissen 
sich  stets  n  (und  nicht  mehr  als  n)  Linien  auswählen,  die  so   be- 
schaffen sind^  dass,  wenn  die  Differentiale  iftrer  vom  Punkt  F  aus 
gerechneten  Bogen   ds^y . .  .,ds^  genannt   werden,   die  Grösse fi 
dsi , . .  . ,  ds^  linear  unabhängig  sind.     Das  Bogendifferential 
jeder  anderen  geodätischen  LAnie  lässt  sich   dann  immer  linear 
durch  dsi, .  .  .jds^  ausdrücken. 

Wir  wollen  zwei  solche  Linien,  z.  B.  die  den  BogendüTe- 
rentialen  ds^^  dS2  entsprechenden,  und  zugleich  die  imendlich 
vielen  anderen  betrachten,  deren  Bogendifferential  durch  die 
Formel 

dSjj  =  X^ds^  -f~  ^^^2 
ausgedrückt  wird. 

Die  Punkte  aller  dieser  unendlich  vielen  Linien,  die  sieh 
über  ein  imendlich  kleines  Gebiet  um  P  erstrecken,  bilden 
eine  in  dem  totalen  Raum  enthaltene  Mannigfaltigkeit  von  zwei 
Dimensionen  (eine  Fl&che);  solcher  unendlich  kleiner  Fl&chen- 
ausdehnungen  um  P  kann  man 

— -^     herstellen. 

Von  jeder  dieser  Flächen  berechnen  wir  auf  die  Gauss- 
sehe  Art  die  Krümmung  in  P  (sie  wird,  wie  auch  sonst,  aus 
den  Coefficienten  jener  quadratischen  Differentialform  von  zwei 
Variabeln  gebildet,  die  das  Quadrat  des  Linienelements  der  betref- 
fenden Fläche  darstellt) ;  diese  Krümmung  nennen  wir  nach  dem 
Vorgang  Riemann's  Krümmung  des  Baums  in  dem  Punkt  P 
nach  dieser  bestimmten  Flächenorientirung.  Wie  man  also  sieht, 
gibt  es  nach  diesem  Begriff  in  jedem  Punkt  des  Raums  so 
viele  Krümmungen,  als  voneinander   verschiedene  Flächenorien- 

tirungen  vorhanden  sind,  also  ■ — -'    Nimmt  man  an,  diese 

verschiedenen  Krümmungen  in  Bezug  auf  einen  und  denselben 
Punkt  seien  einander  sämmtlich  gleich  und  bleiben  auch  bei  dem 
Uebergang  von  einem  Punkt  des  Raums  zu  einem  anderen 
unverändert,  so  erhält  man  die  Bäume  constanter  Biemann'scher 
Krümmung. 

Eine   solche    constante    Krümmung    kann    positiv,    negativ 
oder  Null  sein;  ist  sie  NuU,  so  ist  der  Baum  linear. 
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Wenn  die  E^rümmung  constant  positiv  ist,  so  wird  der  Raum 
sphärischer  oder  Biemann' scher  oder  dlipHscher  Raum  genannt; 
ist  sie  dagegen  negativ,  so  heisst  der  Baum  pseudosphärischer 
oder  Lohatsdiefshij  scher  oder  hyperholisdier  oder  nicht -Eudi- 
discher  in  engerem  Sinn;  ist  die  Krümmung  schliesslich  Null, 
so  ergibt  sich,  wie  schon  gesagt,  der  lineare  oder,  wie  er  auch 
genannt  wird,  der  Eudidische  oder  parabolische  Baum.  Siehe 
Kap.  21. 

Der  pseudosphärische  oder  hyperbolische  Baum  dehnt  sich 
in  das  unendliche  aus,  während  der  elliptische  Baum  nicht  un- 
endlich gross  ist.     Biemann. 

Die  Biemann'schen  Bäume  constanter  Krümmung  besitzen 
die  bemerkenswerthe  Eigenschaft,  dass  sie  auf  sich  selbst  derart 
abwickdbar  sind,  dass  man  ohne  Deformation  von  einem  Punkt 
zu  jedem  beliebigen  anderen  übergehen  kann,  was  sonst  nach  dem 
Beez' sehen  Theorem  nicht  möglich  ist;  für  diese  Bäume  gut  also 
das  Prmcip  der  vollkommenen  Bewegungsfähigkeit  der  Figuren 
ohne  Deformation,  wie  es  z.  B.  bei  den  sphärischen  Flächen  des 
gewöhnlichen  Baums  der  Faä  ist  Lipschitz,  siehe  das  Citat 
im  vorigen  Paragraphen;  Bianchi,  Bend.  Äcc.  Linceiy  1898. 

Dem  Linienelemeni  eines  jeden  Baums  constanter  Biemann^ 
scher  Krümmung  K  kann  immer  bei  geeigneter  Auswahl  der 
Coordinaten  (welche  auch  stereographische  genannt  werden) 
die  (Biemann' sehe)  Form 

,  j dar,*  +  dar,*  ^  .  .  .  ^  dx\ 

1  +  ^(^1*  +  ^'+ ^^^ 

gegeben  werden;  die  Coefficienten  der  quadratischen  Differential' 
form  sind  mWiin  constanten  Grössen  proportional,  da  der  Pro- 
portionalitätsfactor  eine  Funäion  aller  x  ist. 

Wählt  man  ein  anderes  Coordinatensystem^  so  lässt  sich 
das  Linienelement  für  jeden  Ba^im  constanter  negativer  Krüm- 
mung —  ^  durch  die  Formel 

d5»  =  1^  (dx*  +  dx*  +  '--  +  d  V) 

darstellen^  worin  die  x  an  die  Bdation 

a;*  +  ^1*  "h  ^2*  4"  •  •  •  4"  ^»*  =  ^* 
gebunden  sind  und  a  eine  Constante  bedeutet,  während  das  Linien- 

element  eines  jeden  Baums  constanter  positiver  Krümmung  +  -^ 
durch 


\ 
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ds*  =  ^  (dx,'  -f-  dx,»  +  .  •  •  +  dx,*  -  dx^ 

alisgedrückt  werden  kann^  worin  die  x  die  Gleichung 

x*  =  a*  +  a?!^  +  •  •  •  +  ^n' 
erfüllen  müssen. 

Wichtig   ist    die    folgende   Eigenschaft   der  Biemann'schen 
Bäume  constanter  Krümmung : 

Wählt  man  in  ihnen  das  Coordinatensystem  auf  geeignete 
Art  aus  (nimmt  man  insbesondere  das  System,  für  wdches  das 
lAnienelement  die  zuletzt  angegebene  Form  hat),  so  lassen  sic/t 
die  geodätischen  Linien  durch  lineare  Gleichungen  ausdrucken: 
Theorem  yon  Beltrami,  Ann.  di  mai.,  (2),  2;  imd  umgekehrt; 
wenn  in  einem  Baum  bei  einer  speddlen  Auswahl  des  Coordi- 
natensystems'  diese  letztere  Eigensdiaft  besteht,  so  hat  der  Raum 
eine  im  Riemann'scheti  Sinn  constante  Krümmung.  SchlSfii, 
Ann.  di  mat.,  (2),  5;  Beltrami,  ih.,  id.  Siehe  auch  Kap.  16, 
§  11,  S.  492. 

In  einem  Baum  von  constanter  negativer  Krümmung  be- 
stimmen zwei  Punkte  ohne  Ausnahme  eine  geodätische  Linie 
und  zwei  durcli  emen  Punkt  gehende  geodätische  Linien  haben 
keine  anderen  Punkte  gemeinsam'^  dagegen  kann  es  in  den 
Bäumen  von  constanter  positiver  Krümmung  vorkommen,  dass 
zwei  durch  einen  Punkt  gehende  geodätische  Linien  sich  noch  in 
einem  anderen  Punkt  treffen  (man  denke  nur  an  die  gewöhn- 
liche Kugel);  es  ist  damit  aber  nicht  gesagt,  dass  dieser  Satz 
für  alle  Bäume  von  constanter  positiver  Krümmung  gültig  sein 
muss,  eine  Bemerkung,  die  von  Klein  herrührt.  Vergl. 
Kap.  21,  §  2. 

Dem  Linienelement  eines  Baums  von  constanter  positiver 
Krümmung  ^  kann  man  die  Form  geben  (Bianchi,  Bend. 
Acc.  lAncei,  7,  1898,  p.  155): 

ds^  =  B^  \  dx^^  +  sin»  Xy^  dx^^  + 

-j-  sin^a-j  Bm^x^dx^  +  *  *  '  +  sin^Jtr^  •  •  •  ^w?Xn—idx^] 

und  demjenigen  eines  Baums  von  constanter  negativer  Krümmung 
—  "d«  j®^®  ^^^  ^r^i  folgenden  Formen   (Bianchi,    Vorlesungen 

über   Differentialgeometrie,    deutsch    von    Lukat,    p.  580,  582, 
vergl.   auch  weiter  oben  Kap.  16,  §  11): 
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8...n 


(hyperbolischer  Typus), 

2jg    8.. . n 

ds^  =  dx^^  +  c  ^  ^V  b^^dx^dx^^, 

(parabolischer  Typus), 

8...n 

£|5*  ==  dXj^  +  sinh^  f^j  ^  bi^dx-dx^j 

(elliptischer  Typus). 

Ein  anderes  sehr  einfaches  Coordinatensystem  fÜb:  die  Bäume 
constanter  Krümmung  wird  nach  Weierstrass  benannt,  ob- 
gleich es  schon  in  einer  früheren  Abhandlung  aus  dem  Jahr 
1868,  Ann.  di  mat,  (2),  2  von  Beltrami  benutzt  wurde;  es 
gibt  dem  Linienelement  eine  der  folgenden  Formen: 

ds^  =  B^{^dy^^—  dy^)\  ^  ^.^  Eftume  mit  constanter  nega- 
mit     y*  — ^y^  =  1     I  tiver  Krümmung   —  -^ , 

und: 

ds^  =  R^{dy^  +^rft/.V|  für  die  Rftume  mit  constanter  posi- 
mit    y^  -f  ^y.^  =  1      |  tiver  Krünmiung  -^  • 

Dieses  Coordinatensystem  lässt  sich  aus  dem  weiter  oben 
angegebenen  System,  welches  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft 
besitzt,  den  Gleichungen  der  geodätischen  Linien  eine  lineare 
Gestalt  zu  geben,  dadurch  ableiten^  dass  man 

a  Xf 

setzt. 

Ueber  die  Formeln,  welche  dazu  dienen,  von  diesem  System 
auf  das  Biemann'sche  überzugehen,  siehe  Bianchi,  Ann.  di  mat., 
(3),  2,  p.  102. 

Damit  ein  dreidimensionaler  Rau/m  constanie  Krümmung  K 
im  RiemannscJien  Sinn  habe,  müssen  sechs  Relationen  erfüllt 
sein  (siehe  §  2);  sie  lauten  für  i,  ^',  Ä:  E=  1,  2,  3,  ivenn  dem 
Linienelement  des  Raums  die  Form 

Pascal,  Rapertorium.  II.  39 
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gegeben  icird,  folgendennassen: 

c^H.  1    dHj^dH.         1   cHjcH. 

dxjCXj^        i/j  dxj   cxj^    '    i/^  dxj^  cxj  ' 

rx.  \H.  dxJ  "T-  6;x^Vi^i  cxJ  *^  ii«  ^x^  "^x^  ~        ^^i^jr 

Suworoff,  Bull,  de  Darboux,  4,  p.  192. 

Für  K=0  erhUt  man  die  Lame 'sehen  Formeln,  siehe 
Kap.  16,  §  14,  S.  505,  welche  die  Bedingungen  angeben,  unter 
denen  der  Raum  linear  ist. 


Der  Begriff  der  Krümmung  eines  Raums  in  dem  oben  an* 
gegebenen  Sinn  ist  Riemann  zu  verdanken:  Ueber  die  Hypo- 
thesen, welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen  (nach  des  Verfassers 
Tod  erschienen);  dann  folgten:  der  bereits  erwähnte  Aufsatz  von 
Beltrami,  Ann,  di  mat,  (2),  2,  Ueber  die  Bäume  constanter 
Krümmung  und  andere,  die  ebenfalls  schon  citirt  wurden, 
wie   Schlaf li    und  Beltrami,  Ann,  di  mat,  (2),  5. 

Die  Arbeiten  von  Lipschitz,  Voss  etc.,  auf  die  wir  in 
§  2  hingewiesen  haben,  dehnten  in  einer  anderen  Art  den  Begriff 
der  Gauss'schen  Krümmung  auf  Mannigfialtigkoiten  in  Räumen 
von  höheren  Dimensionen  aus  und  lieferten  auch  einen  ansehn- 
lichen Beitrag  zu  der  Riemann'schen  Krümmungstheorie;  man 
findet  bei  ihnen  z.  B.  eine  Formel,  welche  die  Riemann'sche 
Krümmimg  durch  die  Coefficienten  der  quadratischen  Fundamen- 
taldifferentialform  ausdrückt.  Wir  verweisen  schliesslich  noch 
auf  einen  Aufsatz  von  Schur,  Ueber  den  Zusammenhang  der 
Bäume  Constanten  Biemann^ sehen  Krümmungsmasses  mU  den  jpro- 
jcctiven  Bäumen,  Math.  Ann.,  27. 


Ein  Raiun   constanter  Riemann'scher  Krümmung  hat,   wie 
bereits  gesagt  wurde,  unendlich  viele  Bewegungen  in  sich  selbst: 

er  kann  ins  Besondere  auf  <x>     *      verscJiiedene  Arten  auf  sidi  selbst 

abgetvickclt  werden,  worin  n  die  Anzahl  seiner  Dimensionen  angibt. 

Man  kann  nun  danach  fragen,  wie  wohl  die  anderen  Räume 

beschaffen  sein  mögen,  die  nur  oo'' Transformationen  gestatten,  wobei 

r  kleiner  als  ^-  -   ist.     So    gibt   es   z.  B.   in   dem  gewöhn- 
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liehen  Raum  ausser  der  Kugel,  welche  oo^  Bewegungen  in  sich 
selbst  hat,  die  Botationsflächen,  die  nur  oc^  solche  Bewegungen 
zulassen,  etc. 

Mit  diesem  Problem  beschäftigten  sich  Lie,  Theorie  der 
Transformationsgruppen,  unter  Mitwirkung  von  Engel  bearbeitet, 
3  Abschn.,  Leipzig  1888,  1890,  1893,  1,  p.  310  und  3,  p.  575; 
Killing,  CreUe,  109,  p.  121;  Bianchi,  Mem.  deUa  Soc,  UaL 
deUe  sdemse,  (3),  11,  1897,  p.  267,  der  den  Fall  «  =  3  er- 
schöpfend behandelte;  Ricci,  Sui  gruppi  di  movimenti  in 
\ma  varieta  gualunque  a  tre  dimensioni,  Mem.  deüa  Soc,  ikü. 
delle  scieme,  (3),  12,  1899;  Ricci  und  Levi-€ivita,  Math. 
Ann.,  54,  p.  173. 


§  4.  Eine  andere  Ausdehnung  des  Begriffs  der  Krümmung 
auf  Mannigfaltigkeiten  oder  Bäume,  die  mehr  als  zwei- 
dimensional und  in  einem  höheren  Baum  enthalten  sind. 

Die  Ausdehnung,  welche  Riemann  dem  Begriff  der  Krüm- 
mung für  einen  höheren  Raum-  gab,  hat  sieh  von  grosser  Be- 
deutung erwiesen  und  ist  speciell  in  dem  Fall  von  Nutzen  ge- 
wesen, in  welchem  diese  Riemann'sche  Krümmung  überall  constant 
ist.  Ist  sie  dieses  nicht,  so  erhält  man  eine  Erweiterung  der 
Gau  SS 'sehen  Krümmung,  die  vor  Allem  den  Missstand  zeigt,  dass 
sie  nicht  für  jeden  Punkt  des  Raums  oder  der  Mannigfaltigkeit 
einen  einzigen  Werth,  sondern  soviele  Werthe  hat,  als  es  diesem 

Punkt  zugehörige  Flächenorientirungen  gibt,  also  -    -^ -' 

Es  scheint  daher  von  Vortheil  zu  sein,  den  Begriff  der 
Krämmwig  auf  eine  andere  Art  auszudehnen. 

Wir  wollen  uns  einen  Raum  oder  eine  Mannigfaltigkeit 
itfn_i  von  n — 1  Dimensionen  denken,  die  in  einem  beliebigen 
Raum  M^  von  n  Dimensionen  enthalten  ist.  Wie  wir  in  dem 
Fall  der  in  einem  linearen  Raum  enthaltenen  Flächen  die  in 
einem  Punkt  die  Fläche  berührenden  Geraden,  so  wollen  wir  im 
allgemeinen  Fall  die  geodätischen  Linien  von  M„  betrachten,  die 
Mn—i  in  einem  Punkt  P  berühren. 

Bei  den  gewöhnlichen  Flächen  lassen  sich  die  Richtungen 
der  Krümmungslinien  als  die  Halbirungsgeraden  der  Richtungen 
der  Asymptotenlinien  ansehen,  d.  h.  als  die  Axen  des  Kegel- 
schnitts, der  diese  letzteren  Richtimgen  zu  Asymptoten  hat, 
siehe   Kap.  16,  §  9 ;     ähnlich  betrachten  wir   im    allgemeinen 

39  • 
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Fall  statt  der  Tangenten  an    die  Asymptotenlinien   die  geocUt- 
tischen  Linien   von  M^,    welche   Jf»_i  in  dem  Futikt  P   oscu- 
liren  (dreipunktig  berühren);  sie   bilden  eine  quadratische  Man- 
nigfaltigkeit ,    deren    (n  —  1)  Axen    mit  vollem  Becht  als   die 
Richtungen    der  Krümmungslinien  anzusehen    sind;   diese  Axen 
stehen    zu  je   zweien    senkrecht    aufeinander   und   ihre  Längen 
stellen  genau  so,   wie  in   dem  gewöhnlichen  Fall  der  Dupi ti- 
schen Indicatrix  für  die  Flächen,  die  Krümmungsradien  der  zur 
MannigfalUgkeit  Mn—i  normalen  Schnitte  dar,  die   in  den  Bidi" 
ttmgen  dieser  Krümmungslinien  gemacht  werden  (die  Hauptkrüm- 
mungsradien); sie  entsprechen  genau  den  Maxima  und  Minima 
der  Krümmungsradien  aUer  tmendlich  vielen  Normalschnitte. 

Der  reciproke  Werth  des  Products  dieser  Hauptkrümmungs- 
radien  heisst  die  totale  Krümmung  der  Mannigfaltigkeit  in  dem 
hetrackieten  Punkt, 

Die  vorstehenden  Begriffe  ergeben  sich  aus  Betrachtungen, 
die  Lipschitz  und  Voss  in  den  im  §  2  citirten  Arbeiten  ange- 
stellt haben;  diese  Autoren  gehen  von  der  Theorie  der  quadra- 
tischen Differentialformen  aus. 

Kronecker,  Berl,  Ber.,  1869,  p.  170,  695  und 
Beez,  Zeitschr.  für  Math.,  21,  24;  Maüi.  Ann.,  7  dagegen 
suchten  einen  anderen  Gedankengang  zu  Grund  zu  legen,  der 
sich   übrigens  auf  sehr  natürliche  Art  darbietet. 

Wir  woäen  uns  der  Einfachheit  wegen  auf  den  Faü  be- 
schränken, in  welchem  die  Mannigfaliigkeit  Mn^i  in  einem 
linearen  Baum  B„  enthalten  ist  und  wollen  in  ihm  eine  sphä- 
rische Mannigfaltigkeit  von  n  —  1  Dimensionen  und  dem 
Badius  1   betrachten,  die  durch  die  Gleichung 

/•=V  +  V  +  ---  +  V-i  =  o 

dargestellt  werde,  während  die  Gleichung  der  gegebenen  Man> 
nigfaltigkeit 

F{x^,...,  x„)  =  0 
laute. 

Wir  wollen  jeden  Punkt  von  F  jedem  Punkt  von  f  zuordnen 
und  wollen  dabei  so  verfahren,  wie  es  bekanntlich  bei  der  sphä- 
rischen Abbildung  der  Flächen  geschieht  (vergL  Kap.  16,  §  8); 
d.  h.  wir  lassen  diejenigen  Punkte  einander  entsprechen,  in 
denen  die  normalen  Geraden  parallel  sind.  Betrachtet  man  das 
Volumen  eines  unendlich  kleinen  Elements  der  Mannigfaltigkeit 
um  einen  Punkt  P  und  das  Volumen  des  entsprechenden  Elements 
der  Kugel,  so  ist  die  Grenze  des  Verhältnisses  zwischen  dem  letz- 
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teren  und  dem  des  Elements  der  Mannigfaltigkeit  die  Gauss- 
sehe  Krümmung  der  Mannigfaltigkeit  im  Punkt  P;  sie  ist  der 
redproke  Werih  des  Products  der  Hauptkrümmungsrtidien ,  wie 
bei  den  früheren  Betrachtungen, 

Der  Ausdruck  für  die  Krümmung  K  lautet 


K=  — 


5«+i 


F       F  .      F  ^  F 


flfl 


icarin    die   F,,  F^j    die    ersten   und   zweiten   Berivirten   von   F 
bezeichnen  und  S  sich  aus 


8  =  Yf^^  +  F^^'\ 1-  FJ    ergibt. 

Ueber  den  Ausdruck  für  K  siehe  auch  Bicci,  Ann,  di 
maty  (2),  12,  p.  165  und  über  w  =  4  Suworoff,  BulL  de 
Barboux,  4,  p.  186.     Vergl.  auch  Lie,  Gott.  Nachr.,  1871. 

Nennt  man  allgemein  ebene  bez.  sphärische  Mannigfaltig- 
keiten Mn—i  solche,  die  einem  M^  angehören  imd  so  beschaffen 
sind,  dass  in  jedem  Punkt  die  (n  —  1)  Hauptkrünmiimgsradien 
sämmtlich  entweder  unendlich  gross  oder  derselben  endlichen 
Grösse  gleich  sind,  die  auch  dann  dieselbe  bleibt,  wenn  man  von 
einem  Punkt  der  Mannigfaltigkeit  zu  einem  anderen  übergeht, 
so  gilt  der  Satz: 

In  einem  beliebigen  Baum  M^  existiren  im  Allgemeinen 
keine  ebenen  und  sphärischen  Mannig falHgkeiten;  wenn  die  Coef- 
ficienten  des  Linienelements  von  M^  gewisse  Bedingungen  erfüllen, 
so  erdhält  M^  <x>^  Ebenen  oder  Kugeln  (von  gegebenem  Badius); 
in  dem  Fall,  in  welchem  M„  oo*  Ebenen  enthäUy  können  jedoch 
in  ihm  keine  Mannigfaltigkeiten  von  der  Beschaffenheit  existiren, 
dass  die  Hauptkrümmungsradien  zwar  für  jeden  Punkt  sämmtlich 
einander  gleich  sind,  von  Punkt  zu  Punkt  der  Mannigfaltigkeit 
aber  variiren.  Siehe  Voss,  Math.  Ann,,  16,  p.  1Ö7.  Dieses 
Theorem  entspricht  dem  im  gewöhnlichen  Baum  geltenden  Satz, 
dass  es  ausser  den  Kugeln  keine  Flächen  gibt,  deren  Punkte 
sämmtlich  Nabelpunkte  sind. 

In  einem  Baum  constantcr  Biemann'sdier  Krümmung  (siehe 
§  3)  existiren  Mannigfaltigkeiten,  für  welche  die  Hauptkrüm- 
mungshalbmesser  zwar  in  jedem  Punkt  einander  gleich  sind,  sidi 
aber  von  Putikt  zu  Punkt  ändern,     Voss,  1.  c,  p.  160. 

Wenn  die  totale  Krümmung  in  jedem  Punkt  einei'  Mannig- 
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falUgkeit  Null  ist,  so  ist  diese  dadurcli  ausgejseichnety  dass  von  jedem 
ihrer  Punkte  eine  geodätische  Linie  von  M^  ausgeht,  welche  eine 
vierpunktige  Berührung  mit  ihr  hat.  Will  man  die  Benennung^en 
gebrauchen,  die  für  die  Flächen  benutzt  werden,  so  kann  man 
sagen,  jeder  Punkt  sei  ein  parabolischer  Punkt,  Siehe  Kap.  16,  §  9 

Wenn  die  totale  Krümmung  Null  ist  und  ins  Besondere 
n  —  2  der  Hauptkrümmimgsradien  für  jeden  Punkt  der  Man- 
nigfaltigkeit von  n  —  1  Dimensionen  unendlich  gross  sind ,  so 
heisst  die  Mannigfaltigkeit  der  Analogie  mit  den  Flächen  des 
gewöhnlichen  Baums  wegen  eine  DeveloppäblCj  weil  sie  alsdann 
durch  eine  geodätische  Linie  des  Baums  M„  auf  ähnliche  Art 
erzeugt  wird,  wie  eine  Developpable  durch  eine  (Jerade  des  ge- 
wöhnlichen Baums. 

Ein  den  vorstehenden  Sätzen  verwandtes  Theorem  ist  von 
A.  Brill,  3Iath.  Ann.,  26,  p.  302: 

Eine  pseudosphärische  dreidimensionale  Mannigfaltigkeit  (von 
const<mter  negativer  Biemann'scher  Krümmung)  kann  es,  wenn  sie 
reell  sein  soll,  in  einem  linearen  Raum  von  4  Dimensionen  nidit 
gehen,  sondern  nur  in  einem  linearen  Baum  von  5  Dimensionen. 

Allgemeiner  (siehe  Bianchi,  Differentialgeometrie,  Leipzig 
1899,  p.  615,  619): 

In  einem  Baum  -R„-|.i  von  w  +  1  Dimensionen  (n  >  2) 
constanter  Biemann'sctier  Krümmung  K  gibt  es  keinen  Raum 
constanter  Biemann' scher  Krümmung  Kq,  wenn  Kq  —  K  negativ 
ist.  Ist  diese  Differenz  (die  relative  Krümmung)  positiv,  so  sind 
di^  entsprechenden  Hgperflädten  ausscldiessUch  Hypersphären. 


Am  Schluss  dieses  Paragraphen  wollen  wir  noch  erwähnen, 
dass  auch  andere  Begriffe  und  Theoreme  der  Flächentheorie  auf 
die  mehrdimensionalen  Bäume  ausgedehnt  wurden. 

Die  Erweiterung  der  Codazzi'schen  Formeln  fährt  zu 
einem  System  von  ^n(n — l)(5n — 1)  Formeln  für  eine  in 
einem  linearen  Baum  enthaltene  Mannigfaltigkeit  von  n  Dimen- 
sionen; über  die  Ausdehnung  des  Eul er 'sehen  Theorems  siehe 
Jordan,  Gompf,  Bend.,  79,  1874,  p.  912  imd  über  die  des 
Dupin' schien  Theorems:  Lie,  Gott,  Nachr.,  1871;  Klein. ^  Math. 
Ann.,  5  und  auch  Cesaro,  Vorlesungen  über  natürliche  Geo- 
metrie. Eine  Darstellung  der  Differentialgeometrie  der  mehr- 
dimensionalen Bäume  findet  man  bei  Killing,  Die  nicht 'Eudi- 
dischen  Baumformen  in  analytischer  Behandlung ,  Leipzig  1885. 
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§  5.    Die  Differentialgeometrie  der  Mannigfaltigkeiten 
von  zwei  Dimensionen  (Flächen)  |in  den  Bäumen  oonstanter 

lUemann'soher  Erünmiung. 

In  einigen  neueren  Arbeiten,  besonders  von  Bianchi,  wird 
der  Versuch  gemacht,  die  gewöhnliche  Differentialgeometrie  der 
Flächen  auf  den  Fall  auszudehnen,  in  welchem  diese  in  drei- 
dimensionalen Bäimien  constanter  Krümmung  enthalten  sind. 

Wir    wollen    dem    Element   des    dreidimensionalen    Baums 

von  constanter  positiver  Krilmmung  ^  oder  negativer  Krüm- 
mung  —  -^  bez.  die  Form 

ds^  =  B\±  dx^  +  dx,^  -f  dx^^  +  dx^^) 
geben  (siehe  §  3),  und  es  seien  die  x  durch  die  Belation 

x^  +  ^1^  it  ^2^  +  gy^  =  1 
verbanden,  worin   die   oberen  Zeichen  fÜb:   den  elliptischen,  die 
unteren  für  den  hyperbolischen  Baum  gelten. 

Zu  jeder  Fläche  in  diesem  Baum  gehören  die  bekannten 
beiden  quadratischen  Differentialformen  mit  den  GoefQcienten 
JEJ,  2^,  G^  D,  D',  D",  zwischen  denen  drei  Belationen  bestehen; 
die  beiden  ersten  sind  die  Codazzi'schen  Formeln  selbst  (vergl. 
S.  469,  470),  die  dritte  Gauss 'sehe  wird  dagegen  auf  folgende 
Art  modificirt: 

DJ)''  -  ir*  _ 

EG-F^    — Ä  — A; 

dabei  bedeutet  K  die  Krümmung  des  Baums  und  k  die  ab- 
solute Krümmung  der  Fläche  (d.  h.  die,  welche  der  ersten 
Fundamentaldifferentialform  entspricht).  Die  -linke  Seite  dieser 
letzten  Belation  heisst  die  rdative  Krümmung  der  Fläche  und 
ist  dem  reciproken  Werth  des  Products  der  beiden  reducirten 
Haupikrümmungsradien  r^,  r^  gleich. 

Bianchi  studirte  in  den  Bäumen  constanter  Krümmung 
1)  die  Fläcfien,  deren  absolute  Krümmung  Null  ist,  AtU  Acc.  To- 
rino,  1895;  Ann,  di  mat,  (2),  24;  (3),  2;  zu  diesen  Flächen  gehört 
die  Clifford'sche;  vergl.  Klein,  Math.  Ann.,  37;  Killing,  ib., 
39;  dann  2)  die  Minimalflächen ,  Bianchi,  Eetid.  Acc,  Lincei, 
1888;  Ann.  di  n^at,  (3),  2;  siehe  über  die  letzteren  auch  Lipschitz, 
CreUe,  78  und"  Cayley,  Cofnpt,  Rend.,  111,  1890;  ferner  3)  die 

Fläcfien  vom  Liouville' sehen  Typus,  für  welche  -    -(-  —  =  2 
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oder  Tj  -|-  Tj  =  0,  etc.  ist;  man  vergleiche  die  citirten  Arbeiten; 
Bianchi  beschäftigte  sich  auch  mit  den  W  ein  gart  ea'scHen 
Systemen  (Kap.  16,  §  14)  in  den  Räumen  constant^r  Krüm- 
mung, Mem.  Acc.  Lincei,  (4),  4,  1887. 

üeber  die  Bestimmung  der  Volumina  in  den  Bäumen  con- 
stanter  Krünmiung  siehe  Simon,  Math.  Ann.,  42;  D'Ovidio, 
Aüi  Acc.  Torino,  1893;  Loria,  Griom.  di  Batt.,  26;  in  Bezug  auf 
andere  Arbeiten,  die  zwar  dieselben  Bäume  betreffen,  aber  nicht 
speciell  ihre  J«/?ni/c5«nia/geometrie,  verweisen  wir  auf  das  fol- 
gende Kapitel. 

Wir  erwähnen  schliesslich  noch,  dass  die  reguläre  Theüung 
eines  nicJd-Euclidischen  oder  pseudosphärischen  Raums  in  con- 
gruente  Polyeder  auf  das  Problem  der  unstetigen  Gruppen  linearer 
Substitutionen  einer  Yariabeln  führt,  Poincare;  siehe  Bepert.^ 
1,  Kap.  14,  §  2.  Studien  dieser  Art  findet  man  bei  Bianchi, 
Math.  Ann.,  38,  40,  42;  Bend.  Acc.  Lincei,  1893,  sowie  bei 
Fricke  imd  Klein,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  auto- 
morphen Functionen,  1897,  Abschn.  1;  vergl.  auch  Hubert, 
Mathematische  FroUeme,  Gott.  Nachr.  ^  1900,  Nr,  18,  Auf  hau 
des  Baumes  aus  congruenten  Polyedern. 


Kapitel  XXL 

Die  absolnte  Geometrie 
und  speciell  die  nicht -Enclidische  Geometrie  in  der  Ebene 

nnd  im  Raum. 

§  1.    Historisolie  Bemerkungen  über  die  nioht-Euolidisohe 

Geometrie. 

Die  ganze  Metrik  der  Euclidischen  Geometrie  beruht  auf 
einer  Hypothese,  die  anderen  ähnlichen  Hypothesen  vorzuziehen 
logisch  kein  Grund  vorliegt;  die  alleinige  Ursache,  weshalb 
man  gerade  ihr  den  Vorzug  gegeben  hat,  rührt  von  einer 
wahrscheinlichen  üebereinstimmung  mit  den  Erfahrungen  her, 
die  unsere  Sinne  uns  verschaffen. 

Diese  Hypothese  ist  in  dem  berühmten  Postulat  V  oder 
dem  FöstulcU  über  die  Parallelen  der  Euclidischen  Elemente 
{(Sxoi%sta)  enthalten*). 

Sehr  zahlreiche  Versuche  sind  zu  verschiedenen  Zeiten  ge- 
macht worden,  das  Postulat  zu  beweisen  oder  es  durch  andere 
zu  ersetzen;  ausgedehnte  ins  Einzelne  gehende  Angaben  findet 
man  in  dem  Werk  von  Stäckel  und  Engel,  die  Theorie  der 
Parallellinien  von  Eudid  bis  auf  Gauss,  eine  ürkundensamm' 
lung  zur  Vorgeschichte  der  nichteudidischen  Geometrie,  Leipzig 
1895.  Bekannt  sind  die  Untersuchungen  Legendre's  in  den 
ersten  beiden  Ausgaben  seiner  iUments  de  gcometrie^  Paris  1794 


*)  Früher  wurde  es  in  Folge  eines  Irrtbums  der  Copisten,  die 
uns  den  griechischen  Text  übermittelt  haben,  das  Axiom  XI  genannt. 

Die  Euclidischen  Elemente  zerfallen  in  18  Bücher  nnd  enthal- 
ten die  wesentlichsten  elementar- geometrischen  Kenntnisse,  welche 
die  Griechen  hatten;  sie  sind  etwa  um  300  v.  Chr.  verfasst.  Vergl. 
über  dieses  einzigartige  Werk  M.  Cantor,  Gesch.  der  Math.,  1, 
p.  246,  sowie  die  Clebsch-Lindemann'schen  Vorlesungen  über 
analytische  Geometrie  des  Baums,  in  denen  Lindemann  den  arotxBlcc 
eine  eingehende  Besprechung  zu  Theil  werden  lässt. 


618     Kap.  XXI.   Die  absolute  und  die  nicht-Euclidische  Greometrie. 

(die  neueste  Ausg.  ist  von  1894);  siehe  auch  die  Mem,  de  l'JLc. 
de  Paris ^  1833  und  die  Baltzer'sche  Planimetrie.  Beachtens- 
werth  sind  auch  die  früheren  Forschungen  von  Girolamo 
Saccheri,  Eudides  ab  omni  naevo  vindicatus  etc.,  Milano  1733, 
die  lange  vergessen  waren,  und  auf  welche  Beltrami  die  Auf- 
merksamkeit der  Mathematiker  lenkte,  JRend,  Äcc,  lAncei,  1889; 
femer  die  Arbeiten  von  Lambert,  1766  (vergl.  das  oben  citirt« 
Stäckel-Engel'sche  Werk). 

Nach  den  neuesten  Forschungen  ist  es  unzweifelhaft,  dass 
schon  Gauss  die  Art  erkannt  hat,  auf  welche  das  Problem  zu 
lösen  ist,  siehe  Stäckel -Engel,  1.  c;  Math,  Ann.,  49,  p.  419 
lind  BtiU.  de  Darhoux,  1897,  p.  206;  femer  Gauss,  Ges. 
Werke,  Bd.  8  (Nachlass)  und  die  Urhmden  gur  nichteudidi- 
sehen  Geometrie,  I.  Lobatschefskij  von  Engel,  Leip^sig  1899; 
vergl.  auch  den  Briefwechsel  zwischen  Gauss  xmd  Wolf  gang 
Bolyai,  Leipzig  bei  Teubner. 

Lobatschefskij   und  Johann  Bolyai,  der  Sohn  Wolf- 
gan g's,  waren  die  ersten,  welche  in  separat  erschienenen  Schrif- 
ten neue   und    originelle  Ideen  über  die  wahre  Natur  der  all- 
gemeinen Parallelentheorie  entwickelten  und  dabei  den   Funda- 
mentalsatz zu  Grund  legten^  dass  das  Postulat  Y  nicht  etwa  eine 
Wahrheit  darstellt,  die  sich  logisch  aus  den  anderen  Voraussetzungen 
Euclid's    ableiten    l^st,    sondern   von    diesen    durchaus    unab- 
hängig ist.     Sie  verfuhren  dabei  auf  eine  Art,  wie  man  es  bei 
jedem  indirecten  Beweis  thut.     Sie  legten  nämlich  an  Stelle  des 
fünften  Postulats  ein  ihm  widersprechendes  zu  Grund  und  ver- 
folgten dann  die  Hypothese,  dass  sich  durch  einen  Punkt  ausser- 
halb  einer  Geraden    nicht   lediglich    eine    die  gegebene  Gerade 
nicht    schneidende   Gerade   ziehen    lasse.     Sie   entwickelten    auf 
diese    Art    durch    elementar -geometrische    Betrachtungen    nach 
Euclid's  Vorbild  eine  in   sich  einwandfreie  Geometrie,  die  aller- 
dings zu  anderen  Sätzen,  wie   die  Euclidische  Geometrie   führt 

Die  betreffenden  Werke  Lobatschefskij 's  sind:  Exposition 
des  principes  de  la  geometrie  etc. ,  der  Universität  Kasan  über- 
reicht 1826,  aber  ungedruckt;  lieber  die  Anfangsgründe  der 
Geometrie,  Kasaner  Bote  1829,  30;  Neue  Anfangsgründe  der 
Geometrie  mit  einer  vollständigen  Theorie  der  ParaUelen,  Acten 
der  Universität  Easan^  1835 — 1838  (eine  deutsche  Uebersetzimg 
dieser  drei  Arbeiten  mit  eingehender  Würdigung  und  werthvoUen 
Anmerkungen  von  Engel  ist  bei  Teubner  erschienen,  Leipzig 
1899);  Geometrie  imaginaire,  Crelle,  17;  Geom.  Unters.,  Berlin 
1840;  Fangeometrie,  Kasan  1855  (italienische  üebersetzung  von 
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Battaglini,  Giern,  di  Batt,  5,  p.  273).  Das  Werk  Johann 
Bolyai's  führt  den  Titel:  Appendix  scientiam  spatii  ahsolute 
veram  exhibens  et€.  und  erschien  als  Anhang  zu  dem  Buch  Wolf- 
g'ang  Bolyai's  Tefftonienetc*(vergl. das Namenverzeichniss),  1832; 
deutsch  frei  bearb.  von  J.  Frischauf,  1872;  itaL  von  Batta-  . 
glini,  Giom.  di  Batt.,  6;  franz.  von  HouSl,  2.  ed.,  Paris  1896. 

Die  Theorie,  die  sich  auf  diese  Art  ausbildete,  wurde  ab- 
soluie  Geometrie,  imaginäre  Geometrie,  äbstracte  Geometrie^  Pan- 
geometrie,  Metageometrie  oder  auch  weniger  treffend  nidit- 
JEudidische  Geometrie  genannt. 

Man  kann  nun  einerseits  nach  denjenigen  geometrischen 
Sätzen  fragen,  die  unabhängig  vom  fünften  Postulat  sind,  ande- 
rerseits eine  Geometrie  aufbauen,  die  alle  Euclidischen  Voraus* 
Setzungen  enthält,  nur  an  Stelle  des  fünften  Postulats  eine 
andere  diesem  widersprechende  Yoraussetzimg  hat. 

Wir  bemerken  noch,  dass  Lobafschefskij  imd  J.  Bolyai, 
da  sie  sich  stets  an  das  Postulat  der  unendlich  grossen  Geraden 
hielten,  nur  zu  der  sogenannten  hyperbolischen  Geometrie  (siehe  §  2) 
kamen,  einer  einzigen  der  beiden  nicht-Euclidischen  Theorien, 
die  sich  der  Euclidischen  gleichberechtigt  ziu:  Seite  stellen. 

In  den  Formeln  der  absoluten  Greometrie  tritt  eine  unbe- 
stimmte Constante  auf,  deren  Werth  den  Baum,  in  dem  wir  uns 
die  geometrischen  Gebilde  vorstellen,  ebenso  kennzeichnet,  wie  eine 
Fläche  Constanten  KrtLcnmungsmasses  in  unserem  Euclidischen  Baimi 
durch  den  Werth  des  Erümmungsmasses  charakterisirt  wird. 
Der  Werth  dieser  unbestimmten  Constanten  kann  nur  durch 
die  Erfahrung  geliefert  werden. 

Auf  solche  Art  erscheint  das  Euclidische  Postulat  oder  ein 
anderes  ihm  ähnliches  lediglich  als  ein  Datum  der  Erfahrung, 
welches  sich  innerhalb  der  Grenzen  unserer  Beobachtungen  als 
mit  der  Wirklichkeit  übereinstimmend  erweist. 

Zum  vollen  Yerständniss  und  der  Begründung  der  neuen 
Wissenschaft  trugen  in  zwei  verschiedenen  Richtungen  die  Ideen 
Riemann's  in  seiner  Habilitationsrede  (siehe  Kap.  20)  und  die- 
jenigen Cayley's,PÄt/.  Trans.,  1859  über  die  Art,  die  metrischen 
Eigenschaften  der  Figuren  projediv  zu  definiren,  wesentlich  bei. 
Durch  Biemann  wurde  darauf  hingewiesen^  dass  es  auch  eine 
Geometrie  der  geschlossenen  Geraden  geben  könne;  femer  aber 
lehrte  er  den  Baum  als  Mannigfaltigkeit  constanten  Krümmungs- 
masses  auffassen.  Auf  den  Zusammenhang  mit  den  Flächen  con- 
stanter  Krümmung  der  Euclidischen  Geometrie  ^vies  zuerst  Bel- 
trami  hin.    Jedem  Satz  über  Flächen  constanten  negativen  Krüm- 
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mungsmasses  im  Euklidischen  Raum  entspricht  ein  Satz  der  hyper- 
bolischen Greometrie  imd  umgekehrt,  Beltrami,  Saggio  dHnter- 
prekusione  deUa  Geometria  non-eudidea^  Giom,  di  BaU,,  6,  1868; 
Ann.  di  mat,    (2),  2  (Siehe  §  5).     Klein,  Math.  Ann.,    4,    6 
^  hat   auf   die  Beziehungen  zwischen    den    Untersuchungen    Gay* 
ley's  und   den  Begriffen  der  absoluten   Geometrie  aufinerk8a.m 
gemacht.  Erst  in  Folge  der  Herstellung  dieses  Zusammenhangs  ge- 
lang der  strenge  Beweis  für  die  Unmöglichkeit,  das  Postulat  V  lo- 
gisch aus  den  übrigen  Voraussetzungen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde 
liegen,  abzuleiten;  diese  Unmöglichkeit  haben   Lobatschefskij 
und  J.  Bolyaiim  Grund  ohne  Beweis  als  bestehend  angenoznmeii. 

Besonders  hervorzuheben  sind  noch  die  Untersuchungen  von 
Helmholtz,  lieber  die  Tkatsachen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde 
liegen,  GöU.  Nachr.,  1868  oder  Wi$sens(^.  AbK  2,  p.  618.  Durch 
Riemann  und  Helmholtz  wurde  das  (von  Lie)  sogenannte 
Riemann- HehnJioliz'sche  Balimproblem  geschaffen,  welches  Lie  im 
3.  Bd.  seiner  Theorie  der  Transformationsgruppen  sehr  eingehend 
behandelt  hat. 

Andere  specielle  Arbeiten  über  die  absolute  Geometrie  sind 
von  Cayley,  Matli.  Ann.,  5;  Story,  Amer.  Joum.,  4,  5;  Simon, 
Grelle,  109,  welche  die  trigonometrischen  Formeln  erweiterten; 
Battaglini,  Giorn.  di  Batt,,  12,  16;  D'Ovidio,  Mem,  Acc. 
Lincei,  1875,  1876;  Atti  Acc.  Torino,  1891—1893;  etc. 

Von  den  hervorragendsten  Darstellungen  der  nicht-Euclidi- 
sehen  Geometrie  citiren  wir  Frischauf:    l)   absolute  Geometrie 
nach    Joh.   Bolyai;     2)    Elemente    der    absoluten    Geometrie; 
3)  Elemente  der  Geometrie,  2.  Aufl.,  Leipzig  1872,  1876, 1877; 
Killing,  die  nicht-Eudidischen  Raumformen  in  analytischer  Be- 
handlung, Leipzig  1885;  Killing,  EinfÜJirung  in  die  Grundlagen 
der  Geometrie;  Bd.  1  und  2,  Paderborn  1893,  1898;  Mansion, 
Sur  les  principes  fondamentaux  de  la  geomeirie,  de  la  mecaniquc 
et  de  Vastronomie,  Paris  1893;  Maihesis   1895,  wozu  noch  die 
autographirten  Vorlesungshefte,  Hfl.  6,  Nicht-Eudidisdie  Gaometrie 
W.-S.  1889/90  und  S.S.  1890  von   Klein  hinzuzufügen  sind. 

Weitere  Originalarbeiten  über  die  nicht-Euclidische  Geometrie 
verdankt  man  De  Tilly,  Recherches  sur  les  eUments  de  Geo- 
metrie, Bruxelles  1860;  Essai  sur  les  principes  fond.  etc.,  Mm. 
de  Bordeaux,  (2),  3,  1877;  Essai  de  giom.  anal,  gener.,  Mim. 
deBelg.,  1892  und  Flye  S.  Marie,  Etudes  anal,  etc., Paris  1871. 

Von  allgemeinerer  Natur  ist  der  Gegenstand,  mit  dem  sich 
die  Grundzüge  der  Geometrie  von  Veronese  und  die  übrigen 
in  Kap.  19,  §  1    citirten  Werke   beschäftigen;   der  Anhang  am 
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Ende  des  Yeronese'schen  Buchs  enthält  ausgedehnte  und  ein- 
gehende historisch-kritische  Notizen  über  das  vorliegende  Thema; 
vergl.  auch  einen  Artikel  von  Mansion  in  der  Revue  des  Quest 
scient,  1895,  in  welchem  über  die  De  Tilly'schen  Arbeiten 
berichtet  wird. 

§  2.  Das  Postulat  V  Eiiolid*s.  Die  vor  Lobatsoliefskij 
und  Bolyai  erlialtenen  Besultate.     Die  drei  Geometrien 

von  elementarem  Standpunkt. 

Das  Postulat  Y  Euclid's  lautet: 

Es  soU  gefordert  werden,  dass,  wenn  eine  Gerade  zwei 
Gerade  trifft,  und  mit  Urnen  auf  derselben  Seite  innere  Winkel 
bildet,  die  zusammen  kleiner  als  ewei  Rechte  sind,  die  beiden 
Geraden^  ins  Unendliche  verlängert,  einander  zuletzt  auf  dcrselbefi 
Seite  treffen,  auf  welcher  die  Winkel  liegen,  die  kleiner  als  zwei 
Rechte  sind  (Fassung  der  azo^xsta). 

Wir  geben  noch  die  übrigen  Postulate  Euclid's  an*): 
Post.     I.  Zwei  gegebene  Punkte   lassen   sich   immer  durch   eine 

Gerade  verbinden. 
Post.    n.  Eine  Gerade  kann  verlängert  werden, 
Post  m.   Um  ein  gegebenes  beliebiges  Centrum  und  mit  einem 
gegebenen  beliebigen  Radius  lässt  sich  immer  ein  Kreis 
beschreiben, 
Post.  rV.  Aüe  rechten  Winkel  sind  einander  gleich. 
Post.  VI.  Zwei  Gerade  schliessen  keinen  endlichen  Raum  zwisclien 
sich  ein. 

Die  drei  ersten  sind  ConstructionsposttUate, 

Das  vierte  EucUdische  Postulat  ist,  wie  Hilbert  in  seinen 
Grundlagen  der  Geometrie,  Festschrift  zur  Feier  der  Enthüllung 
des  Gauss 'Weber-Denkmals  in  Göttingen,  1.  Tbl.,  Leipzig  1899, 
p.  16  gezeigt  hat,  ein  beweisbarer  Lehrsatz,  der  von  Euklid  mit 
Unrecht  unter  die  Postulate  gestellt  wurde. 

Die  Anstrengungen,  die  man  machte,  das  Postulat  V  zu 
beweisen,  führten  dazu,  an  seine  Stelle  andere  Postulate  zu  setzen. 

Wallis  hat  im  Jahr  1693  zwei  seiner  Vorlesungen  über 

*)  Wir  haben  diesen  Postulaten  die  Nummern  beigelegt,  die  sie 
gewöhnlich  in  den  Euclid- Ausgaben  erhalten;  siehe  z.  B.  die  wich- 
tige von  Heiberg,  188S — 88  besorgte  Ausgabe.  Kritische  Notizen 
über  die  Postulate  findet  man  bei  r.  Tannery,  Bull,  de  Darboux^ 
(2),  5,  8.  Vergl.  auch  einen  Artikel  von  Mansion,  Soc.  scient,  de 
BruxelleSy  14,  1889,  1890,  ferner  die  Besprechung  von  Lindemann, 
auf  die  schon  verwiesen  wurde. 
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Parallelentheorie  ini  zweiten  Band  seiner  Werke  p.  665—678 
veröffentlicht.  Er  ersetzt  die  fünfte  Forderung  Euclid's  durch 
die  andere   (vergl.  Stäckel-Engel); 

Es  exisUren  äJirUkhe  Dreiecke. 

Dieses  Postulat  ist  übrigens  zu  weitgehend;  Saccheri  hat 
statt  seiner  das  folgende  angegeben: 

Es  existlren  zwei  glekkwinklige  und  nicht  congruente  DreiecJ^c. 

Ein    anderes    Postulat  ^    das    dem   Euclidischen    substituirt 
werden  kann,  lautet: 

a)  Von  einem  Punld  ausserhalb  einer  Geraden  lässt  sich  nur 
eine  einzige  Parallele  zu  Uir  ziehen;  dies  entspricht  der 
Annahme,  dass  auf  der  Geraden  nur  ein  einziger  Punkt  im 
Unendlichen  exisÜrt. 

Dem    Euclidischen    Postulat    gleichwerthig    sind    auch    die 
Propositionen : 

bj  Die  Summe  der  drei  Winkel  eines  Dreiecks  ist  zwei  Beditat 
gleich. 

c)  In  einem  Vicrseit,  in  welcliem  zwei  Winkd  Bechte  sind,  und 
die  den  recJiten  Winkeln  anliegenden  beiden  Gegenseiten 
gleUßi  sind,  müssen  die  beiden  anderen  Winkel  Beende  sein; 
von  Saccheri  angenommene  Forderung. 

d)  In  einem  Vierseit  mit  drei  rechten  Winkeln  ist  der  vierte 
Winkel  ein  Bechter;  von  Lambert  adoptirtes  Postulat,  das 
sich  von  dem  vorhergehenden  nur  wenig  unterscheidet. 

Die  Hjrpothesen,  nach  welchen  diese  Winkel,' die  Saccheri 
und  Lambert  benutzen,  stumpf  oder  spitz  .sind,  wollen  wir 
der  Kürze  wegen  die  Hypothese  des  stumpfen  Winkels  und  die 
des  spitzen  Winkels  nennen. 

Unabhängig  von  der  Annahme  eines  dieser  Postulate  gelten 
die  folgenden  Sätze: 

Wenn  man  die  Existenz  eines  einzigen  Drdecks  zugibt,  für 
weMies  die  Summe  der  Winkel  ztvei  Bechte  beträgt,  so  gUt  das- 
selbe für  jedes  andere  Dreieck.  Gewöhnlich  Satz  von  Legendre 
geilannt,  findet  sich  aber  schon  bei  Saccheri. 

Nimmt  man  an,  die  Gerade  erstrecke  sich  ins  Unendliche, 
so  kann  die  Summe  der  drei  Winkel  eines  Dreiecks  nicht  grössir, 
als  zwei  Beeilte  sein.     Legendre. 

Dabei  ist  die  Hypothese  des  stumpfen  Winkels  SaccherVs 
oder  LamberVs  nicht  zulässig. 

Wenn  das  Posttdat  Saccheri' s  oder  Lambert' s  in  einem 
Fall  gilt,  so  ist  es  immer  richtig. 
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Wenn  die  Hypothese  des  spitzen  oder  stumpfen  Winkels 
von  Saccheri  oder  Lambert  in  einem  FaU  zutrifft,  so  ist  sie 
immer  güUig, 

Je  nachdem  die  Summe  der  drei  Winkel  eines  Breiecks 
kleiner,  ebenso  gross  oder  grösser  als  zwei  Rechte  ist,  trifft  die 
Hypothese  des  spitzen  Winkels,  des  rechten  oder  des  stumpfen 
Winkeiis  zu.     Saccheri. 

Bei  Annahme  der  Hypothese,  dass  die  Summe  der  Winkel 
eines  Dreiecks  kleiner  als  zwei  Rechte  sei,  schneiden  sich  zwei 
Gerade  entweder,  oder  verhalten  sich  wie  Asymptoten  zueinander 
(nähern  sich  u/nbegrenzt,  ohne  sich  jemals  zu  treffen)  oder  haben 
ein  Loth  gemei/nschafüich,  von  welchem  aus  gerechnet  isie  divergiren. 
Theorem  von  Saccheri. 

&Ut  dieselbe  HypoUiese,  so  ist  der  FlädieninhaU  des  Drei- 
ecks dem  Winkeldefect  proportional,  wenn  man  diesen  Namen 
der  Differenz  zwischen  zwei  Rechten  und  der  Summe  der  drei 
Winkel  gibt     Theorem  von  Lambert 

Gibt  man  zu,  es  könne  durch  einen  Punkt,  der  im  Innern 
des  Winkels  eines  Dreiecks  liegt,  eine  Gerade  gezogen  werden, 
welche  die  beiden  Schenkel  schneidet,  so  folgt j  dass  die  Summe 
der  drei  Winkel  nicht  weniger  als  zwei  Rechte  beträgt.  Legendre; 
siehe  auch  Baltzer,  Leipz.  Ber.,  1870,  CreUe^  73,  p.  372. 

Diirch  die  vorstehenden  Theoreme  ist  die  Theilung  der 
allgemeinen  Geometrie  in   drei  Haüptspecies  klar  vorgezeichnet: 

I.  Die  sogenannte  Lobatschefskij'sche  oder  hyperbolische 
Geometrie.    Die  Gerade  ist  unendlich .  lang  und  nicht  geschlossen. 

Das  Postulat  V  gilt  nicht,  dagegen  gilt  Postulat  VI. 

Die  Summe  der  Dreieckswinkel  ist  kleiner  als  zwei  Rechte. 

Diese  Geometrie  entspricht  der  Hypothese  des  spitzen 
Winkels  Saccheri's  oder  Lambert's. 

Von  einem  Punkt  aus  können  ztvei  Parallele  zu  einer 
gegebenen  Geraden  (unendlichviele,  die  gegebene  Gerade  nicht 
schneidende  Gerade,  deren  Grendagen  die  zwei .  Parallelen  bilden) 
gezogen  werden.  In  dieser  Geometrie  denkt  man  sich,  die  Gerade 
habe  zwei  unendlich  ferne  Punkte. 

Nennt  man,  wie  gewöhnlich,  a,  ft,  c  die  Seiten  und  Ay  ß,  G 
die  Winkel  des  Dreiecks,  so  gelten  die  folgenden  trigonometri- 
schen Relationen: 

h  c     . 

sin  -^  sin  (7=  sin  w  sinJ5,     das  Sinustheorem, 

c  j    I     .     «         b         ^         .     h  n 

cos  ^  cos  ^  -f-  sin  i^  cos  ^^  cos  C  =  sm  ^^  cos  „  i 
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cos  p  =  cos  p  cos  n  +  sin  ^  sin  -w  cos  J.,  das  Gosinustheoreiii, 
cos  -4  -}-  cos  -B  cos  C  ==  sin  JB  sin  C  cos  -p  , 

sin  C  sin  -4  =  sin  B  cos  w  —  cos  C7  sin  ^  cos  -^  ; 

darin  ist  i2  eine  constante  und  rein  imaginäre  Grösse;  man 
könnte  mithin  in  diesen  Formebi  auf  die  gewohnte  Art  die 
Ereisfunctionen  durch  hyperbolische  ersetzen.  > 

Die  dritte  Relation  wurde  1826  yon  Taurinus  veröffent- 
licht,  der  sich  fast  zu  derselben  Zeit,  wie  Lobatschefsk  ij 
und  J.  Bolyai  mit  den  Principien  der  Geometrie  beschäftigte, 
8taeckel-Engel,  1.  c. 

Lambert  hatte  schon  1766  die  Yermuthung  geäussert,  dass 
die  aus  einer  solchen  Hypothese,  d.  h.  der  Hypothese  des  spitzen 
Winkels,  abgeleitete  Geometrie  sich  auf  einer  Kugd  von  ima- 
ginärem Radius  interpretiren  lasse;  die  vorstehenden  trigono- 
metrischen Formeln  zeigen,  dass  dieser  Zusammenhang  in  der 
That  besteht. 

In  der  L ob atschefskij 'sehen  Geometrie  besitzen  die 
Curven,  deren  Punkte  gleichen  Abstand  von  einer  festen  Geraden 
haben,  (die  Curven  gleichen  Äbstands)  die  Eigenschaften: 

1.  Ihre  Normalen  stehen  sämmüich  senkrecht  auf  der  Geraden 
und  umgekehrt. 

2.  Jede  Gerade,  weMie  die  Curve  in  zwei  Funkten   schneidet, 
badet  in  diesen  Punkten  gleidte  Winkel  mit  der  Curve, 

3.  Die  beiden  von  einem  Funkt  an  die  Curve  gezogenen  Tan- 
genten haben  gleiche  Länge. 

Eine  Curve,  welche  die  Eigenschaften  2  und  3  hat,  und 
überdies  dadurch  ausgezeichnet  ist,  dass  ihre  Normalen  sämmt- 
lieh  parallel  sind,  heisst  eine  Grenzlinie  oder  ein  Oricyclus  Lo- 
batschefskij's. 

Sie  ist  ein  Grenzfall  der  Linie  gleichen  Äbstands  und  zu- 
gleich auch  des  Kreises, 

Sie  ist  einem  Kreis  vergleichbar,  dessen  Mittelpunkt  im  Un- 
endlichen liegt. 

Auf  ähnliche  Art  erhält  man  im  hyperbolischen  Baum  von 
drei  Dimensionen  die  Grenzfläche  (Orisphära)  Lobatschefskifs; 
diese  Flächen  entsprechen  denen,  die  Johann  Bolyai  mit  F 
bezeichnete. 
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n.  Die  EuclidiscJie  oder  parabolische  Geometrie.  Die  Gerade 
ist  unendlich  lang,  aber  geschlossen. 

Es  gelten  die  Postulate  V  und  VI. 

Die  Summe  der  Dreieckswinkel  beträgt  zwei  Bechte. 

Diese  Geometrie  entspricht  der  Hypothese  vom  rechten 
Winkel  Saccheri's  oder  Lambert's. 

Von  einem  Punkt  aus  kann  fmr  eine  einzige  Parallele  zu 
einer  gegebenen  Geraden  gezogen  werden.  Die  Gerade  hat  einen 
einzigen  Punkt  im  Unendlichen. 

Die  oben  angegebenen  trigonometrischen  Formeln  behalten 

ihre  Gültigkeit,  wenn  ^  =0,  d.  h.  i?  =  oc,  vorausgesetzt  und 
mithin 

a  an  die  Stelle  von  i?  sin  ^    und 

gesetzt  wird. 

III.  Die  sogenannte  JRiemann'sdie  oder  elliptische  Geometrie. 
Die  Gerade  ist  geschlossen  und  hat  endliche  Länge. 

Es  gilt  weder  das  Postulat  V  noch  das  Postulat  YI. 

Die  Summe  der  Dreieckswinkel  ist  grösser  als  zwei  Bechte. 

Diese  Geometrie  entspricht  der  Hjrpothese  vom  stumpfen 
Winkel  Saccheri's  oder  Lambert's. 

Von  einem  Punkt  aus  kann  keine  Parallele  zu  ein^ 
Geraden  gezogen  werden;  die  Gerade  hat  keinen  unendlich 
fernen  Punkt. 

Die  trigonometrischen  Formeln  bleiben  dieselben,  wie  vor- 
her; nur  muss  in  ihnen  B  als  eine  wesentlich  reelle  positive 
Grösse  vorausgesetzt  werden. 

Bei  dieser  Geometrie  lassen  sich,  wie  zuerst  Klein  gezeigt 
hat,  auf  die  folgende  Art  zwei  Fälle  unterscheiden: 

Aus  den  trigonometrischen  Formeln  ergibt  sich,  dass  zwei 
Gerade,  die  sich  in  einem  Punkt  schneiden,  sich  in  dem  Ab- 
stand Rtc  von  diesem  Punkt  zum  zweiten  Mal  treffen,  und  dass 
man  überdies,  von  einem  Punkt  aus  auf  einer  Geraden .  fort- 
schreitend, nach  einem  Weg,  der  höchstens  die  Länge  2i2aK.hat« 
unter  allen  Umständen  wieder  zu  dem  Ausgangspunkt  zurückkehrt. 
Auf  Grund  dieser  Principien  sind  dann  zwei  Hypotheseo  mög- 
lich, nämlich: 

a)  Dass  man,  eine  Gerade  durchschreitend,  zum  ersten  Mal 
wieder    nach   dem  Ausgangspunkt   zurückkommt,  nachdem  mar« 

Fascftl,  Bepertoiiura.  II.  40 


626    Kap-  ^^l.   Die  absolute  und  die  nicht-EuclidiBcbe  Geometrie. 

einen  Weg  zurückgelegt  hat,  dessen  Länge  nur  Bit  beträgt;  als- 
dann ist  der  zweite  Punkt,  in  dem  sich  zwei  Gerade  treffen. 
derselbe,  wie  der  erste;  es  besteht  mithin  der  Satz:  Ztcei 
Gerade  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Funkt  und  durch  stcei 
Funkte  geht  nur  eine  Gerade,  Die  Länge  der  Geraden  ist  JR^. 
Die  aus  dieser  Hypothese  abgeleitete  Geometrie  kann  die  einfacfie 
Miemann'sclie  oder  die  einfach  eUipiiscIie  Geometrit  genannt  -wer- 
den.    Klein. 

In  dieser  Geometrie  ist  der  grösste  Abstand  zweier  Punkte 
^Bn;  wenn  ein  Funkt  gegeben  ist,  bilden  aUe  Funkte j  die 
um  ^ÄTC  von  ihm  abstellen,  eine  Gerade. 

Die  Ebene  tvird  in  dieser  Geometrie  durch  eine  Vtrer  Gera-den 
nicht  in  zwei  Theile  zerlegt. 

b)  Dass  man,  eine  Gerade  durchschreitend,  zum  ersten  Mal 
wieder  nach  einem  Weg  2  Bit  zu  dem  Ausgangspunkt  zurück- 
kehrt; alsdann  sdmeiden  sich  zwei  Gerade  imm^  in  zwei  Funkten 
und  es  gibt  Paare  von  Funkten^  durch  welcJie  unendlich  viele 
Gerade  gehen. 

I>ie  Länge  einer  jeden  Geraden  ist  2Ä7r;  die  aus  dieser 
zweiten  Hypothese  abgeleitete  Geometrie  heisst  die  doppelte 
Biemann'sche  oder  elliptisdie  Geometrie.     Klein. 

Per  grösste  Abstand  zweier  Punkte  ist  Bit  und,  wenn  ein 
Funkt  gegeben  ist,  so  gibt  es  nur  einen  Funkt,  der  von  ihm  um 
Bn  absteht. 

Es  existirt  immer  ein  zweien  gegebenen  Geraden  gemein- 
sdiaftlidies  LotJi. 

Die  Ebene  wird  durch  jede  ihrer  Geraden  oder  allgemein 
durch  jede  ihrer  geschlossenen  Linien  zerlegt. 

Jeder  Kreis  hat  zwei  Mittelpunkte. 

Dieser  specielle  Fall  der  Riemann'schen  Geometrie  entspricht 
der  sphärischen  Geometrie  und  lässt  sich  auf  einer  Kugel  inter- 
pretiren. 

Wird  die  elliptische  Geometrie  auf  einer  Fläche  von  con- 
stanter  positiver  Krümmung  interpretirt,  so  steht  die  Unter- 
scheidung zweier  Arten  dieser  Geometrie  in  Beziehimg  zu  den 
beiden  Hypothesen  der  Zweiseitigkeit  bez.  Eifiseitigkeit  dieser 
Fläche.     Vergl.  Kap.  18,  §  1,  S.  556,  557. 

Die  Zweitheilung  der  Riemann'schen  Geometrie  entging  einigen 

Autoren,  wie   z.   B.  Beltrami;  sie  wurde  von  Klein  entdeckt, 

Math.  Ann.,  4,  p.  604,  Anm.  und  6,  p.  125.    Siehe  auch  New- 

imb,  Grelle,  83  und  Killing,  1.  c;  der  letztere  Autor  nennt  den 
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einfach  eUiptiscken  Baum  die  Polarfarm  des  Biemann' sehen  Baums. 
Man  kann  auch  Heft  1,  p.  243,  293  der  oben  citirten  Klein'- 
sehen  autograph.  Vorlesunghefte  vergleichen. 


Zum  Schluss  unserer  Betrachtungen  wollen  wir  noch  bemerken, 
dass  De  Tilly  in  seinen  in  dem  vorigen  Paragraphen  citirten 
Arbeiten,  speciell  in  der  vom  Jahr  1893,  die  drei  Geometrien 
auf  den  Begriff  des  Abstands  allein  gründete,  indem  er  nur 
ihn  als  primitiv  ansah  und  die  Winkel  ausschloss.  Schon 
Fourier  hatte  die  Idee  gehabt,  den  Abstand  der  ganzen 
Euclidischen  Geometrie  zu  Grund  zu  legen;  siehe  die  Stelle  von 
Fourier,  die  in  der  Mathesis,  9,  1889,  p.  139 — 141  repro- 
ducirt  wird.  De  Tilly  benutzte  zur  Kennzeichnung  der  drei 
Geometrien  die  Beziehung  zwischen  den  Abständen  von  4  Punkten 
in  der  Ebene  und  zwischen  den  Abständen  von  5  Punkten  im 
Raum,  auf  welche  Lagrange  hingewiesen  hatte,  und  die  von 
Cayley  studirt  tmd  später  von  Schering  auf  die  nicht- 
Euclidischen  Bäume  ausgedehnt  wurden;  vergl.  S.  20  und  34 
imd  die  Citate  auf  S.  35;  der  letztere  Autor  baute  auf  diese 
Beziehungen  die  Fundamente  der  drei  Geometrien  auf.  Aus 
denselben  Principien  folgerte  er  auch  einen  Beweis  ftlr  die  Un- 
möglichkeit, das  Euclidische  Postulat  logisdi  abzuleiten,  welche 
die  ersten  Schriftsteller  Bolyai  und  Lobatschefskij,  die  sich 
mit  der  absoluten  Geometrie  beschäftigten,  noch  nicht  nach- 
zuweisen vermochten,  die  sich  aber  schon  als  Folge  aus  den 
Arbeiten  von  Biemann,  Helmholtz,  Beltrami  und  Klein 
ergab.  Ueberdies  gab  Schering  einen  kurz  gefassten  Beweis 
des  Satzes,  dass  ausser  dem  Eudidischen  und  den  beiden  nicht- 
Euclidischen  kein  anderes  geometriscfies  System  existirt.  Eine 
kritische  Besprechung  der  De  Tilly^schen  Arbeiten  findet  man 
auf  S.  665  u.  ff.  der  deutschen  Uebersetzung  des  Veronese'schen 
Buchs  und  in  Bd.  lU  von  Lie's  Transformationsgruppen. 

§  3.    Die  gewöhnlioben  metrlBOhen  Belationen  in 

projectiver  Form. 

» 

Vorerst  bemerken  wir,  dass  die  gewöhnlichen  metrischen 
Beziehungen  sich  in  projective  Form  bringen  lassen,  wenn  in 
der  Ebene  die  beiden  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte 
und  in  dem  Baum  der  unendlich  ferne  imaginäre  Kreis  (der 
Kugelkreis)  zu  Hülfe  genommen  werden.    Vergl.  S.  83  und  105.' 

40* 
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Es  seien  x^,  x,,  Xg;  x^,  x^'  x^  die  homogenen  Coordina- 
ten  zweier  Punkte  P,  P'  und  |j,  |j,  Jj;  g/,  1,',  §3'  die  der 
beiden  Kreispunkte  der  Ebene  (yergL  S.  28 ;  diese  unendlich  fernen 
Kreispunkte  haben  die  Coordinaten  1,  t,  0  bez.  1,  — t,  0);  der 
Abstand  der  beiden  Funkte  wird  dann  durch  die  Formel 


""  —  ^  (xii:){x'ii'T 

ausgedrückt,    in  welcher  R  eine  von  der  Masseinfteit  abhängige 
Conskmte  bezeichnet.     Dabei  bedeutet  {xx'^)  die  Determinante 


Xi     X^     X3 

/      /      / 
1      s      3 


u.  s.  w. 


Il      I2      58 

Wenn  man  die  Masseinheit  einführt  und  sich  denkt,  die 
Punkte  a'y  a  stehen  um  die  Einheit  von  einander  ab,  so  icird 
der  prqjective  Ausdruck  für  r: 


^  ^  y^{x^i){xxJ){aU'){a'U') 
V{aa'i)laaT)ixU'){x'it)' 

Wir  gehen  nun  zu  dem   Winkel  zweier  Geraden  über: 
Es  seien  t*,  =  0 ,  ««  =  0  die  auf  homogene  Coordinaten 
bezogenen  Gleichungen  zweier  Geraden  in  der  Ebene;  der  Wmkel 
CD  ztüischen   ihnen  ist  durch  die    fegenden  projectiven  Formeln 
gegeben: 

1  «*^»lt»  +  «^^Wf' 


COSCö  == 


^  |/f*tWi.  •  u'^  u'tf 


8ino)=  '  '         '  ^ 


2   l/WfiU-r  •  u'yUt, 

Dabei    ist   das    Laguerre'sche   Theorem,   Nouv,  Ann.^  12, 
1853,  p.  64  zu  erwähnen;  vergl.  S.  28: 

Der   Winkel  o  mrd  durdi 

1  Ut  '  u'i, 

0)  =  *--  log  ^— ^ 

bestimmt,  d  h.  ca  ist  gleich    -  ,  multiplidrt  mit  dem  Logarithmus 

Tu 

des  anharmonischen  VerhäUmsses  des  Quadrupels,  welches  aus 
den  beiden  gegebenen  Geraden  und  den  nach  den  zwei  Kreis- 
nmikten  gezogenen  Geraden  gebildet  isi. 
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Um.  analoge  Foiineln  im  Baum  zu  erhalten,  muss  der 
unendlich  ferne  imagin&re  Kreis  in  die  Betrachtung  eingezogen 
werden. 

Man  habe  den  Abstand  der  Punkte  zu  untersuchen,  deren 
homogene  Coordinaten 

.       '       '       '       ' 

.  *1>   ^2'  ^8»    ^4'     ^1?    ^2?    "^8»    ^4 

Sind. 

Wir  bilden  den  Kegd  Sf^  Grads,  der  von.  dem  Punkt 

2^1»  yi,  2/8»  ^4 
des  Baums  aus  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis  projicirt, 
und  F(^Xj  y)  =  0  sei  die  Gleichung  dieses  Kegels,  worin  die 
X  die  laufenden  Coordinaten  sind;  es  sei  femer  T(X)  =  0  die 
Gleichung  der  Ebene,  welche  durch  denselben  unendlich  fernen 
imaginären  Kreis  geht;  der  Abstand  der  beiden  Punkte  im 
Raum  wird  dann  durch  die  Formel 

r  —  ^  T(x)  T(x') 

ausgedrückt,  worin,  wie  oben,  R  eine  von  der  Masseinheit  ab- 
hängige Constante  bedeutet^  welche  sich  so,  wie  frvUier^  bestim- 
men lässt. 

Man  habe  ferner  zwei  von  einem  Punkt  {y)  ausgehende  Gerade; 
auf  der  einen  liege  der  Punkt  (rr),  auf  der  anderen  der  Punkt 
(a?');  man  bezeichne  mit  Fx'  die  Polare  von  F  mit  dem  Pol 
(x^  in  Bezug  auf  die  Variabein  (x)  und  mit  Ox'  (ä;,  y)  =  0 
die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (x')  an  den  Kegel  mit  der 
Spitze  (y)  gelegten  Berührungsebene. 

Der  Winkel  der  beiden  Geraden  ist  dann  durch  die  Formeln 

F^>(jü,  y) 

cos  00  = 


yF{x,  y)  F{x\  y) 

.     VM^;  y) 


sm  (ö  =  I  - 


yF{x,  y)F{x\  y) 

gegeben  u/nd  zwischen  F  und  O  besteht  die  Beziehung: 

^x'  {x,  y)  =  fI\x,  y)  —  F{x,  y)  F{xy) . 

Der  zwischen  zwei  Ebeneti  enthaltene   Winkel  ist  das  Pro- 

duct   von     -  mit  dem  Logarithmus  des  DoppdverhäUnisses  des 

Quudrujpels  ^  welcfies  aus  den  beiden  gegebenen  und  den  zwei 
Ebe-fien  besteht,  die  durch  die  Schnittlinie  der  ersteren  gehen  und 
den  unendlicfi  fernen  imaginären  Kreis  berühren. 
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Betrachtet  man  den  unendlicli  fernen  imaginären  Kreis  als 
eine  degenerirte  Enveloppenfläche  2**"  Grads,  so  sind  die  drei 
Hauptaxm  einer  beliebigen  Fläche  J3^^  Grads  drei  Kanten  des 
Tetraeders,  das  in  Bezug  auf  die  gegebene  Flädie  2^^  Grads 
und  die  durch  den  unendlicli  fernen  imaginären  Kreis  dargestellte 
degenerirte  Fläche  ^**°  Grads  sicüi  selbst  canjugirt  ist.  Vergl. 
S.  103—124. 

Confocal  (S.  120)  sind  die  Flächen  ^*«'  Ordnung,  die  in 
die  nänüiche  abunckelbare  utid  den  unendlich  fernen  imaginären 
Kreis  entJialtende  Fläche  eingeschiieben  sind. 


§  4.   Das  absolute  Ghebilde  Gayley's.    Die  projeetive  Metrik. 
Projeotive  Interpretation  der  drei  Geometrien. 

Es  soll  jetzt  die  tiefgreifende  Idee  besprochen  werden,  die 
von  Cayley  in  dem  6**^  Memoir  über  die  Theorie  der  alge- 
braischen binären  und  temären  Formen,  PhiL  Trans,,  1859  an- 
geregt und  später  von  Klein,  Math.  Ann.,  4,  6  auf  elegante 
Art  zur  projectiven  Interpretation  der  nicht-Euclidi sehen  Geome- 
trie nutzbar  gemacht  wurde. 

Gebüde  1^^' Stufe.  Wir  beginnen  mit  den  Gebüden  1**^' Stufe, 
d.  h.  von  nur  einer  Dimension. 

Wir  denken  uns  auf  der  Geraden  ein  Paar  von  Punkten 
festgesetzt,  welches  wir  das  absolute  Gebüde  der  Geraden  nennen 
wollen.  Wenn  ar^,  x^  die  laufenden  homogenen  Coordinaten 
eines  Punkts  der  Geraden  sind-,  so  wird  das  Paar  Punkte  durch 
eine  in  x^  x^  quadratische  binäre  Form 

1  =  1  k—i 

dargestellt,  deren  linke  Seite  wir  mit  2^^  bezeichnen;  auf  dieses 
absolute  Gebilde  beziehen  wir  die  metrischen  Verhältnisse  zwischen 
den  Punkten  der  Geraden. 

Sind  zwei  Punkte  x^  x'  gegeben  imd  werden  die  Punkte 
des  absoluten  Gebildes  J,  1'  genannt,  so  bilden  wir  das  Doppel- 
verhältniss 

(x^){xy) 

(^r)>'«) 

und  nennen  Abstand  der  beiden  Punkte  x,  x'  den  Ausdruck 

r  =  RlogD, 
^OTin  R  eine  beliebige  Constante  bedeutet. 
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Bezeichfiei  man  jnit  ^xx'  die  Polare  von  ^„  für  den  Pol 

1  =  2  t=S 

x\  also   ^  ^  a^^x^Xk^  so  ist 
,=1  it=i 

r  =  B\og  ^'-''  +-^ J^-'H^i^^' . 

.m^X  X'  ^  ^XX ,^XX  ^^x'  X' 

Der  Abstand  r  genügt  der  Fundamentalrelation  (der  ^lat- 
sächlich  die  Abstände  auf  einer  Geraden  in  dem  gewöhnlichen 
Sinn  des   Worts  geniigen): 

^2  +  ''28  +  »'S!  =  0, 

trenn  mit  r^j  der  Abstand  zwischen  den  Punkten  i  und  j  bezeich- 
net wird. 

Es  lassen  sich  nun  die  drei  Fälle  unterscheiden: 

I.  Die  beiden  Puokt«  |,  J'  des  absoluten  (xebildes,  das  der 
Massbestimmung  zu  Grund  liegt,  sind  verschieden  (d.  h.  die 
Discriminante  von  21  verschwindet  nicht)  und  conjugirt 
imaginär.  In  diesem  Fall  ergibt  sich  die  elliptische  Geo- 
metrie auf  der  Geraden. 
II.  Die   beiden  Punkte  $,  |'  fallen    zusammen.      Man    erhält 

die  parabolische  Geometrie. 
in.  Die  beiden  Punkte  S,  ^'  sind  reell.     Es  folgt  die   hyper- 
bolische Geometrie. 

In  der  hyperbölisdien  Geometrie  haben  die  beiden  Punkte 
5,  S'  unendlich  grossen  Abstand  von  jedem  beliebigen  anderen 
Punkt  und  die  Gerade  hat  zwei  Punkte  im  Unendlichen. 

Die  Definition  des  Abstands  r  ergibt  im  Fall  der  parabo- 
lischen Geometrie  für  r  immer  Null,  wenn  It  von  Unendlich 
verschieden  ist,  und  wird  unbestimmt,  wenn  man  11  gegen  Un- 
endlich convergiren  lässt. 

Man  setzt  in  dem  letzten  Fall  S/ =  li -(- f  ?i ,  J2'=b2"l"^J2 

ß 
und         an  Stelle   von   R  und  definirt  den  Abstand  als  Grenze, 
f 

nämlich 


r  =  lim  j      log  D  \  . 


In  der  'paraboHschen  Geometrie  ist  nur  der  Punkt  '%  un- 
endlich ferner  Punkt,  d.  h.  er  hat  unendlich  grossen  Abstand 
von  jedem  belirbigen  anderen  Punkt;  der  Abstand  r  zweier  Punkte 
ti'ird  als  tir  Differenz  zwei:r  Doppel verhältyüsse 
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(xO)JEi)_(xO)(Ei) 
{x''1){E6)        (x^HEO) 

ausgedrückt,  warin  0  den  Anfangspunkt  auf  der  Geraden  und 
E  den  Einheitspunkt  heeeichnet. 

In  der  elliptischen  Crtometrie  ist  die  Länge  der  Geraden 
endlich  und  gleich  2B.it. 

Gebilde  J3^'  Stufe.  Wir  denken  uns  in  der  Ebene  einen 
Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  ^^^  =  0  laute,  und  nennen  ihn 
das  absolute  Gebilde  der  Ebene.  Seine  Gleichung  in  Liniencoor- 
dinaten  sei  fi^„„  =  0. 

Jede  Gerade  der  Ebene  schneidet  den  Kegelschnitt  in  zwei 
Punkten,  die  entweder  reell  oder  conjugirt  imaginär  sind  oder 
zusammenfallen-,  diese  Punkte  sind  die  Fundamentalpunkte  für 
die  Geometrie  auf  dieser  Geraden  der  Ebene. 

Von  jedem  Punkt  der  Ebene  aus  kann  man  zwei  Tangen- 
ten an  den  absoluten  Kegelschnitt  ziehen;  diese  beiden  Geraden 
sind  die  Fundamentalgeraden  für  die  Geometrie  des  von  diesem 
Punkt  ausgehenden  Strahlenbilsdiels. 

Als  Abstand  zweier  Punkte  (x),  [x')  definiren  wir  den 
Ausdruck  

r  =   jR  log  -:        __----  -r     - 

^xx y  ^xx' ^xx  ^x'jc' 

und  als  den   Winkel  zivcier  Geraden  (m),  (u)  den  Ausdruck 

(O  =  Jt    log -  -rr ^_- 1  • 

\u' — y^uu' — \«^'tt'«' 

Der  absolute  Kejelsöhniä  ist  der  Ort  der  Punkte  der  Ebene, 
die  unendlich  grossen  Abstand  von  einem  gegebenen  PunH  haben. 

Der  Ort  der  Punkte  der  Ebene,  die  constanten  Abstand 
von  einem  festen  Punkt  (x)  haben,  i^t  ein  KegelscJinitt ,  welcher 
den  absoluten  Kegelschnitt  in  den  beiden  Punkten  berührt,  in 
wclcfien  dieser  von  der  Polaren  von  (x)  geschnitten  wird. 

Und  correlativ : 

Die  Geraden,  welche  mit  einer  gegebenen  Geraden  (u)  den- 
selben Winkel  bilden,  hüllen  einen  Kegelschnitt  ein,  der  den  ab- 
soluten Kegelschnitt  in  den  beiden  Schnittpunkten  des  letzteren 
mit  (m)  berührt. 

Die  Geraden,  die  sich  auf  dem  absoluten  Kegelsöfiniti 
schneiden,  bilden  den  Winkel  Null  miteinander  und  sind  daher 
'5  parallel  anzusehen. 
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Mithin : 

Im  Allgemeinen  lassen  sich  von  jedem  Punkt  zwei  (reelle, 
inMginäre,  zusammenfallende)  Parallelen  zu  einer  gegebenen  Ge- 
raden ziehen. 

Nimmt  man  an,  der  Kegelschnitt  2  sei  imaginär  und  setzt 
Ä  =  f  22j  und  JB'=  *-Ri'>  so  ist  die  Länge  jeder  reellen  Geraden 
der  Ebene  endlidfi  und  gleich  2i^^7C  und  die  Summe  der  Winkel 
in  einem  Strahlenbüschel  2R^%,  Setzt  man  dann  noch  R^'=-^, 
so  erhält  man  die  Biemann'sche  oder  elliptische  Geometrie. 
Vergl.  §  2. 

Nimmt  man  dagegen  an,  der  Kegelschnitt  £  sei  reell  und 
setzt  wieder  R^^ilt^,  R'  =  iR^  und  Ri=^t  so  ergiebt  sich 
die  Lobatschefskij'sche  oder  hyperbolisdie  Geometrie. 

Wird  schliesslich  vorausgesetzt,  der  Kegelschnitt  sei  degene- 
rirt  und  reducire  sich  als  Enveloppe  auf  ein  Punktepaar,  so 
konunt  man  zu  der  parabolischen  Geometrie  im  weiteren  Sinn, 
welche  sich  auf  die  Eudidische  Geometrie  reducirt,  wenn  diese 
Punkte  die  (conjugirt  imaginären)  Kreispunkte  sind. 

Hat  man  diese  Principien  für  die  Gebilde  2**'  Stufe  aufgestellt, 
so  bietet  ihre  Erweiterung  auf  die  Gebilde  3*®'  Stufe,  speciell  auf 
den  gewöhnlichen  Raum  keine  weitere  Schwierigkeit  dar.  In 
dem  letzteren  ist  das  absolute  Gebilde  eine  Flädie  ^*®'  Ordnung. 
Je  nachdem  diese  Fläche  2^'  Ordnung  imaginär  oder  reell  aber 
mit  nicht  reelleu  Erzeugenden  oder  (als  Enyeloppe)  in  einen 
ebenen  Kegelschnitt  und  speciell  den  imaginären  Kugelkreis  degene- 
rirt  ist,  erhält  man  die  drei  Geometrien,  die  eUiptisdie,  hyper- 
bolische und  parabolische  des  §  2. 

§  5.    Beltrami'B  Darstellung  der  nioht-Euolidischeii 
Geometrie  auf  Mannigfaltigkeiten  der  Euclidischen  Bäume. 

Die  Löbatschefskij'sclie  Geometrie  fällt  mit  der  Geometrie  in 
einem  Raum  constanter  Riemann'sdter  negativer  Krümmung  zu- 
sammen, vergl.  Kap.  20;  es  genügt,  an  die  Stelle  der  Geraden 
die  geodätiscJten  Linien  zu  suhstituiren. 

Daher  deckt  sich  ins  Besondere  die  ebene  Lobatschefskifscke 
oder  hyperbolische  Geometrie  mit  der  Geometrie  auf  einer  Fläche 
von  constanter  negativer  Krümmung  in  unserem  gewöhnlichen 
Raum,  vergl.  Kap.  16,  §  11,  S.  496;  aus  diesem  Grund  wird  die 
ebene  Lobatschefskij'sche  sMch.  pseudosphärische  Geometrie  genannt. 

Wie  schon  in  §  2  gesagt  wurde,  hatte  Lambert  bereits 
im  Jahr  1766    bemerkt,   dass   die   aus   der   sogenannten   UypO' 
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ffiese  des  spitzen  Winl'els  abgeleitete  Geometrie  sich  auf  einer 
Kugel  mit  imaginärem  Radius  interpretiren  lasse;  weiter  hatte 
dann  Minding,  Crdle^  19,  1839;  20,  1840  gezeigt,  dass  die 
trigonometrischen  Formeln  in  Bezug  auf  die  pseudosphärischen 
Dreiecke    sich    aus    den    Formeln  för  die    sphärischen  Dreiecke 

ergeben,  wenn  man  B  durch  RY — 1  ersetzt  (vergl.  S.  495); 
später  hatte  sich  Codazzi,  Ann,  di  Tortolini,  1857  mit  dem- 
selben Gegenstand  beschäftigt;  es  war  jedoch  Beltrami,  Giorn, 
di  Bau.,  4,  1868,  der  zuerst  die  wahre  Bedeutung  dieser  Be- 
ziehungen auf  elegante  Art  nachwies.  In  einer  späteren  Arbeit, 
Ann.  di  mat,  (2),  2,  p.  261,  dehnte  Beltrami  die  Betrach- 
tungen, die  er  vorher  nur  fiir  die  Ebene  angestellt  hatte,  auch 
auf  die  Bäume  von  drei  Dimensionen  aus. 

Die  Constante  B,  welche  in  die  Formeln  der  Lobatsckefskij' 
selten  Geometrie  eingeht  (siehe  §  2),  ist  so  nichts  Anderes y  als 
die  Quadratwurzel  aus  dem  reciproken  Werth  der  Krümmung 
jenes  gekrümmten  Baums,  in  dem  sich  diese  Geometrie  interpfr- 
tiren  lässt. 


Was  die  ebene  Biemann'sdie  oder  elliptische  Geometrie  an- 
geht, so  zerfällt  sie,  wie  wir  schon  in  §  2  bemerkt  haben,  in 
zwei  Ünterabtheilungen ,  von  denen  nur  eine  auf  der  Kugel 
interpretirt  werden  kann;  die  andere  dagegen  entspricht  immer 
der  Geometrie  auf  einer  Fläche  constanter  positiver  Krümmung, 
die  aber  einen  anderen  Zusammenhang  hat,  als  die  Kugel.  Siehe 
darüber  die  Betrachtungen  von  Klein  in  seinen  schon  citirten 
Vorlesungsheften,  VI,  Hft.  1,  p.  24^ — 293  und  unsere  Angaben 
auf  S.  626. 


§  6.    VollBtändiges  Axiomensystem  der  Geometrie. 

Bisher  haben  wir  uns  in  diesem  Kapitel  mit  der  Frage 
über  die  Stellung,  welche  das  Parallelenaxiom  in  der  Geometrie 
einnimmt,  beschäftigt;  diese  Frage  ist  jedoch  eigentlich  nur  eine 
untergeordnete  gegenüber  der  viel  weitergehenden  nach  einem 
vollständigen  System  voneinander  unabhängiger  Axiome  imd  der 
Stellung  dieser  Axiome  untereinander. 

Sie  wurde  zuerst  von  M.  Pasch  in  seinen  Vorlesungen 
über  neuere  Geometrie,  Leipzig  1882  behandelt.  Eine  andere 
sehr  tiefgehende  Behandlung  dieses  Problems  verdankt  man  dann 
Veronese,  Grundzüge  d:r  Geometrie,  deutsch  von  A.  Schepp, 


s^ 
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Leipzig  1894.  Veronese  hat  vor  allen  Dingen  den  Versuch 
gemacht,  eine  von  dem  Archimedischen  Axiom  unabhängige  Geo- 
metrie aufzubauen. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  femer  auf  die  Elemenfi  di  geomdria 
von  Veronese,  Verona-Padova,  Fratelli  Drucker,  1897,  2.  Ausg., 
1901  hingewiesen,  welche  das  erste  für  Mittelschulen  bestimmte 
Lehrbuch  der  Elementargeometrie  darstellen,  das  den  heutigen 
Anforderungen   an   eine  strenge  Begründung  zu  genügen  sucht. 

Ausser  diesen  eben  citirten  Werken  wollen  wir  noch  die 
folgenden  Arbeiten,  die  sich  mit  den  Axiomen  beschäftigen,  an- 
führen: Peano,  Sui  fondamenü  ddla  geomdria,  liivista  di 
MatemaHca  1894;  Ingrami,  Elementi  di  geomdria  per  le  scuole 
secondarie  superiori,  Bologna  1899;  Pieri,  Della  geometria 
elementare  come  sistema  ipotetico  deduttivo,  Mem,  Äcc.  Torino, 
1899.  Ganz  besonders  sind  aber  die  ausgezeichneten  Unter- 
suchungen von  Hilbert,  Grundlagen  der  Geometrie,  Leipzig 
1899  zu  nennen,  die  jeder  Mathematiker  studiren  sollte. 

Hilbert  theilt  das  von  ihm  verwandte  Axiomensystem  in 
fünf  Gruppen  ein: 

L  Axiome  der  Verknüpfung  (die  eine  Verknüpfung  zwischen 

den  Begriffen:  Pimkt,  Gerade,  Ebene  darstellen), 
n.  Axiome  der  Anordnung  (die  den  Begriff  „zwischen"  defi- 
niren   und   auf  Grund   dieses  Begriffs   die  Anordnung  der 
Punkte   auf  einer  Geraden,   in  der  Ebene  und  im  Raum 
ermöglichen), 
m.  Axiom  der  Parallelen, 
rV.  Axiome  der  Congruenz, 
V.  Axiom  der  Stetigkeit  oder  Archimedisches  Axiom. 

Die  erste  Gruppe  umfasst  7,  die  zweite  5,  die  dritte  1, 
die  vierte  6,  die  fünfte  1  Axiom. 

Um  einen  Begriff  von  diesen  Axiomen  zu  geben,  führen 
wir  einige  von  ihnen  in  Hilbert's  Nummerirung  und  Fas- 
sung an: 

Ij.  Zivei  von  einander  verschiedene  Punkte  bestimmen  stets 
eine  Gerade. 

Ig.  Irgend  zwei  von  einander  verschiedene  Punkte  einer  Ge- 
raden hestimmen  stets  diese  Gerade. 

I7.  Auf  jeder  Geraden  gibt  es  wenigstens  zwei  Punkte,  in 
jeder  Ebene  wenigstens  drei  nicht  auf  einer  Geraden  qe- 
legene  Punkte,  im  Baum  gibt  es  wenigstens  vier  nicht  in 
einer  Ebene  gelegene  Punkte. 
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IIj.   Wmn   A,   B,    C   Punkte    einer   Geraden    sind,   und   B 
zwisdien  A  und  C  liegt,  so  Uegt  B  aitch  zwischen  C  und  A, 

Wir  heben  dann  nur  noch  das  Archimedische  Axiom  in 
Hilberths  Fassung  hervor: 

V.  Es  sei  -4|  ein  beliebiger  Punkt  auf  einer  Geraden  zwischen 
den  beliebig  gegebenen  Punkten  A  und  B;  man  can- 
struire  dann  die  Punkte  A^,  A^,  A^,  , ,.  so,  dass  A^ 
zmschen  A  und  A^,  ferner  A^  zwischen  A^  und  A^, 
femer  A^  zwischen  A^  und  -4^,  u.  s,  w,  liegt,  und  überdies 
die  Strecken 

A.A.^,    A^A^,    A^A^,    A^A^,  .  .  . 

einander  glek^  sind;  dann  gibt  es  in  der  Reihe  der  Punkte 
A^,  A^,  A^,,  .  .  stets  einen  solchen  Punkt  A^,  dass  B 
zwischen  A  und  A^  liegt. 

Ueber  die  Geschichte  dieses  Archimedischen  Axioms^ 
das  schon  auf  ältere  Geometer  zurückzuführen  ist,  vergleiche 
M.  Cantor,  Gesc^i,  der  Math.,  1,  p.  229;  femer  0.  Stolz,  Math. 
Ann.,  22. 

Hilbert  hat  für  seine  in  den  Gruppen  lü,  IV,  V  enthal- 
tenen Axiome  ihre  Unabhängigkeit  von  den  übrigen  nachgewie- 
Ten.  Statt  der  Hilbert'schen  Axiome  kann  man  auch  andere 
zu  Grund  legen,  wie  wir  z.  B.  über  verschiedenartige  Fassungen 
des  Parallelenaxioms  schon  in  §  2  gesprochen  haben. 

Es  empfiehlt  sich,  mit  den  Hilbert'schen  Untersuchungen 
die  hervorragende  Abhandlung  von  F.  Schur,  üeber  die  Grund- 
lagen der  Geometrie,  Math.  Ann.,  55  zu  vergleichen.  Man 
findet  dort  eine  andere  Fassung  der  Axiome  und  unter  Anderem 
auch  den  Nachweis,  dass  sich  die  Hilbert 'sehen  Axiome  der 
Gruppen  I  und  11  noch  reduciren  lassen  (Math.  Ann.,  55, 
p.  271). 

Von  den  durch  diese  Untersuchungen  erzielten  Besultaten 
sei  vor  Allem  hervorgehoben,  dass  der  Aufbau  der  projectiven 
Geometrie,  vorzüglich  der  Beweis  des  Fundamentalsatzes: 

„Eine  projeciive  Beziehung  zwischen  zwei  Geraden  ist 
dadurdi  bestimmt,  dass  drei  Punkten  der  einen  Geraden  drei 
Punkte  der  anderen  als  entsprechend  zugewiesen  werden*^ 

unabhängig    von    dem    Parallelenaxiom    (v.   St  au  dt,    Geometrie 

der  Lage;  Klein,  Math.  Ann.,  4,  6)  und  unabhängig  von  dem 

Archimedischen  Axiom  (F.  Schur,   Ueber  den  Fundamentalsatz 

*•  projectiven  Geometrie,  Math.  Ann.,bl)  ist.   Durch  Hilbert  ist 
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der  strenge  Nachweis  geführt,  dass  man  den  Fundamentalsatz 
nicht  lediglich  mit  Hülfe  der  Axiome  der  Verknüpfung  und 
Anordnung,  die  man  als  projective  Axiome  bezeichnet,  beweisen 
kann;  entweder  muss  man  zu  den  erwähnten  Axiomen  noch  sämmt- 
liche  Congruenzaxiome  oder  das  Axiom  des  Archimedes  in  seiner 
projectiven  Fassung  hinzunehmen  (Kap.  VI  der  Hilbert'schen 
Grundlagen). 

Auch  die  elementare  Proportionslehre  der  Euclidischen  Geo- 
metrie ist,  wie  diese  Untersuchungen  lehren,  Ton  dem  Archi- 
medischen Axiom  unabhängig.  Dies  geht  schon  iäus  den  Unter- 
suchimgen  von  Schur  in  seinem  Lehrbuch  der  analytischen 
Geometrie,  Leipzig  1898  hervor,  ist  aber  vorzüglich  von  Hilbert, 
1.  c.  dargethan  worden. 

Bezüglich  der  Fragen  dieses  Paragraphen  sei  auch  noch 
auf  die  Schriften  von  F.  Klein,  Zur  ersten  Vertheüung  des 
LobatschefsMj 'Preises ,  Math.  Ann.,  50  und  auf  Holder,  An- 
schauung und  Benken  in  der  Geometrie,  Leipzig  1900  verwiesen. 

Auf  die  Verwerthung  des  Archimedischen  Axioms  in  seiner 
projectiven  Fassung  zum  Beweis  des  Fuudamentalsatzes  hat 
Klein  in  dem  eben  citirten  Aufsatz  hingewiesen.  (Vergl.  auch 
Schur,  Math.  Ann.,  51,  p.  402;  55,  p.  274). 

Man  kann  den  Fundamentalsatz  auch  mit  Hülfe  der  Axiome 
der  Anordnung  und  Verknüpfung  beweisen,  wenn  man  noch  ein 
Axiom  über  Punkte,  die  durch  Grenzprocesse  definirt  sind,  her- 
beizieht. Diesem  Axiom  kann  man  etwa  folgende  Form  geben: 
Jeder  Punkt,  der  durch  einen  convergenten  unendlichen  Process 
definirt  wird,  soll  uirklidi  existiren.  (Axiom  von  Georg 
Cantor,  Math.  Ann.,  5.     Vergl.  F.  Klein,  Math.  Ann.^  6.) 


Namenregister. 

Wir  machen  darauf  aufmerksam,  dass  das  Jahrbuch  über  die 
Fortschritte  der  Mathematik  seit  dem  Jahr  1868  über  alle  Erschei- 
nungen der  mathematischen  Literatur  berichtet  und  daher  ein  sehr 
wichtiges,  fast  unentbehrliches  Hülfsmittel  darstellt. 

Die  Zahlen,  vor  denen  ein  S.  steht,  beziehen  sich  in  diesem 
Register,  wie  in  den  folgenden,  auf  die  Seiten  des  Textes.  Auf  den 
hinter  dem  Wort  „ausserdem'^  aufgeführten  Seiten  ist  der  Name  des 
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151,  1861,  8.  199;  ib.,  163,  1863,  8.  365;  ib.,  154,  1864,  8.280,  846 
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183,  236,  435;  Trasf.  biraz.  dello  spazio,  Kend.  Ist.  Lomb.,  1871; 
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S.  572;  ib.,  VI,  Nicht-Euclidische  Geometrie,  2Hfte.,  W.  S.  1889/90, 
S.  S  1890,  Leipzig,  S.  496,  620,  627,  634;  Vorlesungen  über  das  Iko- 
saeder  und  die  Autlösung  der  Gleichungen  Tom  5. Grad,  Leipzig  1884, 
S.674;  Ueber  die  Transformation  der  allgemeinen  Gleichung  des  zwei* 
ten  Grads  zwischen  Liniencoordinaten  auf  eine  canonische  Form,  In- 
auguraldiss.,  Bonn  1868,  abgedr.  in  Math.  Ann.,  23,  S.  376,  378,  393, 
395,  588;  Zur  ersten  Vertheilung  des  Lobatschefskij -Preises,  Math. 
Ann.,  50,  S.  637;    Gott.  Nachr.,  1869,  S.  380;   Joum.  de  Liouville, 

4,  1887,  p.  169,  S.  287;  Math.  Ann.,  2,  S.  300,  376,  378,  388,  389; 
ib.,   4,  S.  583,  620,  626,  630,  636;  ib.,  5,  S.  302,  378,  614;  ib.,  6, 

5.  132,  283,  291,  583,  620,  626,  630,  636,  637;  ib.,  7,  S.  878,  389, 
576;  ib.,  10,  S.  131,  199,  200,  576;  ib.,  11,  S.  199;  ib.,  14,  S.  573; 
ib.,  22,  1883,  S.  105,  378;  ib.,  37,  S.  615;  ausserdem  S.  46,  152, 
303,  328,  388,  391,  393,  403,  407,  575,  608,  625,  626.  Vergl.  auch 
Clehsch,  Möbius^  l*liicker,  Fricke. 
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Klein  mit  Lie,  Bull,  des  sciences  math.,  1872,  S.  545;    Math.  Ann., 

23,  S.  306. 
Klein  mit  NoeÜier,  Gott.  Nachr.,  1869,  S.  888. 
Kohh,  G.,  Journ.  de  Liouv.,  1892,  S.  239. 
Königs,  Gäom.  r^gl^e  etc.,  Ann.  de  Toulouse  7,  1893,  S.  389;  Compt. 

Rend.,  1889,  S.  472. 
KöUer,  E.,  Die  Entwicklung  der  synthetischen  Geometrie  von  Monge 

bis  auf  Staudt  (1847),  Jahresberichte  der  deutsch.   Mathematiker- 

ver.,  1.  Hft.,  1898,  2.  Hft,  1901,  S.  126. 
Kohn,  G.,  Wiener  Ber.,  96,  1887,  «.  280. 
Komdorfer,  Math.  Ann.,  1,  8.  242,  320;  ib.,  2,  S.  320;  ib.,  8,  S.  271; 

ib.,  4,  S.  242. 
Kowalewski^  G,y  Ueber  Fusspunktcurven  von  Ovalen  mit  Mittelpunkt, 

Leipz.  Ber.,  1901,  S.  516;  vergl.  auch  Cesäro. 
Kraus,  Math.  Ann.,  16,  S.  153. 
Krause,  Robert,  Math.  Ann.,  14,  1879,  S.  176. 
Kranecker  (1823—1891),  Berl.  Ber.,  1869,  S.  612;  Grelle,  92,  S.  214; 

ausserdem  S.  156,  333,  586. 
Kücher,  Grunert's  Archiv,  47,  S.  71. 
Kuen,  Manch.  Ber.,  1884,  S.  494. 
Küpper,  Grelle,  55,  63,  S.  526;  ausserdem  S.  156. 
Kuminer  (1810—1893),  Berl.  Abb.,  1866,  S.  296,  300,  410,  411,  414, 

416,  419;  Berl.  Monatsber.,  1859,  1860,  S.  512;  ib.,  1862,  S.  331;  ib., 

1863,  S.  312,  381;  ib.,  1866,  1872,  S.  331;  Grelle,  57,  1860,  S.  410, 

512;    ib.,  64,  1863,  S.  312,  820,  331,  382;    ausserdem  S.  295,  296, 

299,  814,  328,  832,  884,  859,  409,  415,  418,  419. 

Lacour,  Sur  la  surface  de  Steiner  et  K^duction  ä  la  forme  canonique 
des  formules  qui  donnent  en  fonction  rationelle  de  deux  para- 
m^tres  les  coordonndes  d'un  point  de  la  surface  de  Steiner,  Nouv. 
Ann.  de  math.,  (8),  1,  1898,  S.  335. 

Lacroix  (1765—1843),  S.  46,  124. 

Lagrange  (1786—1813),  Journ.  de  TEc.  pol.,  6,  1799,  S.  64,  67 ;  M^m. 
de  Berlin,  1773,  S.  35;  Mise.  Taur.,  2,  1760,  1761,  S.  501;  ausser- 
dem S.  247,  498,  627. 

Laguerre  (1884—1886),  Bull,  de  la  Soc.  math.,  7,  S.  548;  Nouv.  Ann., 
12,  1853,  S.  28,  628;  ausserdem  8.  324. 

La  Hire  siehe  Hire. 

Laisant,  Ass.  Franf.  Gongr^s  de  Toulouse,  1887,  S.  549 ;  siehe  Bellavitis. 

Lambert  (1728—1777),  S.  247,  618,  622,  628,  624,  625,  638. 

Lame  (1795 — 1870),  Le9ons  sur  la  th^orie  des  coordonn^es  curvilignes 
et  leurs  diverses  applications,  Paris  1859,  S.  506;  Grelle,  2,  8.506; 
ib.,  5,  16,  8.  506;  M^m.  pr^s.  par  divers  sav.  Strang,  ä  TAc.  de 
Paris,  5,  1833,  8.  606;  ausserdem  S.  134,  506,  506,  604. 

Lampe,  De  superficiebus  4.  ordinis  quibus  puncta  triplicia  insunt, 
Dissert.,  Berlin  1864,  S.  334,  345. 

Lancret  (1774 — 1807),  Mem.  prds.  par  des  sav.  6tr.  ä  FAc.  de  Par., 
1,  1806,  S.  461,  465;  ib.,  2,  1811,  8.  461. 

Landau,  I)iBsertation,  Berlin  1899;  Bull,  de  la  soc.  math.  de  France, 
28,  1900;  Gompt.  Rend.,  1899;  Grelle,  123;  Gott.  Nachr.,  1900; 
Math.  Ann.,  54.     Siehe  die  Berichtigungen. 

Landen  (1719—1790),  Phil.  Trans.,  1775,  8.  526. 
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Landsberg,  Grelle,  114,  S.  601. 

Lange,  E.,  Die  16  Wendeberühnmgspunkte  der  Baumcurve  4.  Ordn. 
1.  Species,  Dissertation,  Dresden  1882,  S.  259;  Schlömilch's  Zeitschr., 
28,  S.  269. 

Laplace  (1749 — 1827)  siehe  die  Berichtigungen. 

Lappe,  Grelle,  71,  S,  71. 

Lazzeri,  Atti  Ist.  Veneto,  (61  3,  1885,  S.  173. 

Legendre  (1752 — 1833),  Sor  les  Operations  trigonomätriques,  dont  les 
resnltats  däpendent  de  la  figure  de  la  terre,  Mdm.  de  VAc.  de 
Paris,  1787,  S.  67;  Trait^  des  fonctions  elliptiques  et  des  integrales 
Euieriennes,  3  Bde.,  Paris  1825—1832,  S.  526, 535;  Jäläments  de  g^o- 
metrie,  Paris  1794  (die  neueste  Ausgabe  ist  YOn  1894),  S.  564,  617; 
Mäm.  de  l'Ac.  de  Par.,  1833,  S.  617 ;  ausserdem  S.  486, 502, 534,  622,  623. 

Leibnitz  (1646—1716)  (nach  Pertz:  Leibniz),  Acta  Erudit.,  1692, 
S.  554  ;  ausserdem  S.  549. 

Lemoine,  Ass.  Franc.,  1873,  1874,  S.  72 ;  Bull,  de  la  Soc.  math.,  12, 
14,  S.  72;  Joum.  de  math.  6\6m.  de  Longchamps,  1889,  1890,  S.  71; 
Nouv.  Ann.,  1878,  S.  72;  ausserdem  S.  67,  68,  69. 

Lerch,  Jomal  de  sciencias  math.  e  astr.,  Porto  1901.  Siehe  die  Be- 
richtigungen. 

Leroy,  Charles  FrauQois  Antoine  (1780—1854),  S.  124. 

Levi,  Ann.  di  mat.,  26,  S.  239. 

Levi'Civita^  Rend.  Acc.  Lincei,  1900,  S.  511. 

Lexell  (1740—1784),  Nova  Acta  Petrop.,  1782,  S.  67. 

L'Hospital  siehe  unter  U, 

Libri  (1803—1869),  Grelle  10,  S.  635. 

Lie,  Sophus  (1842 — 1899),  Bestimmung  aller  Eaumcurven,  deren  Krüm- 
mungsradius, Torsionsradius  und  Bogenlängen  durch  beliebige  Rela- 
tionen verknüpft  sind,  Forhandlinger  i  Yidenskab-Selskabet  i 
Kristiania  1882,  S.  462;  Vorlesungen  über  continuirliche  Gruppen 
mit  geometrischen  und  anderen  Anwendungen,  bearb.  Ton  Scheners, 
Leipzig  1893,  S.  462,  siehe  auch  die  Berichtigungen ;  Theorie  der 
Transformationsgruppen,  unter  Mitwirkung  von  Engel,  3  Abschn., 
Leipzig  1888,  1890,  1893,  S.  170,  611,  620,  627;  Geometrie  der 
Berührungstransformationen,  dargestellt  von  Sophus  Lie  und 
G.  Scheffers,  Leipzig  1896,  S.  170;  Archiv  for  Math.,  Kristiania 
1879—81,  S.  496;  Bull,  des  sciences  math.,  4,  S.  504;  Gompt.  Rend,, 
1870,  S.  423;  Gott.  Nachr.,  1870,  S.  405,  407;  ib.,  1871,  S.  613, 
614;  Leipz.  Ber.,  1886,  1890,  S.  583;  Math.  Ann.,  5,  S.  379,  405, 
423;  ib.,  14,  15,  S.  602;  ausserdem  S.  328,  333,  391,  393;  vergl. 
auch  Klein. 

Lieber  (1835—1896),  Programm  der  Stettiner  Friedrich-Wilhelmschule 
1886/87,  Ueber  die  Gegenmittellinie  und  den  Grebe'schen  Punkt, 
Ueber  den  Brocard'schen  Kreis,  S.  73. 

Ligin  (Liguine),  Bull,  de  Darboux,  1882,  S.  537. 

Lilienthal,  Acta  math.,  11,  S.  504. 

Lindemann,  Grelle,  84,  S.  155,  210;  ausserdem  S.  617,  621;  vergl. 
auch  Clebsch. 

Liouville  (1809—1882),  Gompt.  Rend.,  17,  1843,  S.  535;  Joum.  de 
Liouv.,  8,  1843,  S.  535;  ib.,  16,  S.  488;  ausserdem  S.  472,  483, 
486,  615;  vergl.  auch  3£onge. 
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Lipschitz,  Acta  math.,  10,  S.  504;  Bull,  de  Darboax,  4,  1878,  S.  603, 
604,  612;  Compt.  Rend.,  1887,  S.  604;  Grelle,  70,  71,  72,  74,  81, 
S.  603,  604,  612;  ib.,  78,  S.  615;  auaserdem  S.  607,  610. 

Listing,  Vorstudien  zur  Topologie,  aus  den  Gott.  Studien,  1847, 
S.  561,  793;  Census  räumlicher  Gompleze,  Gott.  Abb.,  10,  1861, 
S.  561,  793;  Gott.  Nachr.,  1867,  S.  561,  793;  ausserdem  S.  562,  794. 

Löb(xtschefskij  (1793 — 1856),  Exposition  des  principes  de  la  gäome- 
trie  etc.,  der  üniTersität  Kasan  überreicht  1826,  S.  618;  lieber 
die  Anfangsgründe  der  Geometrie,  Easaner  Bote,  1829,  1830,  S.  618; 
Neue  Anfangsgründe  der  Geometrie  mit  einer  yoUständigen  Theorie 
der  Parallelen,  Acten  der  üniyersit&t  Kasan,  1835—1838,  die  2 
letzten  Werke  deutsch  von  Engel,  Leipzig  1899,  8.  618;  Geometrie 
imaginaire,  Grelle,  17,  S.  618;  Geometrische  Untersuchungen  über 
die  Theorie  der  ParaUellinien,  Berlin  1840,  franz.  von  Hougl, 
1866,  S.  618;  Pangdom^trie ,  Kasan  1855,  auch  ital.  Ton  Batta- 
glini,  Giom.  di  Batt.,  5,  S.  618;  ausserdem  S.  582,  607,  618,  619, 
620,  621,  623,  624,  627,  633,  634. 

Loewy,  Ä.,  Grelle,  122,  S.  588. 

London,  Math.  Ann.,  45,  S.  268. 

Longchamps,  G.  de,  Essai  sur  la  gdomdtrie  de  la  rägle,  Paris  1890^ 
S.  629;  Gompt.  Rend.,  1887,  S.  530. 

Loria,  Gino,  II  passato  e  il  presente  delle  principali  teorie  geome- 
triebe,  2.  ed.,  Torino  1896,  nach  der  1887  in  den  Mem.  Acc.  To- 
rino  erschienen  Monographie  deutsch  von  Fritz  Schütte  unter  dem 
Titel:  Die  hauptsächlichsten  Theorien  der  Geometrie  in  ihrer 
früheren  und  jetzigen  Entwickelung.  Historische  Monographie. 
Mit  einem  Vorwort  von  B.  Sturm.  Leipzig  1888,  S.  126,  311,  321, 
379,  406,  436,  684;  Le  curve  piane  algebriche  e  transcendenti ; 
teoria  e  storia.  Saggio  di  geometria  comparato  del  piano,  Preis- 
Schrift.  Deutsche  Ausgabe  von  Fritz  Schütte,  in  der  Teubner'schen 
Sammlung  math.  Lehrbücher,  unter  dem  Titel:  Specielle  alge- 
braische und  transcendente  Gurren  in  der  Ebene;  Theorie  und 
Geschichte,  Leipzig  1901,  S.  565;  Ann.  di  mat.,  14,  S.  320;  Atti 
Acc.  Torino,  1884,  S.  405,  416,  423;  ib.,  1886,  S.  416,  423;  ib.,  1886, 
S.  416;  Bibliotheca  math.,  1897,  S.  629;  Boll.  di  Bibliogr.  delle 
scienze  mat.,  1898,  S.  631;  Giom.  di  Batt.,  23,  S.  406;  ib.,  26, 
S.  616;  Mem.  Acc.  Torino,  (2),  36,  1884,  S.  327,  328;  Periodico 
di  mat.,  17,  1901,  S.  517;  Bend.  Palermo,  16,  1902,  S.  617;  ausser- 
dem S.  420,  421,  422,  517;  ver^l.  auch  Segre  und  Zeuthen. 

Lüroth,   Ueber  Verzweigungsschmtte  und  Querschnitte,    Math.  Ann., 

4,  S.  669,  670;  Abbildung  von  Mannigfaltis^eiten  verschiedener 
Dimensionen,  Sitzunfsber.  der  physik.-med.  Societät  zu  Erlangen, 
1878,  1899,  S.  683;   Abb.  der  K.  Bayer.  Ak.,  München  1886,  1887, 

5.  669;  Grelle,  67,  S.  369,  425;  Erlanger  Sitz.-Ber.,  1883,  S.  669; 
Math.  Ann.  9,  S.  370,  siehe  auch  die  Berichtigungen. 

Lugli,  Periodico  di  mat.,  6,  S.  73. 
Lakoit  vergl.  Bianchi. 

Mackay,  Ass.  Franp.,  1893,  S.  72;  Proc.  of  the  R.  Soc.  of  Edinburgh,. 

9,  1890,  S.  72;  ib.,  11,  1892;  ib.,  1893,  S.  71  j  ausserdem  S.  70. 
Maclaurin   (1698—1746),   De  linearum  geometncarum  proprietatibus 

generalibus  tractatus,   französisch  von  De  Jonqui^res  als  Anhang 
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Beiner  M^anges  de  g^om^trie   pure,   Paris  1856,  S.  181;    ausser- 
dem S,  77,  93,  137,  179,  621,  627. 

Mcignua  (1790 — 1861),  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus 
der  analytischen  Geometrie  der  Ebene,  Berlin  1833,  S.  161;  ausser- 
dem S.  515. 

Maülard  de  Ja  Gofumerie  siehe  Gonmerie. 

Mainardi  (1800—1879),  Giom.  dell'  Ist.  Lomb.,  9,  1867,  S.  470. 

Malus  (1775—1812),  Joum.  de  Vtc.  pol.,  14,  1808,  S.  512;  ausser- 
dem S.  511,  619. 

Malus-Dupin,  S.  611,  518. 

Mangoldt,  V.,  Berl.  Sitzungsber.,  1897;  Grelle,  119,  siehe  die  Berich- 
tigungen; Grelle,  94,  S.  484. 

Mannheim,  Nouy.  Ann.  de  math.,  1860,  S.  828;  ib.,  1878,  S.  544; 
ausserdem  S.  311. 

Mansion,  Sur  les  principes  fondamentauz  de  la  g^omätrie,  de  la 
m^canique  et  de  Vastronomie,  Paris  1893,  8.  620;  Mathesis,  1895, 
S.  620;  Revue  des  Questions  sdent.,  1895,  S.  621;  Soc.  scient.  de 
Bmxelles,  14,  1889,  1890,  S.  621;  ib.,  1895,  S.  36. 

MarioUe  (gest.  1684),  S.  519. 

Maser  vergl.  Euler. 

Masoni,  Dissert.,  Napoli  1882,  8.203;  Rend.  Acc.  NapoIi,1883,  8.416. 

Mathieu,  Nouy.  Ann.  math.,  1865,  8.  515. 

Matihiessen,  Ludung ^  Acta  math.,  4,  8.  410;  SchlömilcVs  Zeitschr., 
29,  8.  410. 

Maxwell  (1831—1879),  Quart.  Joum.,  9,  1867,  8.  328. 

Menelaus  (Mathematiker  und  Astronom,  lebte  zu  Trajans  Zeiten  in 
Rom),  8phäricorum  libri  3,  latein.  herausgeg.  von  Halley,  Oxoniae 
(Oxford),  1707,  8.  64;  ausserdem  S.  69. 

Mercator  (1612—1594),  8.  247. 

Merlieux,  Nouv.  Ann.,  1842,  8.  644. 

Mersenne,  Pater  (1588—1648),  8.  641. 

Meusnier  de  la  Place  (1754 — 1793),  M^m.  präs.  par  des  Savans 
£:trang.  k  TAc.  de  Paris,  1785,  8.  474;  ausserdem  8.  478,  490, 
499,  502. 

Meyer,  Franz,  Apolarität  und  rationale  Curven,  Tübingen  1883, 
8.  288.    8iehe  auch  die  Berichtigungen. 

MicheUen  (1749—1797)  siehe  Euler. 

Müinowski  (1837 — 1888),  Elementar-synthetische  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte; mit  einem  Anhang  über  die  gleichseitise  Hyperbel, 
2.  Ausg.,  Leipzig  1896,  8.  627;  Schlömilch's  Zeitschr.,  23,  1878, 
8.  194. 

Minding  (1806—1886),  Grelle,  18,  8.  491;  ib.,  19,  1839,  8.  490,  496, 
634;  ib.,  20,  1840,  8.  486,  496,  634. 

Möbius,  Äug.  Ferd.  (1790—1868),  Ges.  Werke,  auf  Veranl.  der8achs.Ge8. 
derWissensch.  4  Bde.  herausgeg.  von  Baltzer,  F.  Klein  und  8cheibner, 
Leipzig  1886—1887,  8.  16,  181,  247,  566,  568;  Der  barycentrische 
Galcul,  ein  neues  Hülfsmittel  zur  analytischen  Behandlung  der 
Geometrie,  Leipzig  1827,  8. 45,  254 ;  Ueber  eine  neue  Behandlungs- 
weise  der  analytischen  8phärik,  Abh.  bei  Begr.  der  8ächs.  Gres. - 
der  Wissensch.,  1846,  8.  67;  Lehrbuch  der  8tatik,  2  Bde.,  Leipzig 
1837,  8.  251;  Zur  Theorie  der  Polyeder,  Werke,  2,  8.  566;  Ueber 
die   Bestimmung    des   Inhalts    eines   Polyeders,    Leipz.   Ber.,    17, 
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1866,  S.  556;  Abb.  der  Säcbs.  Ges.,  1848,  1849,  S.  181,  188;  Grelle, 
3,  p.  278,  S.  251 ;  ib. ,  9,  18S2,  siehe  die  Bericbtigongen ;  ib.,  10, 
1838,  p.  317,  S.  251,  254,  387;  Leipz.  Ber.,  14,  1862,  S.  410;  aasser- 
dem  S.  9,  17,  19,  34,  44,  45,  46,  406,  557. 

Moivre  (1667—1754),  S.  247. 

Mollweide  (1774—1825),  t.  ZacVs  monatliche  Corresp.,  18, 1808,  S.  65. 

Monge^  Gaspard  (1746—1818),  Le9on8  de  g^om^trie  deBcriptive,  Paris 
1794,  6"«6d.,  ib.  1837,  deutsch  von  Schreiber,  Freiberg  1822,  ist 
in  deutscher  Ausgabe  in  Ostwald's  Classikem  der  exacten  Wissen- 
schaften, Nr.  117  erschienen,  S.  46,  369;  Application  de  T Analyse 
ä  la  Gäom^trie,  veröifentlicht  Paris  1795  unter  dem  Titel:  Feuilles 
d'Analyse  appliqude  ä  la  Gdomätrie.  Die  letzte  (5.  Ausg.)  wurde 
von  Liouville,  Paris  1850  besorgt  und  durch  einen  Anhang  werth- 
voller  Noten  bereichert,  S.  474,  486;  M6m.  des  Sav.  6tr.,  10,  1786, 
S.  461;  Joum.  de  r£c.  pol.,  2,  1799,  S.  461;  ausserdem  S.  19,  34, 
121,  124,  207,  464,  476,  602,  512;  vergl.  auch  Bupin, 

Montesano,  Sui  complessi  di  rette  di  2^  grado  generati  da  due  fasci 
proiettivi  di  complessi  lineari  (separate  Schrift),  Napoli  1886  und 
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Vries,  de,  La  quartique  trinodale,  Archiyes  Tejler,  (2),  7,  Haarlem 
1900, 'S.  203. 

Wallace,  S.  72,  548. 

Waüis  (1616—1708),  Zwei  Vorlesungen  über  Parallelentheorie,  Werke, 
2.  Bd.,  1693,  S.  621. 

Wangerin,  S.  247;  vergl.  auch  Gauss,  Ostwald. 

Watt,  S.  531. 

Weher,  H.,  Theorie  der  AbeVschen  Functionen  yom  Geschlecht  3, 
Berlin  1876,  S.  199;  Lehrbuch  der  Algebra,  Braunschweig,  2.  Aufl., 
1.  Bd.,  1898,  2.  Bd.,  1899,  S.  199;  Grelle,  84,  S.  302;  Math.  Ann., 
13,  S.  153,  164;  ib.,  23,  S.  199;  ausserdem  S.  156;  yergl.  auch 
Biemann, 

Weber,  Ed.  v.    Siehe  die  ^Berichtigungen. 

Weddle  (1817—1853),  Gambr.  Joum.,  5,  1850,  S.  297;  ausserdem 
S.  297. 

Weichold,  Schlömilch's  Zeitschr.  far  Math.,  28,  S.  572. 

Weierstrass  (1815—1897),  Berl.  Monatsber.,  1863,  S.  334;  ib.,  1866, 
S.  502;  Grelle,  64,  p.  77,  S.  334;  ausserdem  S.  123,  258,  332,  395, 
498,  499,  500,  570,  588,  609. 

Weiler,  Adolf,  Math.  Ann.,  6,  S.  307;  ib.,  7,  S.  402;  Schlömilch's 
Zeitschr.,  22,  S.  405;  ausserdem  S.  397. 

Weingarten,  Acta  math.,  20,  S.  491;  Berl.  Ber.,  1882,  S.  484,  486; 
Gompt.  R«nd.,  112,  S.  491;  Grelle,  59,  S.  491;  ib.,  62,  S.  604;  ib., 
94,  95,  S.  496;  ib.,  98.  S.  410,  512;  ib.,  100,  S.  491;  ib.,  103,  S.  504; 
ausserdem  S.  475,  503,  507,  616. 

Weyr,  Emil  (1848—1894),  Die  Elemente  der  projectivischen  Geo- 
metrie, 2  Hfte.,  Wien  1883,  1887,  S.  3,  46;  Geometrie  der  raum- 
lichen Erzeugnisse  ein  -  zweideutiger  Gebilde,  insb.  der  Regel- 
flächen 3*«'  Ordnung,  Leipzig  1870,  S.  273,  280;  Ueber  Flächen 
sechsten  Grades  mit  einer  dreifachen  cubischen  Gurye,  Wien.  Ber., 
1882  (85,  2.  Abth.),  p.  513,  S.  357;  Ann.  di  mat.,  4,  S.  271;  Grelle, 
74,  S.  271;  Giorn.  di  Batt.,  9,  S.  271;  Ist.  Lombarde,  1882,  S.  271; 
Math.  Ann,  4,  S.  263;  Prager  Ber.,  1883,  S.  271;  Schlömilch's 
Zeitschr.  für  Math.,  1869,  S.  519;  Wiener  Ber.,  1869,  S.  519;  ib., 
1871,  S.  263;  ib.,  1875,  1876,  1878,  S.  263;  ib.,  90,  2.  Abth.,  1884; 
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ib.,  92,  2.  Abth.,  1886;  ib.,  97,  2.  Abth.,  1889,  S.  267;  ib.,  99, 
2.  Abtb.,  1890;  ib.,   100,  2.  Abth.,  1891,  S.  268;  ausserdem  S.  216. 

Weyr,  Ed.,  Wiener  Ber.,  69,  2.  Abth.,  1874,  S.  269. 

Whiston  (1667—1752)  siehe  Newton. 

Whitworth,  Nouv.  Ann.,  1869,  S.  546. 

Wiehert,  Albert  (1814 — 1868),  Programm  des  Konitzer  (Gymnasiums, 
1846,  S.  535. 

Wiener,  Christian  (1826—1896),  Lehrbuch  der  darstellenden  Geome- 
trie, 2  Bde.,  Leipzig  1884,  1887,  S.  46,  47;    Math.  Ann.,  3,  S.  162. 

Wiman,  Classification  af  regelytorna  af  6  graden,  Lund  1892,  S.  362; 
Acta  math.,  19,  S.  362. 

Wölffing,  Bericht  über  den  gegenwärtigen  Stand  der  cjclischen  Curven, 
Biblioth.  math.,  (3),  2,  1901,  S.  544. 

Zahradnik,  Grunert's  Archiv,  56,  S.  528;  Nouv.  Corresp.  math.,  1874, 
1875,  S.  528. 

Zeuthen,  Om  Flader  af  fjerde  Orden  med  Dobbeltkeglesnit  (Ueber 
Flächen  4.  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt),  Eopenhagek  1879, 
ital.  Ton  Loria,  Ann.  di  mat.,  (2),  14,  S.  320;  Acta  math.,  12, 
S.  256;  Ann.  di  mat.,  (2),  3,  1870,  S.  227,  231;  ib.,  14,  1879,  S.  316, 
317;  Bull,  des  Sciences  math.,  7,  S.  435;  Compt.  Bend.,  1872,  S.  429, 
440,  441;  ib.,  1874,  S.  431;  Copenhagener  Akad.,  1873,  S.  441; 
Grelle,  99,  S.  256;  Math.  Ann.,  1,  S.  875;  ib.,  8,  8.  161;  ib.,  4, 
S.  223,  239;  ib.,  7,  S.  132,  199,  291;  ib.,  8,  S.'  199,  291;  ib.,  31, 
S.  129;  ib.,  40,  S.  155;  Nouv.  Ann.,  1864,  S.  537;  ausserdem  S.  161, 
224,  317,  437. 

Es  ist  ausserdem  citirt  der 
Intermddiaire  des  math^maticiens  (erscheint  in  Paris),   1894,   S.  521, 
544,  556;    1896,  S.  520,  521,  531;    1896,  S.  531,  587;  1897,  S.  536. 
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Abbildung^  der  Flächen  auf  eine  Ebene,  S.  236  u.  ff.;  conforme,  iso- 
gonale, winkeltreue,  S.  247, 467  u.  ff.,  472;  ebene  der  Flächen  3.  0., 
S.  292  n.  ff.;  sphärische  von  Gansa,  S.  467  u.  ff.,  473,  476,  480; 
sphärische  der  Congruenzen,  S.  608. 

Ahscisse,  S.  9. 

absolutes  Gebilde  des  Raums,  S.  679;  abs.  Ejrummung  der  Flächen, 
S.  616;  Geometrie,  S.  617  u.  ff.;  Gebilde  Cayle/s,  S.  630  u.  ff*.;  abs. 
Kegelschnitt,  S.  403,  632;  abs.  Punktepaar,  S.  630. 

Absta/nd,  geodätischer,  S.  484;  zweier  Mannigfaltigkeiten  im  i2„,  S.  680; 
zweier  Punkte,  S.  628,  629,  630,  632. 

abwickelbare  Flächen,  S.  204  u.  ff.,  464  u.  ff. 

Abwickelungskrümmung  von  Linien  auf  Flächen,  S.  481. 

abzählende  Geometrie,  S.  424  u.  ff.;  Resultate,  S.  436  u.  ff. 

adjungirie  Curven,  S.  149. 

ähnliche  Pnnktreihen,  S.  12;  Strahlenbüschel,  S.  19;  ebene  Systeme, 
S.  30,  32 ;  Räume,  S.  42. 

Aehnlichkeitsverhältniss,  S.  13. 

Aequatorialflät^  eines  Gomplexes,  S.  379. 

äquianharmonische  Punkte,  S.  12;  Quadrupel,  S.  66;  Gurren  3.  0., 
S.  189,  283. 

äquivalente  Differentialformen,  S.  603. 

Aequivalenzformeln^  S.  212. 

affine  homographische  ebene  Systeme,  S.  29;  Räume,  S.  42;  Homo- 
logie, S.  43. 

algebraische  ebene  Cur?en,  S.  126  u.  ff.;  Flächen  und  Raumcurven, 
S.  204  u.  ff.;  Complexe,  S.  376;  Congruenz,  S.  377;  allgemeine 
Compleze  n^  Grads,  S.  379  u.  ff.;  Mannigfaltigkeit  im  B„,  S.  685. 

allgemeine  Curven,  S.  199;  algebraische  Complexe  n**"  Grads,  8.379  u.  ff. 

analla^matische  Curven  und  Flächen,  S.  322,  614. 

Analogie,  Napier'sche,  S.  61,  66. 

Analysis  situs^  S.  666  u.  ff. 

^w/an^5punkt,  S.  9;  -strahl,  S.  16. 

anharmonisches  Verhältniss,  S.  8,  46;  der  vier  Curven  eines  Büschels, 
S.  142;  der  vier  Punkte  und  der  vier  Tangenten  des  Kegelschnitts, 
S.  76;  der  vier  Punkte  der  Raumcurve  4.  0.,  2.  Species,  S.  261, 
361;  der  vier  Berührungsebenen  der  Developpabeln  6.  0.,  S.  362. 

Anomalie  der  Geraden  eines  Büschels,  S.  16;  excentrische  der  Ellipse 
oder  Hyperbel,  S.  625,  626. 
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Änticollineationen,  S.  44. 

Antidwüität,  S.  44. 

Antiinvolution,  S.  44. 

Antikaustiken  von  Quetelet,  S.  618,  619. 

antiparallele  Gerade,  S.  67. 

Antipolarität^  S.  44. 

Antiprojectivitäten  Segre*8,  S.  44. 

apHanetische  Carven,  S.  636. 

Applicabaüät,  S.  488. 

arete  de  rebroussement  von  Monge,  S.  207;  windschiefer  Regelflächen, 
S.  364. 

Art  einer  Con^ruenz,  S.  406. 

associoH  (ponti),  S.  179. 

associirte  Punkte  von  Raamcuryen  4.  0.,  S.  266 ;  Minimalflächen,  S.  499. 

Ast  einer  Carve,  S.  186. 

Aatroide,  S.  640  u.  ff. 

Asymptoten  der  Hyperbel,  S.  76;  der  cabischen  Ranmcurve,  S.  264; 
einer  Plancurve,  S.  443;  der  Traktrix,  S.  649. 

Asymptotenkegely  S.  104. 

Asymptotenlinien,  S.  806,  367,  476  a.  ff.,  479;  einer  RegelflAche,  S.  480. 

aufeinander  abwickelbare  Flächen,  S.  487  u.  ff.;  liegende  Punkt- 
reihen, S.  13. 

automorphe  Formen,  S.  676. 

Axe  des  Ebenenbüschels,  S.  1;  der  ProjecUvität  oder  Homographie, 
S.  14,  19;  perspective,  der  Homologie,  S.  30;  der  Kegelschnitte, 
S.  86,  87;  des  Paraboloids,  S.  106;  der  Flächen  2.  0.,  S.  106,  112, 
114;  transversale  der  Hyperboloide,  S.  114;  eines  linearen  Complexes, 
S.  386;  des  unendlich  dünnen  Strahlenbündels  einer  Congruenz, 
S.  609;  der  Eettenlinie,  S.  648. 

Axencoordinaten,  S.  373. 

axiale  Homographie,  S.  43. 

Axiome  Hilberths,  S.  636,  686;  Axiom  des  Archimedes,  S.  686; 
Georg  Cantor's  Axiom,  S.  637. 

Axiomensystem,  vollständiges  der  Geometrie,  S.  634  u.  ff. 

Barycentrum,  S.  70. 

barycentrische  Coordinaten,  S.  10,  17,  46. 

Basis  des  Cylinders,  S.  102;  der  Roulette,  S.  622. 

Basiscongruenz  eines  Büschels  linearer  Congruenzen,  S.  386. 

Basiscurve  eines  Büschels,  8.  234. 

Basispunkte,  S.  146;   eines  Netzes  von  Flächen,  8.  124,  234;    eines 

Eegelschnittbüschels,  8.  94. 
Begleiter,  8.  178  u.  ff. 
Begleiterin,  konische,  8.  180. 
Begleitpunkt  eines  Punktetripels ,  8.  267. 
Berührung,  mehrpunktige,  2.  etc.  Ordnung,    8.  146,  204;   zweipunk- 

tige,  S.  204;  von  Flächen,  8.  221  u.  ff.;    stationäre,  8.  224;    Sätze, 

8.  426  u.  ff.;   von  Curven  und  Flächen,  8.  462  u.  ff.;    !*•'  Ordnung, 

t- punktige,  8.  462;  von  Hyperflächen,  8.  684. 
Berührungscurven,  8.  163. 

Berührungsehene  windschiefer  Regelflächen,  8.  864. 
^-»rührungs flächen  der  Kummer'schen  Fläche,  8.  369. 
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Beruhrungskegel  der  Flachen  2.  0.,  S.  102. 

Berührungskegelschnitte  an  C.,  S.  193. 

Bezeichnung  Schläfli's  für  die  27  Geraden  der  Fläche  3.  0.,  S.  289 ; 

symbolische  der  Compleze,  von  Battaglini  und  Clebsch,  S.  379  u.  ff. 
bicirculare  Car?en  4.  0.,  S.  201;  Fl&chen  Cayley's,  S.  321. 
bieyclische  Flächen  Cayley's,  S.  321. 
Biegungsinvariante,  S.  489. 
Bila,  sphärisches,  einer  Raumcurve,  S.  466. 
Binormale,  S.  457. 
biplanare  Punkte,  S.  221. 
bipolares  Coordinatensystem,  S.  20. 
biquadratische  Formen,  S.  57. 
birationale  Transformation  der  Ebene  und  der  Curven,  S.  156  u.  ff. 

der  Connexe,  S.  167;  des  Baums  oder  der  Flächen,  S.  236. 
Bitangentialdeveloppable  an  die  Raumcurre,  S.  207. 
Bitangentialebene,  S.  225. 
Blatt  des  Cartesius,  S.  531. 
Brachistochrone ,  S.  541. 
Brechungsexponent,  S.  517. 
Brennfläche  einer  Congruenz,  S.  407,  508. 
Brennlinie,  S.  517;  secundäre  von  Qnetelet,  S.  518. 
Brennpunkte  der  Kegelschnitte,  S.  90;  der  Flächen  2.  0.,  S.  117;  der 

Cartesischen  Ovale,  S.  201,  536;  einer  Congruenz,  S.  407,  508;  der 

Cassini'schen  Ovale,  S.  531. 
Brennpunktsaxe,  S.  91. 
Bündel,  S.  2;  von  Flächen,  S.  234. 
Büschel  ebener  Curven,  S.  141;    syzygetisches,  S.  178;   von  Flächen, 

S.  234;  linearer  Complexe,  S.  386  u.  ff. 

Calcül^  symbolischer  der  Bedingungen,  S.  246  u.  ff. 

canonisehes  System,  S.  151. 

Cardioide,  S.  202,  538,  542. 

Cartesische  Coordinaten,  S.  20. 

Cassinoiden,  S.  531. 

Catenoid,  S.  497,  600,  548. 

Centralebene  in  Bezug  auf  eine  Erzeugende  der  Regelflächen,  S.  363. 

centrale  Flächen,  S.  104. 

Centralpunkt,  S.  407,  508;   der  Involution,  S.  14;  einer   Erzeugenden 

der  Kegelflächen,  S.  363. 
Centrum  der  Curven,  S.  136;  der  Perspectivität,  Homologie,  S.  30,  42; 

der   harmonischen   Mittel,   S.  61;    der  mittleren  Abstände,  S.  51; 

der  Inversion,   S.  613;   einer  Fusspunktcurve,   S.  515;   siehe  auch 

Mittelpunkt. 
Charakteristiken,  S.  197,  199;  der  Function  d",  S.  302;  der  Correspon- 

denzen  höherer  Ordnung,    S.  407;    von   Systemen   von    Gebilden, 

S.  482,  434;  von  Monge,  S.  464. 
Charakteristikentheorie,  S.  433  u.  ff. 
charakteristische  Zahlen   der  Flächen  und  Raumcurven,  S.  221  u.  ff.; 

der  windschiefen  Regelflächen  und   Leitcurven ,  S.  364  u.  ff. ;    der 

Developpabeln  7.  0.,  S.  362;  der  Flächen  5.  0.,  S.  348;  der  Deve- 

loppabeln  6.  0.,  S.  359;   eines  Systems  von  Gebilden,  S.  436  u.  ff.; 

der  Curven  im  B^,  S.  694  u.  ff. 
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circulare  Carven,  S.  628,  586,  540,  554. 

Cissoiden,  S.  627  u.  ß.;  von  Diocles,  S.  527;  schiefe,  S.  528;  von  Zah- 
radnik,  S.  528. 

Classe  der  Fläche,  S.  205;  der  Raumcurve,  S.  206;  der  Developpa- 
beln,  S.  207;  des  Kegels,  S.  208;  eines  Complexes,  S.  377;  einen 
algebraischen  Congraenz ,   S.  377;  einer  Congraenz,    S.  405;   vor 

Hyperflächen,  S.  584;  von  (7"  im  i?^,  S.  694. 

Classification  der  Curven  8.  0.,  S.  186;  der  Raumcurven,  S.  216; 
der  Flachen  3.  0.,  S.  290;  der  Kummer'schen  Flachen,  S.  807;  der 
Flächen  4.  0.  mit  Doppelkegelschnitt  von  ZeuÜien,  S.  317;  der 
windschiefen  Regelflächen  4.  0.,  S.  386  u.  ff.;  der  windschiefen 
Regelflächen  5.  0.  von  H.  A.  Schwarz,  S.  354;  der  Developpabeln 
6.  0.,  S.  359;  der  Complexe  2.  Grrads,  S.  393  u.  ff.;  der  Cycliden 
von  Loria,  S.  422. 

close-point,  S.  133,  319. 

Coincidenzen,  S.  161,  164,  430. 

Coificidenzformeln,  S.  426  u.  ff. 

colUneare  Pnnkireihen^  S.  12;  Strahlenbüschel,  S.  17;  ebene  Systeme,. 
S.  28;  Räume,  S.  41,  581. 

CöllineatUm^  S.  3. 

complementäre  Transformation  Bianchi's,  S.  495. 

Complexe,  lineare,  S.  44,  384  a.  ff.;  algebraische,  S.  376;  specielle, 
S.  378;  allgemeine  algebraische  n^'*  Grads,  S.  379  u.  ff.;  Büschel 
und  Netze  von  linearen  ~,  S.  386  u.  ff.;  2.  Grads,  S.  389  u.  ff.; 
confocale  2.  Grads  von  Klein  und  Lie,  S.  391;  homofocale  Segre's, 
S.  391;  in  Involution  liegende  Schur's,  S.  391;  consinguläre 
R.  Sturm's,  S.  391;  Batta^ni's,  S.  393,  394,  402  u.  ff.;  hyper- 
bolische, parabolische,  elliptische,  imaginäre  2.  Grads,  S.  393; 
Classification  der  —  2.  Grads,  S.  898  u.  ff. ;  harmonische  2.  Grads, 
S.  394,  402  u.  ff.;  Painvin'sche ,  S.  394,  403;  Hirst'sche,  S.  399; 
tetraedrale,  S.  400,  403  u.  ff.;  Reye'sche,  S.  403  u.  ff. 

Complexcurve,  S.  377. 

Complexfläche  (Plücker),  S.  379. 

CompUxkegel^  S.  377. 

Goneavität  ebener  Curven,  S.  446  u.  ff. 

conchoidale  Curven,  S.  521. 

Conchoide  für  Curven  und  Flächen,  S.  250  u.  ff.;  des  Nicomedea, 
S.  536  u.  ff. 

Configuration  der  9  Wendepunkte  der  ebenen  Curven  3.  0.,  S.  177; 
der  Doppeltangenten  der  ebenen  Curven  4.  0.,  S.  197;  der  8  Punkte, 
die  drei  Flächen  2.  0.  fi^emeinsam  sind,  S.  256;  der  16  Punkte, 
in  denen  die  Osculationseoene  eine  Berührun^^  3.  0.  mit  der  Raum- 
curve 4.  0.,  1.  Species  hat,  S.  258;  der  16  smgulären  Punkte  und 
Ebenen  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  303;  der  27  Geraden  der 
Fläche  3.  0.,  S.  284;  der  Geraden  der  Flächen  4.  0.  mit  Doppel- 
kegelschnitt, S.  315;  der  10  Geraden  der  Flächen  5.  0.  mit  Dop- 
pelcurve  5.  0.,  S.  347. 

confocale  Kegelschnitte,  S.  93 ;  Complexe  2.  Grads  von  Klein  und  Lie, 

S.  391. 
conforme  Abbildung,  S.  247,  467  u.  ff.;  Transformation,  S.  514. 
congniente  Punktreihen,  S.  13;  Strahlenbüschel,  S.  19. 
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Congmenz,  algebraische,  S.  377;  lineare,  S.  378,  386;  pseadosphä- 
rische  Bianchi's,  S.  511;  isotrope  Bibaucour's,  8.  512;  specielle, 
S.  386;  allgemeine  Theorie,  S.  405  u.  ff.;   1.  Ordnung,  S.  410  u.  ff.; 

2.  Ordnung  ohne  singulare  Linien,  S.  411  u.  ff.;    2.  Ordnung  mit 
singulären  Linien,  S.  416  u.  ff.;    3.  und  höherer  Ordnung,   S.  420. 

conische  Punkte,  S.  221;  Begleiterin,  S.  180;  Cylinderhelix,  S.  553; 
Spirale,  S.  553;  Hyperfläche,  S.  586. 

conjitgati  (punti),  S.  408. 

conjugirte  Punkte,  S.  8,  182,  556;  Dreiecke,  S.  33;  Punkte  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt,  S.  78,  84 ;  Gerade,  bez.  eines  Kegelschnitts, 
S.  78;  Dreiecke  bez.  eines  Kegelschnitts,  S.  78;  Durchmesser,  S.  86; 
Halbmesser,  S.  87 ;  Punkte,  Gerade,  Ebenen,  Dreiecke,  Tetraeder  bez. 
der  Flächen  2.  0.,  S.  103 ;  Gerade  zu  einem  Punkt  bez.  des  Flächen- 
büschels, S.  123;  Connexe,  S.  165  u.  ff.;  Tetraederpaare  (Steiner), 
S.  285 ;  Quadrupel  windschiefer  Geraden  der  Flächen  4.  0. ,  S.  315 ; 
Systeme  von  Kegelschnitten,  die  der  Fläche  4.  0.  angehören,  S.  316; 
Gurren,  S.  461;  Tangenten,  S.  475  u.  ff.,  478;  Systeme  von  Linien 
auf  einer  Fläche,  S.  479;  Minimalflächen,  S.  499;  Erzeugende  der 
abwickelbaren  Flächen  5.  0.  von  Cremona,  S.  351 ;  Punkte,  Ebenen, 
S.  351;  Bäume,  S.  376;  Punkte,  Gerade  und  Ebenen  bez.  eines 
Complexes,  S.  385. 

cofdocale  Gebilde,  S.  8;  Punktreihen,  S.  13. 

Connexe,  ebene,  S.  168  u.  ff. 

Conoidflächen,  S.  523  u.  ff. 

constante  tetale  Krümmung  der  Flächen,  S.  491  u.  ff. ;  negative  Krüm- 
mung, S.  496;  positive  Srümmunff,  S.  491;  mittlere  Krümmung  der 
Flächen,  S.  496;  Biemann^sche  Krümmung  des  E^,  S.  605  u.  ff. 

Constantenzahl  eines  Gebildes,  S.  424. 

Canstructian  der  Raumcurven  3.  0.,  S.  251;  der  27  Geraden  der  Fläche 

3.  0.  (Salmon,  Sturm),  S.  286. 
Contingenztoinkel,  S.  455,  459. 

continnirliche  transitive  Gruppe  birationaler  Transformationen,  S.  371. 

ConvexiUU  ebener  Curven,  S.  446  u.  ff. 

Coordinaten  der  Elemente  eines  Gebildes,  S.  2;  gewöhnliche,  S.  9, 
16;  barycentrische,  S.  10,  17,  45;  projective,  S.  10,  17,  36;  homo- 
gene, S.  10,  21,  36,  577;  Cartesische,  S.  20;  bipolare,  S.  20;  tri- 
hneare,  trimetrische,  S.  21;  der  Geraden,  S.  27;  elliptische,  S.  120; 
Lamä*8,  S.  506;  im  Kaum,  rechtwinklige,  orthogonale,  S.  35; 
quadriplanare,  Vierebenen-,  tetrametrische,  S.  36;  der  Ebene,  S.  41; 
hyperboloidale,  S.  244;  Kleines,  S.  391,  403;  krummlinige,  S.  467  u.  ff. 

Coardinatenanfang,  S.  20. 

Coordinatenaxen,  S.  20. 

Coordirmtetuiystem  für  Räume  constanter  Krilmmung  von  Weierstrass, 
S.  609. 

Coardinatentransformation,  S.  36. 

corresiduale  Punktgnippen,  S.  151;  Curven,  S.  213. 

Correlation,  S.  3,  48;  höherer  Räume,  S.  581. 

Correlationsprincip,  S.  5. 

correlative  Gebilde,  S.  4;  ebene  Systeme,  S.  32. 

Correspondenzen,  ein-eindeutige,  stetige,  S.  2;  involuterische,  S.  3; 
isogonale,  gleichwinklige,.  S  162;  involuterische  höherer  Ordnung, 
S.  406;  homographische  in  Hyperräumen,  S.  577  u.  ff. 
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Correspandenzprincip   von    Chasles,    S.    16,   64,   430,    431,    432;    von 

Cajlej  und  Brill,  S.  154,  432. 
Cosinuskreis,  S.  68. 

cavariante  Curven,  S.  134  u.  ff. ;  Flächen,  S.  282. 
Covarianten   der   Complexe,   S.  383;    der   tem&ren   cubischen   Form, 

S.  188  u.  ff. 
cubische  Formen,  S.  66;   Raumcurven,  S.  248a.  ff.;   Ellipse,  S.  253; 

Hyperbel,  S.  263 ;  parabolische  Hyperbel,  Parabel,  S.  263 ;  Gebilde 

im  B^,  S.  686  u.  ff. 

Cubus,  Verdoppelung  des,  S.  627. 

curvatura  integra  von  Gauss,  S.  484,  487. 

Curveti,  algebraische  ebene,  S.  126  u.  ff.;  einfache,  unzerlegbare,  irre- 
ducible,  S.  126;  rationale,  unicursale,  S.  131,  269 ;  co Variante, 
S.  134  u.  ff.;  Hesse'sche,  Steiner'sche,  Cayley'sche,  S.  137  u.  ff.; 
Jacobische,  S.  143;  —  eines  Flächennetzes,  S.  236;  adjungirte, 
S.  149;  hypereUiptische,  S.  164;  f-seitige,  S.  156;  elliptische,  S.  169, 
210;  ebene  3.  0.,  S.  177  u.  ff.;  ebene  harmonische  3.  0.,  S.  184, 
189;   gewundene,  S.  283;  ebene  äquianharmonische,  S.  189;  ebene 

4.  0.,    S.  192  u.  ff.;   allgemeine   ebene,  S.  199;   bicirculare   4.  0., 

5.  201;  parabolische,  —  der  parabolischen  Punkte,  S.  206;  alge- 
braische nicht  ebene,  gewundene  oder  doppelt  gekrümmte,  S.  206; 
gewundene  3.  0.,  S  248,  441;  gewundene  4.  0.,  S.  219,  254,  269;  ge- 
wundene 6.  0.,  S.  219,  264;  gewundene  6.  0.,  S.  220, 267;  gewundene 
7.  0.,  S.  220,  269;  specielle  doppelt  gekrümmte,  S.  662  u.  ff.;  resi- 
duale, corresiduale,  S.  213;  auf  den  Flächen  2.  0.,  S.  243  u.  ff.; 
sphärische,  S.  243  u.  ff. ;  sphärische  cyclische,  S.  654  u.  ff. ;  sphä- 
rische spirische,  S.  664  u.  ff. ;  Bertrand' s,  S.  461 ;  conjugirte,  S.  461 ; 
singulare  der  Con^pruenzen,  S.  408 ;  Erzeugung  und  Transformation, 
S.  613  u.  ff.;  specielle,  S.  613  u.  ff;  inverse,  S.  513  u.  ff.;  Desar- 
guesische,  S.  613  u.  ff.;  anallagmatische,  S.  614,  615;  radiale, 
S.  615  u.  ff.,  616;  kaustische,  S.  617  n.  ff.;  parallele,  S.  620  u.  ff.; 
conchoidale,  8.  521;  cjcloidale  (cycloidenaitige),  S.  622  u.  ff.;  3.  O. 
von  Agnesi,  S.  627  u.  ff.;  circulare,  S.  628,  536,  640;  Watt's, 
S.  631  u.  ff.;  von  der  Form  einer  Acht  (ad  otto),  S.  636;  spirische, 
S.  636  u.  ff.;  aplanetische,  S.  636;  vierspitzige,  S.  640  u.  ff.;  tauto- 
chrone,  S.  641;  tetracuspidale ,  S.  544;  Ribaucour's,  S.  644u.  ff. ; 
Delaunay's,  S.  548  u.  ff.;  im  12^,  S.  693  u.  ff;  ihre  Infinitesimal- 
geometrie, S.  699  u.  ff. ;  gleichen  Abstands,  S.  624. 

Ciirvenbogenlänge,  S.  447  u.  ff. 
Curvenpaar,  S.  164. 

Cuspidalcurve  einer  Fläche,  S.  222;  der  Enveloppe,  S.  464. 
Cuspidalkante  der  Developpabeln,  S.  207. 

Cuspidalpunkte,  S.  129,  221;  der  Erzeugenden  windschiefer  Regel- 
iiächen,  S.  364. 

Cydiden,  S.  320,  321  u.  ff.,  614;  Dupin'a,  S.  320,  321  u.  ff.;  mit 
Doppelpunkten,  S.  325;  parabolische  Dupin's,  S.  327. 

cyclische  Projectivität  conlocaler  Punktreihen,  S.  16;  Homographie 
n»*'"  Ordnung,  S.  32,  43;  Kreise,  S.  248;  sphärische  Curven,  S.  564  u.  ff.; 
ebene  Curven,  S.  554. 

cycloidale  (cycloidenartige)  Curven,  S.  522  u.  ff. 
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Cjfchide,  S.  623,  640  u.  ff. 

Cykliken  (cycliques)  von  Darboux,  S.  614. 

Cylind&Ty  S.  102,  108. 

Cylinderflächen,  S.  523  u.  ff. 

Cylinderhelix,  S.  652. 

Cylindroid  t)aylej's,  S.  387. 

Darstellung,  monoidale,  höherer  Räume,  S.  684  u.  ff. ;   Beltrami's  der 

nicht-Euclidischen  Geometrie,  S.  633  u.  ff. 
Defect,  S.  131. 
Deformation  des  Ä^,  S,  606  u.  ff. 

Degenerationefi  der  Baumeurven  4.  0.,  !*•'  Species,  S.  266;  2*"  Species, 

S.  261. 
Delisches  Problem,  S.  627,  640. 

Desarffuesische  Transformation  und  Curve,  S.  614,  615. 
descriptive  Eigenschaft,  S.  6. 
Developpable,  S.  466;  4.  0.,  S.  335;  6.  0.,  S.  360  u.  ff.;  6.  0.,  S.  869  u.  ff  ; 

7.  0.,  S.  362;  planare,  S.  362. 
developpable  Mannigfaltigkeiten,  S.  614;  Regelflächen,  S.  206. 
Deviation  der  Krümmungsaxe,  S.  469;  der  Tangente,  S.  469. 
Diagonaldreieck,  S.  6. 
Diagonaldreiseit,  S.  6. 
Diagonale^  S.  48. 

Diagonalfläche  von  Clebsch,  S.  282. 
Diakaustiken^  S.  617. 
Diameter  der  linearen  Compleze,  S.  386. 
Diametralebene  der  Flächen  2.  0.,   S.  104;    der   linearen  Complexe, 

S.  386. 

Dichtigkeit  einer  Congruenz,  S.  409. 

Dichtigkeitsnuiss  einer  Congruenz  in  dem  Punkte  eines  Strahles, 
S.  609. 

Differefitialforffieti,  äquivalente,  S.  608;  der  Flächen,  S.  467  u.  ff.; 
.dritte,  S.  473;  quadratische  der  Mannigfaltigkeiten,  S.  601  u.  ff. 

Differentialgeometrie  der  Flächen  in  den  Räumen  constanter  Krüm- 
mung, S.  615  u.  ff.;  der  Mannigfaltigkeiten  in  linearen  M^,  S.  601  u.  ff. 

Differentialgleichung,  partielle  der  Minimalflächen  von  Lagrange, 
S.  498;  Lame's  für  dreifache  Orthogonalsysteme,  S.  606,  604,  610. 

Differentialparameter,  S.  471,  472. 

Dimensionen  eines  Gebildes,  S.  2;  einer  Bedingung,  S.  425. 
dioptrische  Eaustiken,  S.  617. 
directe  Fusspunktcnrve,  S.  616. 
Directionsaxe,  S.  13. 
Directionscentrum,  S.  19. 

Directrix,  S.  91;  des  hyperbolischen  Paraboloids,  S.  102;  einer  Regel - 
fläche,  S.  276;  einer  Regelfläche  im  R^,  S.  690. 

Dirimante,  S.  517. 

Discriminante  einer  Curve,  S.  138;  einer  Fläche,  S.  221. 
Dodekaeder,  S.  566. 

Doppelcurte  der  Developpabeln,  S.  207;  der  windschiefen  Flächen, 
S.  208. 

Fa8c»l,  Repertoriam.  II.  43 
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Doppeldrei  Sturm'e,  S.  286. 

Doppelehene,  S.  42;  scheinbare,  S,  207. 

Doppelelement,  S.  13. 

Doppelgerade,   S.  30,   33;   eines   EegelschniUbüschels,   S.   95;   eines 

Complexes,  S.  381. 
Doppelpunkte,  isolirte,  S.  129;  scheinbare,  S.  207;  der  Flächen,  S.  221 ; 

conische,  biplanare,  uniplanare,  S.  221;  der  Raumcurve,  S.  224. 
Doppelschnittverhältniss,  S.  45. 
DoppeUechs  Schläfli's,  S.  285. 
Doppelstrahlen,  S.  18,  80. 

doppelt   gekrümmte   Curven ,    8.  206 ,   552  u.  ff. ;   berührende  Hyper- 
ebenen, 8.  592. 
Doppeltangenten  der  Plancurven  4.  0.,  Hexaden  von  Hesse  u.  Steiner, 

S.  197;  Heptaden  von  Aronhold,  S.  198. 
Doppeltangentialdeveloppable,  S.  207,  208. 
Doppeltangentialebene,  S.  226. 
doppelte  Erzeugende  einer  windschiefen  Begelfläche,  S.  365 ;  Riemann- 

sehe  oder  elliptische  Geometrie,  S.  626. 
Doppelverhältniss,  S.  8,  17. 
Doppelvier  von  Clebsch,  8.  316. 
Dreieck,  zu  sich  selbst  reciprokes,  sich  selbst  conjugirtes  oder  Polar-, 

S.  33,    78;   körperliches,   8.  61;    sphärisches,   8.  61;   geodätisches, 

S.  484. 
dreieckige  Hypocycloide,  8.  548. 
Dreieckscoordinaten,  S.  21. 
Dreiecksgeometrie,  S.  67. 
dreifache   Orthogonalflächensysteme,    8.    604  u.  ff.;    Flächensysteme, 

8.  504;  Systeme  Weingarten*8,  8.  607;  Tangentialebenen  der  Flächen 

3,  0.,  S.  284  u.  ff. 
dreifaches  orthogonales  System  von  Cycliden,  8.  324. 
Dreifach,  S.  61. 

Drei-Indices-Symhole  Christoffers,  8.  602. 
dreipufiktige  Berührung,  8.  204. 

dreiseitige  Ecke,  8.  61.  > 

dreispitzige  Hypocycloide,  8.  643. 
Dreitheilungscurve  Maclaurin*s,  8.  627. 
dtuüe  Gebilde,  S.  4;  ebene  Systeme,  S.  32. 
Dualität,  S.  3,  48;  höherer  Räume,  8.  681. 
DualiUitaprincip,  8.  6. 
Durchdmigungscurven,  S.  122. 
Durchmesser  der  Cürven  n*«'  Ordnung,  S.  136;  der  linearen  Complexe, 

S.  385;  eines  Kegelschnitts,  S.  85;    conjugirte,  8.  86;   der  Flächen 

2.  0.,  8.  104;  des  Paraboloids,  8.  104. 
Durchschnittscurve,  S.  122. 

ebene  Trigonometrie,  8.  60;  algebraische  Curven,  S.  126  u.  ff.;  Curven 

3.  0.,  S.  177  u.  ff.;  Connexe,  8.  163  u.  ff.;  Curven  4.  0.,  8.  192  u.  ff.; 
Abbildungen  der  Flächen  3.  0.,  8.  292  u.  ff. 

Ebenen,   rectificirende,    8.  465;    stationäre,    8.  225;    singulare   eines 
Complexes,  S.  380;  conjugirte  in  Bezug  auf  einen  Complex,  S.  386; 
singulare  dei"  Congiruenzen,  S.  407;  E^^^  im  J2^,  S.  577. 
^nenbündel,  8.  1. 
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Ebenenbüschel,  S.  1,  19. 

Ebenenkugel,  S.  422. 

Ebenensystem,  räumliches,  S.  1. 

ebenes  Pankisystem,  Strahlensystem,  S    1,  19. 

Ecke,  dreiseitige,  S.  61;  n-,  S.  49. 

ein-eindeutige  Uorrespondenz,  S.  2 ;  Transformationen  der  Ebenen  und 
der  Cruven,  S.  156  u.  ff.;  Transformation,  S.  236. 

einfach  zusammenhängende  Fläche,  S.  558;  elliptische  Geometrie, 
S.  626. 

einfache  Curven,  S.  126;  Riemann'sche  Geometrie,  S.  626. 

einfaches  ebenes  n>£ck  oder  nr-Seit,  S.  49;  Hyperboloid,  S.  101. 

eingehüllte  Ourre  oder  Fläche,  S.  464. 

Einheitspunkt,  S.  10,  11,  36. 

Einhüllende,  S.  28;  von  Curven  oder  Flächen,  S.  464. 

einschaliges  Hyperboloid,  S.  101,  108. 

einseitige  Flächen,  S.  556  u.  ff.,  Räume,  S.  563. 

Elassaide,  S.  498. 

elastische  Linie,  S.  548  u.  ff. 

ElementartheiUr  von  Weierstrass,  S.  128,  395,  588. 

Elemente  eines  Gebildes,  S.  1;  unendlich  ferne,  S.  6;  eines  Connexes, 
S.  163. 

Ellipse,  S.  75  u.  ff.;  Brocard^sche,  S.  71;  cubische,  S.  253;  geodätische, 
S.  484;  Cassinis,  S.  531. 

EUipsoid,  S.  102,  108;  Flächeninhalt  und  Volumen,  S.  452. 

elliptische  Involution,  S.  14,  47;  Coordinaten,  S.  120;  Lam^*s,  S.  506; 
Curve,  S.  159,  210;  Serpentine,  S.  186;  Punkte,  S.  205;  Function 
von  Weierstrass,  S.  258;  Complexe  2.  Grades  von  Reye^  S.  393; 
Kettenlinien,  S.  549;  Räume,  S.  607;  Geometrie,  S.  625,  631, 
633,  634. 

elliptischer  Punkt  einer  Fläche,  S.  478;  Typus  des  Linienelements  der 
Flächen,  S.  491;  Typus  der  Räume,  S.  609;  Typus  der  pseudosphä- 
rischen Rotationsflächen,  S.  493. 

elliptisches  Paraboloid,  S.  102,  108. 

Enveloppen,  S.  28;  von  Curven  und  Flächen,  S.  464  u.  ff. 

Enveloppencurve,  S.  126. 

Epicycloiden,  S.  540  u.  ff. 

Epitrochoiden,  S.  543. 

Erhaltung  der  Anzahl,  S.  424  u.  ff. 

erstes  Geschlecht,  S.  223. 

Erzeugende  des  Kegels,  S.  102;  singulare,  S.  33.7;  conjugirte  der  De- 
veloppabeln  5.  0.  von  Cremona,  S.  351;  singulare  windschiefer 
Regelflächen,  S.  364;  doppelte  einer  windscniefen  Regelfläche, 
S.  365;  stationäre  einer  windschiefen  Regelfläche,  S.  364. 

Erzeugung  cubischer  Plancurven,  S.  182;  Hesse'sche  von  C^,  S.  195; 
Geiser'sche  von  Q,  S.  196;  geometrische  der  Flächen  3.  0., 
S.  272  u.  ff,;  Steiner'sche,  Salmon'sche,  S.  278;  Böklen'sche,  Cay- 
ley'sche  der  Wellehfläche,  S.  311;  Chasles'sche ,  Sylvester'sche  der 
linearen  Complexe,  S.  386;  des  tetraedralen  Complexes  von  Reye, 
S.  404;  von  Curven  und  Flächen,  S.  513  u.  ff. 

Evoluten,  S.  466  u.  ff.  ^ 

Evolutenflächen,  S.  502  u.  ff. 

Evolventen,  S.  466  u.  ff. 

43* 
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Evolventenflächen,  S.  602. 
Excentrieität,  numerische,  S.  88,  91. 
excentrische  Anomalie  der  Ellipse,  S.  626. 
ExcesSy  sphärischer,  S.  62. 

Fenster  des  Viviani,  S.  664  u.  ff. 

n-Flach,  S.  49. 

Flächen:  2.  0.,  S.  100  u.  ff.;  windschiefe,  mit  hyperbolischen,  para- 
bolischen und  eUiptischen  Punkten,  S.  101;  algebraische  abwickel- 
bare und  windschiefe,  S.  204  u.  ff.;  covariante,  S.  282  u.  ff.;  Ja> 
cobi'sche,  S.  238,  236,  286;  Steiner*8che ,  S.  238,  281,  296,  813, 
831  u.  ff.,  396,  692;  8.  0.,  S.  272  u.  ff.;  von  Cayley,  8.  279,  288, 
887  u.ff.,  396;  bicyclische,  bicircul&re,  S.  821;  von  Hesse,  S.  280  u.  ff., 
288,  286,  286;  4.  0.,  8.  296  u.  ff.;  Eunmier'sche,  8.  296  u.  ff., 
299  u.  ff.,  869,  389;  Weddle'sche,  8.  297;  Fresnel'sche,  8.  810;  an- 
allagmatische,  8.  822,  614;  Cartesische  Darboux*s,  8.  826;  inverse, 
8.  826;  inverse  Desarguesische,  8.  618  u.  ff.;  4.  0.  mit  Doppel- 
gerade, 8.  828;  höherer  als  der  4.  0.,  8.  847  u.  ff.;  6.  0., 
8.  847  u.  ff. ;  developpable  6.  0.,  8.  860  u.  ff, ;  6.  0.  oder  Classe, 
8.  867  u.  ff.;  developpable  6.  0.,  S.  869  u.  ff.;  developpable  7.  0., 
8.  862;  rationale  oder  unicursale  oder  homaloidale,  8.  870  u.  ff., 
689;  mit  rationalen,  elliptischen  oder  hyperelliptischen  Schnitten, 
8.  870  u.  ff.;  Cremona's,  8.  887  u.  ff.,  897,  898;  abwickelbare, 
8.  464  u.  ff.;  der  Normalebenen  oder  der  Erümmungsaxen  einer 
Raumcurve,  8.  466 ;  ihr  Linienelement  und  ihre  Differentialformen, 
8.  467  u.  ff.;  vom  Liouville*8chen  Typus,  8.  472,  616;  modanirte, 
8.  476;  aufeinander  abwickelbare,  8.  487  u.  ff.;  mit  constanter 
totaler  Krümmung,  8.  491  u.  ff.;  psendosphärische,  8.  491  u.  ff.,  638; 
von  Dini,  Enneper,  Bianchi,  8.  494;  constanter  positiver  Krünmiung 
von  Enneper,  Kuen,  8.  494;  von  constanter  mittlerer  Krümmung, 
8.  496  u.  ff. ;  von  constanter  mittlerer  Krümmung  £nneper*8,  8.  600 ; 
von  constanter  mittlerer  Krümmung,  ihre  Erzeugung  und  Trans- 
formation, 8.  618  u.  ff.;  W  (von  Weingarten),  S.  602  u.  ff.;  von 
Goursat,  8.  608;  kaustische,  8.  617  u.  ff.;  parallele,  8.  620  u.  ff.; 
Biemann'sche,  8.  666  u.  ff.,  668  u.  ff.;  Zusammenhang  der  Bie- 
mann' sehen  — ,  S.  666  u.  ff. ;  einseitige,  zweiseitige,  8.  666  u.  ff. ; 
offene,  geschlossene,  8.  666;  einfach  zusammenh£igende,  8.  668; 
svmmetnsche  und  reguläre  Riemann'sche  — ,  8.  668  u.  ff.;  zwei- 
blättrige (hyperelliptische),  8.  668;  Riemann'sche  in  projecüvem 
Sinne  von  Klein,  S.  676  u.  ff.;  hyperquadratische,  S.  679;  von  zwei 
Dimensionen   im   12„,    8.    589  u.  ff.;    F,*   von   Veronese   im   R^ 

8.  689  u.  ff.;  Clifford'sche,  8.  616;  F.  Bolyai*s,  8.  624. 
Flächenhündel,  8.  123. 
FläcJienbüschel,  8.  122. 
Ilächenekment,  S.  468. 
Flächengebilde  im  M^,  S.  684  u.  ff.. 

Flächeninhalte,  S.  447  u.  ff. 

Flächennets,  S.  123. 

Flächennormale,  8.  446. 

FlächenschS-,  S.  122. 

Flächensysteme,  lineare,  S.  284  u.  ff.;  dreifache,  S.  604. 
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Flächenzusamtnenhang  der  Bäume,  S.  562. 

Flexion,  S.  469. 

Flexionswinkel,  S.  459. 

Fluchtgerade,  S.  30. 

Fluchtpunkt,  S.  12. 

Focalaxe  der  Lemniscate,  S.  533;  der  Hyperbel,  S.  87. 

Focalcurve  der  Cycloide,  S.  328;  singulare,  S.  324. 

focale  Sirophoide  von  Quetelet,  S.  530. 

Focalehene  einer  Confruenz,  S.  407. 

FocaleUipsen,  -parabein,  S.  117. 

Focalflächen  einer  Congruenz,  S.  510. 

FoccUkegelschnitte  der  FlÄchen  2.  0.,  S.  117. 

Focalliniefi  der  Kegel  2.  0.,  S.  117. 

Focalpunkte,  8.407,508;  der  Flachen  2.  0.,  S.  117;  einer  Congruenz, 
S.  407,  409. 

Focus  der  Flächen  2.  0.,  S.  117. 

Folium  von  Descartes,  S.  527  u.  ff. 

Fortnein,  Plücker'ßche,  S.  130,  192,  225,  593,  594;  von  Zeuthen,  S.  161; 
Cayley'sche,  S.  121  u.  ff.,  593;  von  Sturm-Segre,  S.  230,  591;  von 
Freuet  oder  Serret  für  Raumcurven,  S.  459,  461,  601;  von  Gauss 
über  Differentialformen  von  Flächen,  S.  470,  615;  von  Codazzi, 
S.  470,  614,  615;  von  Weingarten,  S.  475;  von  Euler,  S.  477;  Bonnet, 
S.  481 ;  von  Gauss  für  K,  S.  487 ;  von  Liouville  für  Ä',  S.  488 ;  von 
Weierstrass  für  die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Minimalfläche, 
S.  498,   499,   500;   von   Hamilton,   S.  509;   Veronese'sche   für   die 

charakteristischen  Zahlen  von  C"  im  J?^,  S.  596. 

Formen,  quadratische,  S.  54;  cubische,  S.  55;  biquadratische,  S.  57 ; 
invariante  der  Complexe,  8.  379  u.  ff.;  automorphe,  S.  576;  Rie- 
mann'sche  des  Linienelements,  S.  607. 

Fünfpunktekreis,  S.  69. 

Function,  elliptische  von  Weierstrass,  S.  258;  Abersche,  S.  267; 
hyperelliptische  von  Klein,  S.  303;  hyperelliptische  vom  Geschlecht  2, 
S.  359;  lemniscatische,  S.  535. 

Fundamentälcomplexe  Kleines,  S.  388. 

Fundamentälciirve,  S.  168. 

Fundamentaldifferentialformen  der  Flächen,  S.  467  n.  ff.;  der  sphäri- 
schen Abbildung  der  Congruenzen,  S.  508. 

Fundamentaldreieck  der  Coordinaten,  S.  21. 

FundamentdUhenen,  S.  36. 

Fundamentalfiguren  bei  der  Darstellung  der  27  Geraden  der  Fläche 
3.  0.,  S.  290. 

Fundamentalgerade  eines  Connexes,  S.  164;  der  stereograph Ischen 
Projeetion,  S.  243;  für  die  Geometrie  der  Strahlenbüschel,  S.  632. 

Fundamental  Involution  der  rationalen  Raumcurven,  8.  270. 

Fundamentalkugeln  eines  Coordinatensystems,  S.  420. 

Fundamentallinien  der  Flächen  des  homaloiden  Systems,  S.  237. 

Fundament älpunkte,  S.  10, 36;  der  stereographischen  Projection,  S.  243; 
Cremona's,  S.  292;  einer  Cremonatransformation ,  S.  157;  k**'  Ord- 
nung, S.  158;  eines  Connexes,  S.  164;  der  Flächen  des  homaloi- 
den Systems,  S.  237;  für  die  Geometrie  der  Geraden  der  Ebene, 
S.  632. 
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FundamefitaJtetraeder,  S.  86. 

Fusspunktcurven  und  -flächen  ebener  Curven  und  Flächen,  8.  616  u.  ff. 

Fusspunktfläche,  S.  326. 

Fusspunktgerade  des  Dreiecks,  S.  72. 

Gattung  der  Curven  auf  den  Flächen  2.  0.,  S.  246. 

Gebilde,  stetige,  S.l;  unstetige,  S.  48;  quadratische  im  2?^,  S.  686  u.  ff.; 

cubische   im  E^,  S.  686  u.  ff.;    absolute  der  Ebene,    S.  632;   des 

Raums,  S.  633;  absolute  Cajley's,  S.  630  u.  ff. 

gebrochene  Strahlen,  S.  617. 

Gebüsch  rSturmJ,  S.  379. 

gedehnte  Cycloiae,  S.  642. 

Gegenmitteüinie,  S.  67. 

gegenparallele  Gerade,  S.  67. 

Gegenpwnkt,  S.  182. 

gemeine  und  gemischte  Poloconica  (Polkegelschnitt)  Cremona's,  S.  180. 

geodätische  Linien,  S.  466,  476  u.  ff.,  481 ;  Krümmung  von  Linien  auf 
Flächen,  S.  481;  Erümmungsmittelpunkte,  S,  481;  Parallelen,  S.  484; 
Abstände,  S.  484;  Kreise,  Ellipsen,  Hyperbeln,  Dreiecke,  S.  484; 
Torsion,  S.  484. 

Geometrie  auf  einer  algebraischen  Curve,  S.  148;  auf  einer  algebrai- 
schen Fläche,  S.  204  u.  ff.,  213;  abzählende,  S.  424  u-  ff.;  natür- 
liche, S.  462 ;  projectiye  der  mehrdimensionalen  Räume,  S.  677  u.  ff.; 
metrische  der  mehrdimensionalen  Räume,  S.  677  u.  ff.;  metrische, 
der  mehrdimensionalen  Räume,  S.  679;  nicht-Euclidische ,  S.  682; 
natürliche   im   i?^,   S.  699  u.  ff.;    elliptische   oder    Riemann'sche, 

S.  626,  681,  633,  634;  hyperbolische  oder  Lobatschefdkij'sche, 
S.  623  u.  ff,  631,  633;  parabolische,  Euclidische,  S.  626,  631,  633; 
pseudosphärische,  S.  633;  absolute  und  nicht-Euclidische,  S.  617  u.ff. ; 
absolute  imaginäre,  abstracte,  S.  619. 

geometrische  Grundgebilde,  S.  1 ;  Interpretation  der  invarianten  Bil- 
dungen des  Systems  einer  oder  zweier  quadratischer  ternärer  For- 
men, S.  97  u.  ff.;  Interpretation  der  Invarianten  und  Co  Varianten 
der  temären  cubischen  Form,  S.  188  u.  ff. ;  Erzeugung  der  Flächen 
3.   0. ,  S.  272  u.  ff. 

geometrisches  Geschlecht,  S.  223. 

Gerade,  harmonische,  S.  17;  des  Wendepunkts,  S.  178;  reciproke, 
S.  33;  Euler'sche,  S.  67,  70;  Simpson'sche,  S.  67,  72,  648;  anti- 
parallele, gegenparallele,  S.  67;  Wsdlace'sche,  S.  72,  648;  co^jugirte, 
reciproke  bez.  eines  Kegelschnitts,  S.  78;  der  Flächen  3.  0., 
S.  284  u.  ff.;  punktirte,  S.  291;  JK,  Caporali^s,  S.  303;  conjugirte 
bez.  eines  Complexes,  S.  886;  singulare  2.  0.,  3.  0.  eines  Complexes 
2.  Grads,  S.  391. 

Geradencoordinaten,  S.  27. 

Geschlecht  einer  Curve,  S.  130;  der  Conneze  und  Coincidenzen, 
S.  166  u.  ff.;  der  Flächen  und  Raumcurven,  S.  221  u.  ff.;  geome- 
metrisches,  erstes,  numerisches,  S.  223;  der  Osculationsdevelop- 
pabeln,  S.  226;  der  Regelflächen,  S.  406;  der  Congruenzen,  S.  406; 
der  Flächen,   S.  566  u.  ff;    der  Regelflächen  im  5^,  S.  690;    von 

er  im  R^,  S.  569. 
geschlossene  Flächen,  S.  666 ;  Schnitte,  S.  667 ;  Räume,  S.  562. 
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Gesimsfläche^i,  S.  476. 

gestreckte  Cycloide,  S.  542. 

Gewinde  (Sturm),  S.  379. 

gewöhnliche  Polarität,  S.  44. 

gewundene  algebraische  Curven,  S.  206. 

gleiche  Panktreihen ,  S.  13;  Strahlenbüschel,  S.  19. 

gleichseitige  Hyperbel,  S.  83;  Hyperboloide,  S.  121;  Kegel,  S.  122; 
Paraboloide,  S.  122. 

Gleichung  der  Geraden,  S.  24;  der  Ebene,  S.  39;  der  InvolutioD, 
S.  63;  rationale  der  Eummer'schen  Fläche,  S.  803;  AbeFsche, 
S.  306;  der  Kummer'schen  Fläche  von  Cayley,  S.  300,  309;  von 
Kummer,  S.  300;  der  Wellenfläche  von  Fresnel,  S.  310,  311;  der 
Cyclide,  S.  321 ;  der  Fläche  4.  0.  mit  Doppelgerade  von  Kummer, 
S.  328;  von  Cayley,  S.  329;  der  Bömerfläche  Steiner's  von  Cayley, 
S.  332 ;  von  Kummer,  S.  332 ;  der  Developpabeln  5.  0.  von  Schwarz, 
S.  352 ;  der  Developpabeln  6.  0.  von  Cayley,  S.  360 ;  einer  speciellen 
Regelfläche  3.  0.  von  Plücker,  S.  387;  natürliche,  S.  455  u.  ff., 
460;  vom  Riccatrschen  Typus^  S.  460,  470. 

qleichwinklige  Correspondenzen,  S.  162;  Spirale,  S.  545. 

Gleitcurven,  S.  622  u.  ff. 

Grad  eines  Curvensy stems ,  S.  146;  eines  Complexes,  S.  377;  des 
singulären  Punkts  einer  Congruenz,  S.  408. 

graphische  Eigenschaft,  S.  6. 

Grenzfläche  einer  Congruenz,  S.  510;  Lobatschefskij's,  S.  624. 

Grenzgercule,  S.  31. 

Grenzkreis  des  Raums,  S.  105. 

Grenzlinie  Lobat8chefskij*s,  S.  624. 

Grenzpunkt,  S.  12;  der  Strahlen  einer  Congruenz,  S.  408,  508. 

Grundcurve,  S.  122. 

Grundgebilde,  geometrische,  S.  1. 

Grundpunkte  eines  Netzes,  S.  124;  eines  Büschels,  S.  142. 

Grundzahl  der  Fläche,  S.  666  u.  ff. 

Gruppen  von  Punkten,  S.  60;  harmonische,  S.  61. 

Gruppe,  continuirliche,  transitive  birationaler  Transformationen,  8.  371. 

Halhaxen   der   Kegelschnitte,  S.  87;    der  Flächen   2.  0.,  S.  114. 

Halhirung  des  Lemniscatenbogens,  S.  634. 

Halbmesser,  conjugirte,  S.  87. 

hdlhregelmässige  Polyeder,  S.  566. 

harmonische  Punkte,  S.  7,  8,  9;  Gerade,  S.  17;  Mittelpunkte,  S.  60; 
Gruppen,  S.  61;  Homologie,  S.  31,  42;  Pole  der  Transversalen  eines 
Dreiecks,  S.  68;  Polare,  S.  69;  des  Wendepimkts,  S.  178,  bez.  des 
Dreiseits  und  Dreiflachs,  S.  261;  Curve  3.  0.,  S.  184,  189,  283;  Po- 
larebene bez.  des  Dreiseits  und  des  Dreiflachs,  S.  262;  Complexe, 
S.  394,  402  u.  ff. 

Hauptaxe  der  Hyperbel,  S.  87;  der  Kegelschnitte,  S.  91. 

Hauptcoincidenz,  S.  164  u.  ff. 

Hauptcoincidenzcurven,  S.  169. 

Hauptdurchmesser  der  Flächen  2.  0.»  S.  104,  112. 

Hauptebenen  der  Flächen  2.  ü.,  S.  104,  112;  einer  Congnienz,  S.  409; 
der  Strahlen  einer  Congruenz,  S.  508. 

Hauptkrümmungsradien  einer  Fläche,  S.  477. 
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Hat^pthtutH  der  Flächen  des  homaloidalen  Systems,  S.  257. 

HmkfßttH/rmale  einer  Kaumcurvef  S.  456. 

UanpiHormalschnitt€  einer  Fläche,  S.  477. 

iiuHptparameter^  S.  88. 

Hauptimnkte  der  Flächen  des  homaloidalen  Systems,  S.  287. 

Haup&egelfiächen  einer  Congruenz,  8.  510. 

Hauptsehhen  Bertini's,  S.  262. 

Haupttangenten,  S.  205. 

Haupttangentencurven,,  S.  306,  867,  479. 

HeUcoide,  S.  489,  499;  pseudosphärische  Dini's,  S.  550. 

Hthx,  S.  460,  489,  552  u.  ff. 

Heptaden,  Aronhold'sche,  von  Doppeltangenten,  S.  198. 

Hex€tdekaedroid,  S.  567. 

Hexaden  von  Doppeltangenten  von  Hesse  und  Steiner,  S.  197. 

Hexaeder,  S.  565;  polares  Cremona's,  S.  288. 

Hexagon,  Lemoine'sches,  S.  68. 

Jiomaloides  Netz,  S.  146,  157. 

homaloide  Flächen,  S.  237,  370,  589. 

homofocaJe  Kegelschnitte,  S.  98. 

homogene  Coorainaten,  S.  10,  21,  36,  577. 

Homographie,  S.  3;  involutorische,  8.  14,  43;  axiale,  8.  43;  cyclisdie, 

S.  43. 
Homographieaxe,  S.  13. 
Homogrt^phiecentrum^  S.  19. 
homographische   Punktreihe,   S.  12;    Strahlenbüschel,    S.  17;    ebene 

Systeme,  S.  28;   Bäume,  S.  41,  581;    Correapondenzen  in  Hyper> 

räumen,  S.  577  u.  ff. 
homologe  Gebilde,  S.  4;  ebene  Systeme,  S.  30;  Bäume,  S.  42;  n-£cke, 

S.  49;  ti- Seite,  S.  49. 
Homologie,  S.  3,  30;  involutorische,  harmonisdie  S.  42;  affine,  S.  43. 
Homologieaxe,  8.  30,  49. 
Homologiecentrum,  S.  30,  42,  49. 
Homologieebene,  S.  42,  49. 

homothetiache  ebene  Systeme,  S.  32;  Bäume,  8.  43. 
Homcyclide,  S.  327. 
Hyperbel^  S.  74  u.  ff.;  gleichseitige,  8.  83;  cubische,  8.268;  cubisch- 

parabolische,  S.  253;  geodätische,  S.  484. 
Hyperheruhrungsehene^  8.  584. 
hyperbolische  Involution,  8.  14;  Paraboloide,  S.  101,  108;  Serpentine, 

8.  186;  Complexe  2.  Grads  von  Beye,  S.  893;  Punkte,  8.  205,  478; 

-r  Typus   des   Linienelements   der   Flächen,   S.  491 ;    der   Bäume 

8.  609;    -r  Typus  der  pseudosphärischen  Botationsflächen,  8.  493; 

LemniBcate,  S.  533;   Spirale,  8.  546;  Eettenlinie,  8.  549;   Bäume, 

S.  607;  Geometrie,  8.  623  u.  ff.,  631,  633. 
Hyperboloid,  einfaches,   einschaliges   oder  mit    einer    Mantelfläche, 

8. 101,  108;  zweifaches,  zweischaliges  oder  mit  zwei  Mantelflächen, 

S.  102,  108;  gleichseitiges,  8.  121;  orthogonales,  S.  122;  Volumen 

des  einschaligcn,  S.  452. 
Hyperboloidencoordifiaten,  S.  244. 
Hyperebene,  S.  677;  doppelt  berührende,  S.  592. 
hy perelliptische   Curven,    S.   164;    2?-Functionen    von   Klein,    S.  303; 

Functionen  vom  Geschlecht  2,  8.  359;  Flächen,  S.  568. 
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Hyperfläche,  S.  584;  conische,  S.  586. 

Hyperkegdschnitte,  S.  45. 

hyperquadratische  FlAche,  S.  579. 

Hyperquadri fläche,  S.  45. 

Hyperräume^  S.  577  u.  ff. 

Hypocucloide,  S.  540  u.  ff. 

Hypoinese  des  stampfen  und  spiteen  Winkels,  S.  622,  684. 

Hypotrochoiden,  S.  543. 

identische  Punktreihen,  S.  14;  Connexe,  8.  164. 

IkoBoeder,  S.  566. 

imaginäre  Geometrie,  S.  619;  Punkte,  S.  11;  Doppelpunkte,  S.  14; 
Strahlen,  S.  17;  Elemente,  S.  47;  unendlich  ferne  Kreispunk te, 
S.  83;  Axe  der  Hyperbel,  S.  87;  Complexe  2.  Gfrads,  8.  393. 

Incidenz,  S.  428. 

Incidenzformelny  S.  426  u.  ff. 

Index  der  Sinnsspiralen  und  Bibaucour'schen  Curven,  S.  547. 

Indicatrix  von  Dupin,  S.  205,  478,  612. 

Infinitesimalgeometrie  der  Curven  und  Flächen,  S.  442  u.  ff.;  im  27  , 
S.  699  u.  ff. 

Inflexion,  S.  446  u.  ff. 

Inflexionscurven,  S.  479. 

Inflexiimserzeugende^  S.  226. 

Inflexianspunkte,  S.  129,  177  u.  ff.,  446,  447. 

Inflexianstangente,  S.  129,  205,  225,  593. 

Inhalt  von  Flächen,  S.  447  ü,  ff. 

Integralcurven  eines  Complexes,  S.  168  u.  ff. 

Interpretation,  geometrische  der  invarianten  Bildungen  des  Systems 
einer  oder  zweier  quadratischer  temärer  Formen,  S.  97  u.  ff. ;  geo- 
metrische der  Invarianten  und  Covarianten  der  temfiren  cubischen 
Form,  S.  188  u.  ff.;  projective  der  drei  -Geometrien,  S.  630  u.  ff. 

intrinsic  equations,  6.  460. 

Invariante  der  Fundamentalkugeln  in  der  Eugelgeometrie ,  S.  421; 
quadratischer  temärer  Formen,  S.  97  u.  ff. ;  der  ternären  cubischen 
Form,  S.  188  u.  ff. 

invariante  Formen  der  Complexe,  S.  379  u.  ff.,  384. 

inverse  Curven  und  Flächen,  S.  513  u.  ff.;  Fusspunktcurve,  S.  516. 

Inverse,  S.  326. 

Inversion,  S.  159,  513. 

Involutionen,  S.  14,  18,  46;  hyperbolische,  elliptische,  parabolische, 
S.  14,  47;  allgemeine,  S.  63;  höherer  Ordnung,  S.  148. 

Involutionscentrum,  S.  14. 

Involutionscomplexe^  lineare  Kleines,  S.  388  u.  ff. 

involutorische  Correspondenz,  S.  3,  18;  Homographie,  S.  14,  43; 
Homologie,  S.  31,  42;  Keciprocität  oder  Dualität,  S.  33;  Trans- 
formationen, S.  238;  Correspondcnzen  höherer  Ordnung,  S.  406. 

irreducibele  Curven,  S.  126. 

isogonale  Correspondenzen,   S.  162;   Abbildung  der  Flächen  auf  die 

Kbene,  S.  472;  Transformation,  S.  514. 
isolirter  Doppelpunkt,  S.  129. 
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isometrische  Parameter,  S.  470. 

isothermes  orthogonales  System  von  Erümmungslinien   der  Cycliden, 

S.  324;  System  von  Parameterlinien,  S.  470,  497. 
isotrope  Congruenz  Bibaucour's,  S.  512. 

Kante,  n-,  S.  49;  windschiefer  Regelflächen,  S.  364. 
Katakaustiketif  S.  517. 
katoptrische  Kaustiken,  S.  517. 

kaustische  Curven  und  Flächen  (Eaustiken),  S.  517  u.  ff. 
Kegel,  S.  208;  gleichseitige,  S.  122;   2.  0.,  S.  101,  108;    oberer  und 
.unterer    des    Monoids,    S.  216;    die    5    Kummer^schen ,    S.  314; 
•    singulare  der  Congruenzen,  S.  408,  quadratische  im  B^^  S.  587. 

Kegelflächen,  S.  623  u.  ff. 

Kegelschnitte,  S.  74  u.  ff.,  524  u.  ff.;  sphärische,  S.  247,  254;  ab- 
solute,  S.  403,  632. 

KegelschnittbUschel,  S.  94. 

Kegelschnittschur,  S.  94. 

Kerncurve,  S.  137  u.  ff. 

Kernfiäche,  Hesse'sche;,  S.  280  u.  ff.,  299. 

Kettenlinie,  S.  548  u.  ff. 

Kinematik  im  K^.  S.  584. 

Knotenourve  der  Developpabeln,   S.  207;    der  windschiefen  Flächen, 

S.  208. 
Knotenpunkty  S.  221. 
körperliches  Dreieck,  S.  61. 
Körpervolumina,  S.  447  u.  ff. 
konisch  siehe  conisch. 
Kreis,  S.  82  u.  ff.;    Feuerbach'scher,  S.  67,  70;   Lemoine'scher,  S.  67; 

erster,  zweiter,  S.  68;,  Brocard' scher,  S.  67, 69;  Taylor'scher,  S.  67,71; 

Tucker'scher,  S.  67,  71;  des  dreifachen  Verhältnisses,  S.  68;  Euler- 

scher,  S.  70;   der  absolute  des  Raums,    S.  105;    cyclischer,  S.  247; 

geodätischer,  S.  484. 

Kreispunkte^  S.  28;  imaginäre  unendlich  ferne,  S.  83;  der  Flächen 
2.  0.,  S.  115;  beliebiger  Flächen,  S.  478. 

Kreisschnitte  der  Flächen  2.  0.,  S.  115. 

Kreisschnittehenen,  S.  115. 

Krümmung  von  Plan-  und  Raum  curven,  S.  455  u.  ff.;  mittlere  von 
Bogen,  S.  455;  totale  von  Gauss,  S.  484,  487,  605,  606;  der  Flächen, 
S.  487  u.  ff.;  constante  mittlere,  S.  496  u.  ff.;  erste  und  zweite, 
S.  459;  geodätische  von  Linien  auf  Flächen,  S.  481,  484;  der  Kur- 
ven   im   i?^,    S.  600;    Riemann*sche    des   JK^,    S.  605  u.  ff.;    der 

Mannigfaltigkeiten,   S.  611  u.  ff.;    absolute,   relative  der  Flächen, 
S.  615. 

Krümmungsaxe,  S.  457. 

Kriimmungsehene,  S.  458;  an  die  Raumcurve,  S.  206. 
Krümmungskreis y  S.  463. 
Krümmungslinien  der  Flächen,  S.  475  u.  ff. 
Krümmungsmass,  S.  484;  der  Flächen  von  Gasorati,  S.  487. 
Krümmungsmittelpunkt,   S.  457;    der  Flächen,   S.  477;  geodätischer, 
S.  481. 
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Krümmungsradius,  S.  455;  der  Curven  im  B^  S.  600;  von  Flächen, 

S.  477. 
kruminlinige  Coordinaten,  S.  467  u.  ff. 
Kubus,  S.  565. 
Kugelr  S.  105,  118. 
KugelcäloUe,  Flächeninhalt,  S.  452. 
Kugelcomplexe^  S.  422. 
Kugelcongruemen,  8.  422. 
Kugelgeometrie  im  Baum,  S.  378.  n,  ff.,  420  u.  ff. 
KugeVcreis,  unendlich  femer  imaginärer,  S.  105,  403, 

Längen  der  Halbazen  der  Flächen  %  0..  S.  114;  der  Curvenbogen. 
S.  447  u.  ff. ;  der  Tangente,  der  Normalen,  S.  443. 

Leiteurven  einer  Congruenz,  S.  411. 

Leitebene  des  hyperbolischen  Paraboloids,  S.  102. 

Leitlinie  siehe  Directrix, 

Leitungskegel  einer  Regelfläche,  S.  490. 

Lemniseaten  Bernoalirs  und  Gerono's,  S.  531  n.  ff. 

lemniscatische  Function,  S.  535. 

leuchtender  Punkt,  S.  517. 

lignes  minimes  von  Legendre,  S.  486. 

limagon  PascaFs,  S.  202,  522,  533. 

linear  zusammenhängende  Räume,  S.  562. 

lineare  Complexe,  S.  44,  384  u.  ff. ;  Systeme  von  Punktgruppen,  S.  53 ; 
Systeme  ebener  Curven,  S.  141;  Flächensysteme,  S.  234  u.  ff'.; 
Büschel  und  Netze  linearer  Complexe,  S.  386  u.  ff.;  Congruenz, 
S.  386;  Involutionscompleze  Kleines,  S.  388  u.  ff.;  Mannigfaltig- 
keiten, S.  677  u.  ff.;  Räume,  S^  607. 

Linien^  mehrfache,  singulare  einer  Fläche,  S.  222 ;  singulare  der  Con- 
gruenzen,  S.  408 ;  geodätische,  S.  466,  475  u.  ff. ;  auf  den  Flächen, 
S.  475  u.  ff.,  481;  elastische,  S.  548  u.  ff. 

Liniencomphx,  S.  376. 

Linienccmgruenz,  S.  376,  607. 

Linienelenient  der  Flächen,  S.  467  u.  ff. ;  des  Raums,  S.  504;  der 
höheren  Mannigfaltigkeiten,  S.  601;  Riemann'sche  Form,  S.  607. 

Liniengeometrie  im  Raum,  S.  373  u.  ff.;  im  jß^,  S.  584. 

linksgewundene  Schraubenlinien,  S.  552. 

logarithmische  Spirale,  S.  545,  553. 

logocyclische  Strophoide,  S.  530. 

Loxodrome,  S.  562  u.  ff. 

lumaca  Pascal's,  S.  202,  522,  533. 

Mannigfaltigkeiten  von  Punktsystemen,  S.  149;  lineare,  S.  577  u.  ff'.; 
nicht  lineare,  S.  584  u.  ff.;  algebraische,  S.  585;  normale  für  den 
eigenen  Raum,  S.  586 ;  von  zwei  Dimensionen  im  i2^ ,  S.  589  u.  ff. ; 
Differentialgeometrie,  S.  601  u.  ff. 

Mediane,  S.  70. 

mehrdeutige  Transformationen  der  Ebene  und  der  Curven,  S.  156  u.  ff. 

mehrdimensionale  Räume,  S.  577  u.  ff. 

mehrfache  Linien  einer  Fläche,  S.  222. 

Meridianfläche  eines  Complexes,  S.  379. 
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Meta^eometrie,  S.  619. 

Metrtk,  projective,  S.  680  u.  ff. 

metrische  Eigenschaften,  S.  6 ;  Relationen  in  Hyperräumen,  S.  577  n.  fi. 

Relationen  in  projectiver  Form,  S.  627  u.  ff. 
Minimalflächen,    S.  496  n.  ff.,  615;   Henneberg's,  S.  500;   Yon  H.  A. 

Schwärz,  S.  501. 

Minimalregelfläche,  S.  499. 

Minimdlregelhelicoid,  S.  490,  499. 

Mittelfläche  einer  Congraenz,  S.  510. 

Mittellinie,  S.  70. 

Mittelptmkte ,    harmonische,    S.  50;    der  Kegelschnitte,   S.  85;    der 

Kegel,  S.  102 ;    der  Flächen  2.  0. ,  S.  103 ;    der  Strahlen  der  Con- 

gruenzen,  S.  409,  507. 
Mittelpunktsflächen,  S.  104. 
mittlere  constante  Krümmung  der  Flächen,  S.  496;  der  Evolute,  S.  502; 

Proportionale,  S.  527. 
nwdanirte  Flächen,  S.  476. 
Moduln  einer  Curye,  S.  160;    der  Inversion,  S.  513;    Legendre*8che, 

S.  534. 

Moment  zweier  Geraden  (Cayley),  S.  875. 

Monoid,  S.  586. 

monoidale  Darstellung  höherer  Räume,  S.  584  u.  ff. 

Monoidflächen  Cayley's,  S.  214  u.  ff. 

tnoulures  von  Monge,  S.  476. 

muschelförmige  Curven,  S.  521. 

MuscheUinien,  S.  520;  des  Nicomedes,  S.  540. 

Nabelpunkte    der  Flächen   2.  0.,  S.'llS;    einer   beliebigen   Fläche, 

8.  478. 
natürlidie  Gleichungen,  ß.  455  u.  ff.,  460;  Geometrie,  S.  462;  im  B  , 

S.  599  u.  ff". 

negative  Richtung  der  Normalen  und  Tangenten  an  Curven,   S.  457; 

Fusspunktcurve,  S.  515. 
Netz  ebener  Curven,  S.  141;    homaloidales,  unicursales,  S.  146,  157; 

von  Flächen,  S.  234;  linearer  Complexe,  S.  386. 
Neunpunktekegelschnitt,  S.  71,  95. 
Neunpunktekreis,  S.  67,  70. 

nicht' Euclidische  Räume,  S.  607;  Geometrie,  S.  617  u.  ff. 
Nodoid,  S.  497,  549. 
Normale  zu  einer  Plancurve,  S.  442;  positive  und  negative  Richtung, 

S.  457. 

normale  Mannigfaltigkeit  für  den  eigenen  Raum,  S.  585. 

Normalebene  einer  Raumcurve,  S.  444. 

Normalencongrueneen,  S.  511,  518. 

NormaJenparaboloid,  S.  863. 

Normalensystem  von  Strahlen,  S.  617. 

Normalform  der  Gleichung  der  Geraden,    S.  25;  der  Ebene,   S.  40; 

eines  Complexes   von   Clebsch,  S.  383. 
Normalsdinitte  von  Flächen,  S.  477. 
Normaltypus  einer  Curve,  S.  160. 
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NMpölarim,  S.  44,  261,  386,  406. 

Nullsysteme,  S.  44,  261,  386;  höherer  Ordxiimg,  S.  406. 

numerische  Excentricität,  S.  88,  91 ;  >b  Geschlecht,  S.  223. 

oberer  Kegel  des  Monoids,  S.  216. 

Octaeder,  S.  666. 

Odaedroid,  S.  667. 

offene  Flächen,  S.  666;  Schnitte,  S.  667. 

Ordnung  der  ebenen  Gurren,  S.  126;  der  ebenen  Conneze,  S.  163; 
der  Coincidenzen,  S.  164;  der  algebraischen  Flächen,  S.  204;  der 
Baumcurven,  S.  206;  des  Kegels,  S.  207;  eines  Complexes,  S.  377; 
einer   algebraischen   Congmenz,    S.  377;    einer   allgemeinen   Con- 

graenz,  S.  406;   Ton  CT  im  iJ^,  S.  694. 

Oricyclus,  S.  491;  Lobatschefdkij's,  S.  624. 

Orisphäre  Lobatschefskij^s,  S.  624. 

Orthocentrum,  S.  70. 

orthogonale    Coordinaten,    S.  86;.    Hyperboloide,   S.   122;    dreifache 

Systeme  von  Cycliden,  S.  324;  isotherme  Systeme,  S.  324;  isotherme 

Systeme  Ton  Farameterlinien,  S.  470. 
Orthogonal fläehens^steme,  dreifache,  S.  604  u.  ft 
Osculanten,  Theorie,  S.  263. 
Osculation  von  Flächen,  S.  224. 
Osculationsberührung,  S.  146. 

Osculationsdeveloppahle  der  Rückkehrkante,  S.  465. 
Osculationsebene^  S.  468;  an  die  Raizmcurve,  S.  206. 
Osculatiomkegel,  S.  222. 
Osculationsräunte  an  Gurren  im  JS^,  S.  6911. 

Oseulationstangenten,  S.  204,  205. 

Oaculiren  einer  Fläche  durch  eine  Gerade,  8.  274. 

osculirende  Developpable,  S.  207 ;  Gurven  und  Flächen,  S.  463 ;  Kreise, 

S.  463;  Kugel,  S.  464. 
Ovale  des  Gartesius,  S.  201,  636  n.  ff.;  Gassini's,  S.  681  u.  ff. 

Paare  von  conjugirten  Triedem  (Steiner),  S.  286. 

paarer  Zug  einer  Gurve,  S.  132. 

Pangeometrie,  S.  619. 

Parabel,   S.  75  u.  ff.;   cubische^  S.  253;   semicubische  oder  Neirsche 

S.  627. 
parabolische  Involution,   S.  14;   Serpentine,   S.  186;   Punkte,   S.  205, 

478,  614;  Gurve,  S.  205;  cubische  Hyperbel,  S.  253;  Gyclide,  S.  325; 

Dupin'sche  Gyclide,  S.  327;  Homcyclide,  S.  327;  Ringcyclide,  S.  327; 

Gomplexe  2.  Grades  von  lieye,  S.  393;  -r  Typus  des  Linienelements 

der  Flächen,  S.  491;   der  EÄume,    S.  609;    -r  Typus   der  pseudo- 

sphärischen  Rotationsflächen,  S.  493;  Spirale,  S.  546;  Räume,  S.  607; 

Geometrie,  S.  625,  631,  633. 
Paraboloid,   hyperbolisches,    S.   101,    108;    elliptiflches,    S.  102,    108; 

Volumen,  S.  452;  gleichseitiges,  S.  122. 
parallele  Gurven  und  Flächen,  S.  620  u.  ff. 
Pardlleleyt,  geodätische,  S.  484. 
Parallelismus  ^**''  Ordnung  im  B^,  S.  579. 
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Parameter,  S.  88;  der  Erzeugenden  einer  Begelfläche,  S.  363;  der 
linearen  Complexe,  S.  386. 

Farameterlinien,  S.  467. 

partielle  Differentialgleichung  der  Minimalflftchen  von  Lagrange, 
S.  498. 

Pedalcurve,  S.  516. 

peddle,  S.  615. 

Pedaleniheorem,  S.  72. 

Pentaeder,  Sylvester'sches,  S.  280  u.  ff. 

Pentaedergleichung,  S.  281. 

Pentraedroid,  S.  567. 

perspective  Gebilde,  S.  4;  Punktreihen,  S.  13;  ebene  Systeme,  S.  30; 
Durchschnitte,  S.  30;  Axe,  S.  30;  n-£cke,  S.  49;  n-Seite,  S.  49. 

PerspecHvität,  S.  3. 

pinceS'point,  S.  221. 

pinchpoint,  S.  221. 

planare  Developpable,  S.  362. 

Plancurven,  Krümmung,  S.  455  u.  ff. 

podaire,  S.  515. 

Pol,  S.  20,  33,  35,  78,  84,  102,  135,  251;  harmonischer,  S.  58;  der 
grössten  Kreise,  S.  62;  der  Inversion,  S.  513;  der  Fusspunktcurve, 
S.  515. 

Polarcomplexe,  S.  381. 

Polarcoordinaten,  S.  20,  36. 

Polardeveloppdbie,  S.  465. 

Polarcurve  emer  Geraden,  S.  232. 

Polardreieck,  S.  33,  78. 

Polare,  S.  33,  78,  84;  hannonische,  S.  69;  eines  Pols  bez.  einer 
Curve,  S.  135;  harmonische  des  Wendepunkte,  S.  178;  vielfache 
von  Geraden,  S.  232;  harmonische  bez.  des  Dreiseits  und  Drei- 
flachs, S.  251. 

polare  sphärische  Dreiecke,  S.  63;  Hexaeder  Cremona*s,  S.  288. 

Polarebene,  S.  102,  251;  harmonische,  S.  262. 

Polarflächen,  S.  232  u.  ff. 

Polarform  des  Biemann'schen  Raumes,  S.  626. 

Polargerade,  S.  78,  136. 

Polargruppen,  S.  51. 

Polarität,  S.  5,  38,  50,  51,  134;  gewöhnliche,  S.  44. 

Polaritätsprincip,  S.  5. 

Polarlinie,  S.  467. 

Polar suhnormale,  S.  443. 

Polar sübtnngente,  S.  443. 

Polarsysieme,  S.  61. 

Polartetraeder,  S.  103,  258. 

Polarvolumen,  S.  454. 

Polaxe,  S.  20,  35. 

Polebene,  S.  36. 

PolkegelschniU,  S.  180. 

Poloconica,  gemischte  (mista),  gemeine  (pura)  (Polkegelschnitt)  Cre- 
mona's,  S.  180. 

PoUechsflache  Cremona*s,  S.  284  u.  ff. 

Polyeder  im  Räume  von  drei  und  mehr  Dimensionen,   S.  563  u.  ff.; 
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Euler'sche,  8.  664;   regelmässige  oder  Platonische,   S.  666;   halb- 
regelmässige  oder  Arcmmedische,  S.  666. 

Polyedergruppen,  S.  674. 

FolyedefnMtz,  S.  663  u.  ff. 

Polyederihearie,  S.  666  u.  ff. 

Polygone  Poncelet's,  S.  97;  Steiner^sche,  S.  179. 

Polynome  des  Cabus,  Ociaeders  und  Ikosaeders,  S.  674. 

positive  Hichtung  der  Normalen  u.   Tangenten   an  Curven,   S.  467 
Fusspunktcorve,  S.  616. 

PostulaU  Euclild's,  Postulat  V  über  die  Parallelen,  S.  617,  621  ti.  ff.; 
von  Wallis,  Saccheri,  Lambert,  S.  622. 

Postulationsformeln,  S.  212. 

Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Kugel,  S.  420. 

Princip  der  Erhaltung  der  Anzahl  oder  der  gleichgültigen  oder  spe- 
ciellen  Lage  von  Schubert,  S.  424  u.  ff.;  der  Duali&t  oder  Cor- 
relation  in  der  Ebene  und  im  Räume,  S.  6. 

Problem  Plateau's,  S.  601 ;  der  Verdoppelung  des  Cubus  oder  Delisches, 
S.  627,  640;  der  Brachistochrone,  S.  641. 

Product  zweier  Bedingungen,  S.  426. 

Prcjection,  stereographische,  S.  248. 

Projectionsaxe,  S.  2. 

Projectionscentrum,  S.  2. 

projective  Gebilde,  S.  4;  Geometrie  der  mehrdimensionalen  Räume, 
S.  677  u.  ff.;  Eigenschaften,  S.  6;  Coordinaten,  S.  10,  17,  86;  Punkt- 
reihen, S.  12;  Strahlenbüschel,  S.  17;  ebene  Systeme,  S.  28;  Räume, 
S.  41,  681;  n-Ecke,  S.  60;  Metrik,  S.  630  u.  ff.;  Interpretation  der 
drei  Geometrien,  S.  630  u.  ff. 

Projectivität,  S.  3;  cyclische,  S.  16. 

Projectivitätsaxe,  S.  13. 

I^ojectivitäiscentrunif  S.  19. 

Projectivitätsgleichimg,  8.  12. 

Projiciren,  8.  2;  von  Räumen  im  .B^,  S.  681. 

Proportionale,  mittlere,  S.  627. 

Psenäosphäre,  S.  496,  550. 

pseudosphärische ¥\Mi%ny  S.  491  u.  ff.;  Rotationsflächen,  8.  492;  Flächen 
von  Dini,  S.  494;  Flächen  von  Enneper,  Bianchi,  S.  494;  Trigono- 
metrie, S.  495;  Congruenzen  Biancbi's,  8.  611;  Helicoide  Dini's, 
8.  660;  Räume^  8.  607;  Geometrie,  8.  633. 

Pseudoversiera^  8.  629. 

Punkte,  harmonische,  8.  7,  8;  conjugirte,  8.  8,  84,  182;  — in  der  Topo- 
logie,  S.  666;  imaginäre,  8.  11;  äquianharmonische,  8.  12;  reci- 
proke,  8.  33 ;  Brocard'sche,  S.  67 ;  —  negative  und  positive,  S.  68 ; 
Lemoine'sche,  8.  67,  68;  Grebe'sche,  8.  68;  Schröter'sche,  8.  70; 
Vigarid'sche,  8.  70;  Boubals'sche,  8.  71;  conjugirte,  reciproke  bez. 
eines  Kegelschnitts,  8.  78,  84 ;  —  bez.  eines  Complexes,  8.  386 ;  viel- 
fache, S.  127, 162;  —einer  Fläche,  S.  222;  stationäre,  S.  129;  —  der 
Raumcurven,  8. 224, 263 ;  singulare,  8. 129 ;  —  der  Flächen  und  Raum- 
curven,  8.  221  u.  ff.;  —  eines  Complexes,  S.  380;  singulare  der  Con- 
gruenzen, 8.  407;  hyperbolische,  elliptische,  parabolische,  8.  206; 
—  einer  Fläche,  8.478;  conische,  biplanare,  uniplanare,  8.221;  asso- 
ciirte  von  Raumcurven  4.  0.,  8.  266;  leuchtende,  8.  617;  singulare 
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▼on  Hyperflächen,  S.  685;  stationäre  der  Gorven  im  B^,  S.  600; 
parabolische  Ton  Mannigfidtigkeiten,  S.  614. 

Puhktepaar,  Steiuer'sches,  S.  179;  absolutes,  S.  630. 

Punktequadrupel  auf  der  Baumcurve  4.  0.,  S.  267. 

Punktetripel  auf  der  Baumcurve  4.  0.,  S.  267. 

Punktgleichung  der  Kegelschnitte,  S.  SO. 

Punktgruppen,  S.  50;  auf  einer  algebraischen  Curve,  S.  148  u.  ff.; 
corresiduale,  residuale,  S.  151. 

punktirte  Gerade,  S.  291. 

Punktkugel,  S.  422. 

Ptmktreäien,  S.  1;  gerade,  S.  6;  projectiye,  homographische,  coUineare, 
S.  12;  ähnliche,  S.  12:  congruente,  gleiche,  S.  13;  perspective, 
S.  13;  conlocale,  aufeinander  liegende,  superponirte ,  S.  13;  iden- 
tische, S.  14. 

Punktsystem,  ebenes,  S.  1;  räumliches,  S.  1. 

punti  asBOciati,  S.  179. 

quadratische  Formen,  S.  54;  Gebilde  im  JB^,  S.  586  u.  ff.;  Kegel  im 
iJ,    S.  687;  Differentialformen,  S.  601. 

Quadratrix,  S.  548  u.  ff. 

Quadratur  des  Kreises,  S.  551. 

quadriplanare  Coordinaten,  S.  36. 

Quadrupel  von  Punkten,  S.  57;  von  Funkten  auf  der  Raumeurve  4.  0., 
S.  257;  bei  der  Darstellung  der  27  Geraden  der  Fläche  3.  0., 
S.  290;  Göpel's,  S.  302,  303,  304;  Rosenhain's,  S.  302,  303^  304; 
windschiefer  Geraden  1^  Art,  2*«  Art  der  Flächen  4.  0.,  S.  316. 

quateme-zero,  S.  290. 

Quintupel  von  windschiefen  Geraden  der  Flächen  4.  0.,  S.  315. 

radiale  Curven  ebener  Curven,  S.  516  u.  ff. 

Radienvectoren,  reciproke,  S.  518  u.  ff. 

Band  einer  Fläche,  S.  556. 

Bang  der  Baumcurven,  S.  206;  im  12^,   S.  594;  der  Flächen,  S.  209, 

364,  412;  einer  Congruenz,  S.  405. 

rationale  Gleichung  der  Kummer^schen  Fläche,  S.  303;  Flächen, 
S.  370  u.  ff. 

Bäume,  S.  2;  homographische,  collineare,  projective,  S.  41;  affine, 
8.  42;  ähnliche,  S.  42;  homologe,  S.  42;  homothetische,  S.  43;  con- 
jugirte,  S.  376;  linear  zusammenhängende,  geschlossene,  mit 
Flächenzusammenhang,  mit  Zusammenhang  r^  Art,  8.  562;  ein- 
seitige, zweiseitige,  S.  563;  mehrdimensionale,  S.  577  u.  ff.;  sphä- 
rische, Riemann'sche  oder  elliptische,  8.  607,  683;  pseudosphärische, 
Lobatschefskij'sche,  hyperboliBche  oder  nicht-Euclidische,  S.  607; 
lineare,  Euclidische  oder  parabolische,  8.  607. 

räumliches  Punktsystem,  Ebenensystem,  S.  1. 

rationale  Curven,  8. 131, 181 ;  Flächen,  S.  223;  Raumourven,  S.  269  u.  ff. 

Baumcurven,  algebraische,  S.  204  u.  ff.;  verschiedener  Ordnungen, 
8.  243  u.  ff.;  3.  0.,  8.  248  u.  ff.;  4.  0.  1^'  8pecies,  S.  254  u.  ff  ; 
4.0.  2*^'  Species,  8  259  u.  ff.;  6.,  6.,  etc.  0.,  8.  264  u.  ff.;  ratio- 
nale, unicursale,  vom  Geschlecht  Null,  8.  269  u.  ff.;  Krümmung, 
S.  455  u.  ff. 
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rechUgewundene  Schraubenlinie,  S.  562. 

rechtmnklige  Coordinaten,  S.  36;  Sfarophoide,  S.  630. 

Beciprocität,  S.  3,  43;  höherer  Bäume,  S.  681. 

Heciprocüätkheorem  Ton  Brill-Noether,  S.  162. 

reciprokpölar,  S.  103. 

reciproke  Gfebilde,  S.  4 ;  ebene  Systeme,  S.  32 ;  Dreiecke,  S.  33 ;  Punkte, 
S.  33,  bes.  eines  Kegelschnitts,  S.  78;  Gerade,  S.  33,  bez.  eines 
Kegelschnitts,  S.  78;  sphärische  Dreiecke,  S.  63;  Tetraeder,  S.  103; 
KadienTectoren,  S.  613  u.  ff. 

Bectification  der  Trisectrix,  S.  630;  der  Gartesischen  Oyale,  S.  637. 
rectificirende  Developpable  einer  Raumcurve,  S.  466 ;  Ebene  Lancret's 
S.  466. 

reducibele  Gurren,  S.  131. 
reelle  Axe  der  Hyperbel,  S.  87. 
reflectirte  Strahlen,  S.  617. 

Begelflächen,  S.  206,  376;  2.  0.,  S.  101;  abwickelbare  (developpable), 
S.  206;    windschiefe,  S.  206,  208;    3.    0.   Gayley's,    S.  276;    4.  0., 

5.  313,  336  u.  ff.;   windschiefe  4.  0.,  S.  336  u.  ff.;    höherer  als  der 

4.  0.,   S.  347  u.  ff.;   windschiefe  6.  0.,   S.  363  u.  ff.;   windschiefe 

6.  0.,  S.  361;   beliebiger  Ordnung,   S.  363  u.  ff.;   als  Schnitte  von 
Gomplezen,  S.  367;  einer  Gongrnenz,  S.  610;  im  B^,  S.  689. 

Btgdhelicoid,  S.  490,  604. 

regelmässige  (Platonische)  Polyeder,  S.  666. 

reguläre   Gurvensysteme,   S.    146;    Fachen,    S.    223;    Riemann^sche 

Flächen,  S.  668  u.  ff. 
BekUioneti,  metrische  in  projectiver  Form,  S.  627  u.  ff. 
relative  Krümmung  der  Flächen,  S.  616. 
residMMle  Punktgruppen,  S.  161;  Gurven,  ß,  213. 
Besiduum,  S.  213. 
Bestcurve,  S.  213. 
Bestsatz,  S.  151,  213. 
Besolvente,  Galois'sche,  S.  673. 
Bichtung,  positive   und  negative  der  Normalen  und  Tangenten   an 

Gurven,  S.  467. 
Bingcyclide,  S.  327. 
BÖhrefiflächen,  S.  604. 

Bömerfiäche  Steinei's,  S.  296,  313,  331  u.  ff.,  339. 
Bollcurven,  S.  622  u.  ff. 
Botatiotisflächen,   S.  623  u.  ff.;    2.  0.,    S.  113;   Inhalt   und  Volumen, 

5.  451;  pseudosphärische,  S.  492. 
Botationshyperboloid,  S.  490. 
Bouletten  (Rollcurven\  S.  622  u.  ff. 

Bückkehrkante  der  Developpabeln,  S.  207;  der  Enveloppe,  S.  464. 
Btickkehrpunkt,  S.  129. 

Satellit,  S.  178  u.  ff.;  eines  Punktetripels,  S.  267. 
Satz  siehe  Theorem. 

Schar  ebener  Gurven,  S.  141;  von  Flächen,  S.  234. 
scheinbare  Doppelpunkte  und  Doppelebenen,  S.  207. 

Pascal,  Bepertorium.  II.  44 
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Scheitel  eines  Büschels,   S.  1;   der  Kegelschnitte,   S.  86|   des  Fara> 

boloids,  S.  105. 
Schiefe  einer  Berührungsebene  an  eine  Begelfläche,  S.  368. 
schiefe  Cissoiden,  S.  528;  Strophoide  von  Quetelet,  S.  530. 
Schmiegung,  S.  459. 

Schmiegungsebene  an  die  Raumcurve,  S.  206,  458. 
Schmiegungskugel,  S.  466. 
Schmiegungswvnkel,  S.  459. 

Schnecke  (fima9on)  Pascal's,  S.  202,  522,  586  u.  ff. 
Schneckenlinie,  S.  460,  552. 
Schneiden  mit  einer  Geraden,   einer  Ebene,   S.  3;  von  Räumen  im 

B^,  S.  581. 

SchniUe,  offene,  geschlossene,  1*^',  2'«'  Art,  S.  657;  !*•',  2*"  Classe, 
S.  558. 

Schnittebenen  der  F,*,  S.  592. 

Schraubenlinie,  S.  460,  489,  562. 

Secanten,  vielfache  der  Raumcurven,  S.  221  u.  ff. 

Sechsecke,  Pascal'sche,  S.  76,  289;  Brianchons,  S.  76, 

SeckspunJctekegeUchnitt,  S.  69. 

Sechsseit,  Brianchon'sches,  S.  416. 

Sechstheilungscurve  Pascal's,  S.  522. 

secundäre  Brennlinien  von  Quetelet,  S.  518. 

n-Seite,  S.  49. 

SeWstberührungspunkt  einer  Gurre,  S.  133,  319;  von  Flachen,  S.  312. 

semicubische  Parabel,  S.  527. 

Serpentine,  elliptische,  hyperbolische,  etc.,  S.  186. 

Siebenpunktekreis,  S.  69. 

singulare  Punkte,  Tangenten,  S.  129;  Punkte  der  Flachen  und  Raum- 
curven, S!  221  u.  ff.;  Linien  einer  FlÄche,  S.  222;  Focalcurven, 
S.  324;  Erzeugende,  S.  387;  Erzeugende  windschiefer  Regelflächen, 
S.  364;  Berührungsebenen  windschiefer  Regelflächen,  S.  364;  Punkte 
und  Ebenen  eines  Complexes,  S.  380;  Gerade  eines  Complexes, 
S.  380;  Gerade  2.  0.,  3.  0.  eines  Complexes  2.  Grades,  S.  391; 
Punkte  und  Ebenen  der  Congxuenzen,  S.  407;  Kegel  und  Curven 
der  Congruenzen,  S.  408;  Linien  der  Congruenzen,  S.  408;  Homo- 
graphien  höherer  Räume,  S.  582 ;  Punkte  von  Hyperflächen,  S.  685. 

Singularitäten,  S.  129;  Zerlegung,  S.  160. 

Singiilaritätenfläche,  S.  380;  der  Complexfläche  2.  Grades,  S.  389. 

Sinuscurve,  S.  548  u.  ff. 

Sinusoide,  S.  550. 

Sinusspvralen  von  De  la  Goupilliere,    S.  546. 

Sommet  der  Erzeugenden  windschiefer  Regelflächen,  S.  364. 

Specialgruppe,  S.  151. 

Speciälsysteyn,  S.  161. 

specielle  Curven,  S.  513  u.  ff.;  Complexe,  S.  378;  lineare  Complexe, 
S.  385,  386.  ' 

Species  der  Curven  auf  den  Flächen  2.  0.,  S.  245;  windschiefer  Regel- 
flächen 4.  0.  Cayley's,  Cremona's,  S.  337  u.  ff. ;  Rohn's,  S.  338. 

^xihärische  Dreiecke,  S.  61;  Trigonometrie,  S.  61,  62;  Excesse,  S.  62; 
Curven,  S.  243  u.  ff.;  Kegelschnitte,  S.  247,  564;  Bilder  einer  Raum- 
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curve,  S.  466;  AbbilduDg  der  Congruenzen,  S.  508;  Abbildung  von 
Gauss,  S.  467  u.  ff.,  47S,  476,  480;  AbbildanK  von  Flächen,  S.  467  n.  ff. ; 
cyklische  Curven,  S.  654  u.  ff. ;  spirische  Curven,  S.  654  u.  ff.; 
Räume,  S.  607. 

Spnidelcyclide,  S.  327. 

Spirale,  S.  544  u.  ff.;  conische,  S.  553;   logaritbmische,  S.  553;  equi- 

angolare,  S.  545. 
spirische  Curven,  S.  536  u.  ff.;  sphärische  Curven,  S.  554  u.  ff. 
Spitze  des  Kegels,  S.  102;  einer  Plancurve,  S.  129;  einer  Baumcurve, 

S.  224;  der  Erzeugenden  windschiefer  Itegelflächen,  S.  364. 
stationäre  Punkte,   S.  129;   der  Curven  im  B^,   S.  600;   Tangenten, 

S.  129,  226,  593;  Tangentenebenen,  S.  205,  593;  Punkte  der  Raum- 
curve,  S.  224,  263;  Berührung  von  Flächen,  S.  224;  Bbenen,  S.  226; 
Erzeugende  windschiefer  Regelflächen,  S.  365. 

atereographische  Projection,  S.  243;  Coordinaten,  S.  607. 

stetige  Correspondenz,  S.  2. 

atoixsia  Euchd's,  S.  617. 

Strahlen,  reflectirte,  gebrochene,  S.  517;  harmonische,  imaginäre, 
S.  17. 

Strahlenbünd^l,  S.  1,  410;  unendlich  dünnes  einer  Congruenz,  S.  509. 

StraJUenbüschel^  S.  1,  16;  homographische,  collineare,  projective,  S.  17; 
ähnliche,  S.  19;  congruente,  gleiche,  S.  19. 

StraMencoordincUen  Plücker*s,  ä.  373. 

Strahlengebüsch  (Sturm),  S.  379. 

Strahlengewinde  (Sturm),  S.  379. 

Strahlennetz  (Sturm),  S.  379. 

Strahlenraum,  S.  373. 

Strahlensysteme ^  ebene,  S.  1;  Synonym  von  Congruenzen,  S.  410,  507. 

StrictionsliniCj  S.  363. 

Strophoide,  S.  527  u.  ff. 

Stufe  eines  Curvensystems,  S.  141;  eines  Flächensystems,  S.  234. 

Subnormale,  S.  443. 

Subtangente,  S.  443. 

superficie  modanate,  S.  476. 

superponirte  Gebilde,  S.  3;  Punktreihen,  S.  13. 

Symbole  von  Christoffel,  S.  469,  474,  475,  480,  602  u.  ff. 

symbolische  Bezeichnung  der  Complexe  von  Battaglini  und  Clebsch, 
S.  379  u.  ff.,  382. 

symbolischer  Calcül  der  Bedingungen,  S.  426  u.  ff. 

Symmediane,  S.  67. 

symmetrische  Rieroann*sche  Flächen,  S.  568  u.  ff. 

Symmetroid,  S.  298. 

Systeme,  lineare  von  Punktgruppen,  S.  53;  lineare  ebener  Curven, 
S.  141;  vollständige  ebener  Curven,  S.  146;  überreichliche,  regu- 
läre, S.  146;  canonische,  S.  161;  volle  von  Aronhold,  S.  198;  Aron- 
hold's,  S.  304;  conjugirte  von  E^elschnitten,  die  der  Fläche  4.  0. 
angehören,  S.  316;  der  sechs  Fundamentalcomplexe  von  Klein, 
S.  388;  von  Gebilden,  S.  425;  conjugirte  von  Linien  auf  den 
Flächen,  S.  479;  isotherme,  S.  497;  dreifache  Weingarten's, 
S.  507,  615. 

syzygetisches  Büschel,  S.  178. 

44* 
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tacnodo,  S.  138,  319. 

Tangenten,  S.  126,  442,  444;  vielfache,  S.  127;  stationäre  der  Plan- 
curven,  S.  129;  singulare,  S.  129;  an  die  Fläche,  8.  204;  an  die 
Baumcture,  S.  206;  stationäre  der  Raumcurven,  S.  226;  positive 
und  negative  Bichtung,  S.  467 ;  conjugirte,  S.  476  u.  ff.,  478. 

Tangentenebene,  S.  204;  stationäre,  S.  206. 

Tangentenkegel  der  Flächen  2.  0.,  S.  102. 

Tangentialebenen,  dreifache  der  Flächen  3.  0.,  S.  284  u.  ff.;  an  eine 
Fläche,  S.  446. 

Tangentidlgleichung  der  Kegelschnitte,  8.  80. 

TangentiaUcrämmung  von  Linien  auf  Flächen,  8.  481. 

Tangentialnetz,  8.  174. 

Tangentialpunkte,  8.  177  u.  ff. 

tautochrone  Curve,  8.  641. 

tetracuspidale  Curve,  8.  644. 

Tetraeder,  8.  84,  666. 

Tetraedercoordinaten,  8.  86. 

l'etraedergleichungen,  8.  674. 

tetraedraler  Complex,  8.  400,  408  u.  ff. 

Tetraedroid  Cayley's,  8.  808  u.  ff.,  894. 

tetrametrische  Coordinaten,  8.  86. 

Theilimgscwrven,  8.  621  u.  ff. 

Theoreme  von  Abel,  8.  634;  Battaglini,  8.  889;  Beez,  8.  606;  Beltrami, 
8.  279,  884,  482,  492,  611,  608;  Bemoulli,  Jacob,  S.  646;  Bertrand, 
8.  460;  Bianchi,  8.494,  611,  614,  siehe  die  Zusätze;  Bonnet,  8.490, 
496,  497,498,  601;  Bour,  8.  498;  Brianchon,  8.  76;  Brill,  8.  614;  Brill- 
Noether,  8. 160,  162,  160;  Camot,  8.  88,  187;  Casey,  8.  821;  Cayley, 
8. 128,  169,  208,  208,  224;  Ceva,  8.  69;  Chasles,  8. 16.  148,  247,  260, 
868,  364,  438,  686,  688,  697;  Christoffel,  8.  160;  Clairaut,  8.  483; 
Clebsch,  8.  282,  288,  833,  334,  381;  Clifford,  8.  162,  697,  698;  Cotes, 
8.137;  Cremona,  8.  68,  168,  180,  260,  269,  262,  287,  318,  834,  361; 
Darboux,  8.  833,  421,460,  480,  600,  606;  Delaunay,  8.  497;  De- 
sargues,  8.  77;  Dini,  8.  494;  Dupin,  8.  828,  324,  478,  606,  614; 
Dyck,  8.  674;  Enneper,  8.  480,  494;  Euler,  8.  626,  663,  614; 
Fagnano,  8.  626,  626,  634;  Fresnel,  8.  310;  Gauss,  8.61,  482, 
484;  Gerbaldi  und  8choute,  8.  62;  Gergonne,  8.  618;  De  la 
Goumerie,  8.  824;  Habich,  8.  516;  Halphen,  8.  483,  603;  Hermite, 
S.  210;  Hesse,  8.  79;  Hurwitz,  8.  671,  674;  Jacobi,  8.  127,  211; 
Jordan,  8.  287,  806;  Klein,  8.  288,  889,  407;  Klein-Lie,  8.  646; 
Kraus,  8.  163;  Kronecker,  8.  686;  Kummer,  8.  812;  Lambert, 
S.  628;  Landen,  8.  626;  Laguerre,  8.  28,  324,  628;  Legendre, 
8.  622,  628;  Lie,  8.  838;  Lüroth,  8.  870;  Maclaurin,  8.  77,  137, 
179;  Malus-Dupin,  8.  611;  Menelaus,  8.59;  Meusnier,  8.  478,  499; 
Minding,  8.  496;  Möbius,  8.  9,  17,  34,  261,  657;  Moutard,  8.  328, 
614,  518;  Newton,  8.  186,  628;  Noether,  8.  128;  Pappus,  8.  90; 
B.  Pascal,  8.  76;  Pasch,  8.  380;  Picard,  8,  871;  Plücker,  8. 128,  880; 
Poncelet,  8.  96,  128,  211,  256;  Puiseux,  8.  460,  562;  Reye,  8.  267; 
306;  ßibaucour,  8.  512;  Riemann,  8.  169,  160,  162,  607;  Riemann- 
Roch,  8.  162;  8accheri,  8.  622,  628;  Schur,  siehe  die  Zusätze, 
S.  703;  H.  A.  Schwarz,  S.  866,  362,  371;  Segre,  8.  687,  588,  590, 
91;    Paul  Serret,  S.  481;  Staudt,  8.  79;  Steiner,  S.  77,  278,  878, 
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516;  Strinffham,  S.  568;  Sturm,  S.  279,  282;  Tucker,  S.  517;  Voss, 
S.  618;  Weber,  S.  154;  Weierstrass,  S.  570;  Weingarten,  S.  503; 
Zeuthen,   S.  816,  317. 

Topoloffie,  S.  556  u.  S. 

TorsaUinie  windschiefer  Regelfl&chen,  S.  364. 

Torsion,  S.  455  u.  ff. ,  459 ;  geodätische,  S.  484. 

Torsionswinkel,  S.  459. 

Torus,  B.  320,  327,  540;  Flächeninhalt  und  Volumen,  S.  452. 

totale  Krümmung  von  Gauss,  S.  484,  487;  Krümmung  (Gauss^sche)  der 
Mannigfaltigkeiten,  S.  612. 

Tractrix,  S.  493,  548  u.  ff. 

Träger  der  Punktreihe,  des  Büschels  etc.,  S.  1. 

Transformation  der  Coordinaten,  S.  86;  Desarguesische,  S.  69,  518 u. ff.; 
birationale,  ein-eindeutige,  mehrdeutige  der  Ebenen  und  der  Curven, 
S.  156u.  ff. ;  Cremona's,  S.  157;  durch  reciproke  Badienvectoren, 
S.  159,  513  u.  ff.;  birationale  der  Connexe,  S.  167;  birationale  des 
Raums  und  der  Flächen ,  S.  236  u.  ff. ;  ein-eindeutige ,  Cremona- 
sehe,  S.  236;  involutorische,  S.  238;  Ton  Curven  und  Flächen, 
S.  513  u.  ff.;  complementäre  Bianchi's,  S.  495;  Bäcklund's,  S.  495. 

transitive  continuirliche  Gruppe  birationaler  Transformationen,  S.371. 

Translationsfläche  Scherk*s,  S.  501. 

transversale  Aze  der  Hyperbel,  S.  78;  der  Hyperboloide,  S.  114. 

Triedtr,  S.  61;  Paare  von  coi^ugirten  (Steiner),  S.  285. 

Triedrometrie,  S.  62. 

Trigonometrie f  ebene,  S.  60;  sphärische,  S.  61,  62;  pseudosphärische, 
S.  495. 

trilineare  Coordinaten,  S.  21. 

trimetrische  Coordinaten,  S.  21. 

Tripel  von  Punkten,  S.  55;  auf  der  Baumcurve  4.  0.,  S.  257. 

Trisectrix  Maclaurin's,  S.  521,  527  u.  ff. 

Trochoide,  S.  540  u.  ff. 

Typus y  Liouville'scher  von  Flächen,  S.  483;  hyperbolischer,  para- 
bolischer, elliptischer  des  Linienelements  der  Flächen,  S.  491;  der 
pseudosphärischen  Rotationsflächen,  S.  493. 

überreichliches  Curvensystem,  S.  146. 

üebertragungsprincip,  S.  165. 

Umbtlieus  der  Flächen  2.  0.,  S.  115. 

umhüllte  Curve  oder  Fläche,  S.  464. 

Ündulationspunkte,  S.  203. 

Unduloid,  S.  497,  549. 

unendlich  ferne   Elemente,   S.  6,  47;   dünnes   Strahlenbündel   einer 

Congruenz,  S.  509. 
ünicursalcurven,  S.  131,  181,  521. 
unicursale  Flächen,  S.  237,  370;  Netze,  S.  146. 
uniplanare  Punkte,  S.  221. 
unpaarer  Zug  einer  Curve,  S.  132. 
tmstetige  Gebilde,  S.  48. 
unterer  Kegel  des  Monoids,  S.  216. 
unzerlegbare  Curven,  S.  126. 
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verbundene  singulare  Punkte  und  Ebenen  der  Congmenzen,  S.  408. 

Verdoppelung  des  Cubus,  S.  627. 

Verebenen  der  Flächen,  S.  241. 

Verhältniss,  anharmonisches,  S.  8;  der  4  Curven  eines  Büschels,  S.  142; 
anharmonisches  der  4  Punkte  des  Kegelschnitts,  der  4  Tangenten 
des  Kegelschnitts,  S.  76;  anharmonisches  der  4  Punkte  der  Raum- 
curve  4.  0.,  2.  Species,  S.  261;  anharmonisches  der  4  Berührungs- 
ebenen der  Developpabeln  6.  0.,  S.  S52. 

verkürzte  und  verlängerte  Cycloide,  S.  542;  Epicycloide,  S.  543;  Hy- 
pocycloide,  S.  548;  Tractrix,  S.  550. 

Verrüdcung  des  JB^,  S.  605. 

Versiera  von  Agnesi,  S.  527  u.  ff. 

Verwandtschaftsgleichung,  S.  12. 

rf€7/hc^e  Punkte  einer  Curve,  Tangenten,  S.  127;  Punkte  eines  Systems, 

S.  152;  Secanten  der  Raumcurven,  S.  221  u.  ff.;  Punkte  einer  Fläche, 

S.  222;  Polaren  von  Geraden,  S.  282. 
Vierebenencoordinaten,  S.  86. 
Viereck,  vollständiges  ebenes,  S.  6. 
Vier-Indices-Symbole  Christoffers,  S.  602,  608. 
rierpunktige  Berührung,  S.  204. 
Vierseit,  vollständiges  ebenes,  S.  6. 
vierspitzige  Curven,  S.  540  u.  ff.;  Hypocycloiden,  S.  542. 
vollständige  ebene  Vierecke,  Vierseite,  S.  6 ;   ebene  n-Ecke,   n-Seite, 

S.  48;  n-kantige  Winkel,  ti-Kante,  n-flächige  Winkel,   n-Seite  im 

Strahlenbündel,  windschiefe  n-Ecke,  n-FIache,  S.  49;  Systeme  von 

Curven,  S.  146. 
Volumina  von  Körpern,  S.  447  u.  ff. 

Wellenfläche  FresneFs,  S.  308  u.  ff.,  408. 

Wendepunkte,  S.  129,  177  u.  ff.,  446. 

Wendepunktsdreieck,  S.  178. 

Wendetangenten,  S.  129,  225. 

WendungsberOhrungsebene,  S.  205. 

windschiefe  Flächen,    S.  204  u.  ff.,  208;    Quadrupel,   Quintupel  von 

Geraden  der  Flächen  4.  0.,  S.  815;  Kegelflächen  4.  0.,  S.  336  u.  ff.; 

Regelflächen  5.  0.,  S.  858  u.  ff.;  Regelflächen  6.  0.,    S.  861. 
Windung  der  Curven,  S.  459. 
Windungstcinkel,  S.  459. 
Winkel,  n-kantige,   n-flächige,   S.  49;    Brocard^sche,   S.  69;    zweier 

Ebenen,  S.  40;    zweier  Geraden,  S.  28,  28,  88,  374,  628,  629,  682; 

n-kantige,   n-flächige^   S.  49;    zweier   Mannigfaltigkeiten  im  i?^, 

S.  681. 
Winkelcoefficient  der  Gleichung  der  Geraden,  S.  25. 
winkeltreue  Abbildung,  S.  247;    der  Flächen  auf  die  Ebene,  S.  472; 

Transformation,  S.  514. 
Würfel,  S.  565. 

Zahlen,  charakteristische  der  Flächen  und  Raumcurven,  S.  221  u.  ff.; 
der  Flächen  5.  0.,  S.  848;  der  Developpabeln  6.  0.,  S.  859; 
der  Developpabeln  7.  0.,  S.  362;    der  windschiefen  Regelflächen 
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mit  Leitcurven,  S.  364  u.  ff. ;  eines  Systems  von  Gebilden,  S.  436  a.  ff. ; 
der  Curven  im  U^ ,  S.  694  u.  ff. 

Zerlegung  der  Singularitäten,  S.  160. 

^g  einer  Gurre,  paarer,  unpaarer,  S.  132. 

Zusammenhang  der  Riemann'schen  Flächen,   S.  556  u.  ff.,  668  u.  ff.; 

der  Flächen,  S.  556  u.  ff. ;  der  Bäume,  S.  562  u.  ff. 
Zusammenhangszahl,  S.  560,  563. 
zweibläUrige  Flächen,  S.  568. 
zweifaches  Hyperboloid,  S.  102,  108. 
zweipunktige  Berührung,  S.  204. 
zweischaliges  Hyperboloid,  S.  102,  108. 
zweiseitige  Flächen,  S.  556  u.  ff. ;  Räume,  S.  563. 
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Abel's    Theoreme    über  transcendente   Integrale,   S.  152;    über   die 

Lenmiscate,   S.  584;   Functionen,  S.  267;  Gleichung,  S.  306. 
Agnesi's  Curve  8.  0.  oder  Veraiera,  S.  627. 

Apchimedische  Spirale,  S.  544;  Polyeder,  S.  666;  -sches  Axiom,  8.686. 
Aronfwld's  volle  Systeme  von  Gruppen  von  Doppeltangenten,  S.  198,804. 
AjBchieri's  Theorem  über  harmonische  Complexe,  S.  402. 

Baecklund^s  Transformation^  S.  496. 

BattagUni*8  Involutionen  höherer  Ordnung,  S.  16;  symbolische  üe- 
zeichnung  der  Complexe,  S.  379  u.  ff.;  Satz  über  Complexe  2.  Grads, 
8.  889;  Complex,  8.  898,  894,  402  u.  ff. 

Beet'schea  Theorem  über  die  Deformation  der  Räume,  S.  605,  607. 

Beltrami*8  Satze  über  Normalencongruenzen^  8.  611;  über  geod&tische 
Linien,  8.  482;  über  die  Cayley'sche  Flache,  8.279;  über  Flächen 
constanter  Krümmung,  8.  492;  über  Bäume  constanter  Krümmung, 
8.  608;  über  die  Römerfläche  Steiner's,  S.  834;  Darstellung  der 
nicht-Euclidischen  Geometrie  auf  Mannigfaltigkeiten  der  Euclidi- 
schen  Räume,  8.  638  u.  ff. 

Bemoulli,  Jacob,  Lemniscate,  S.  581  u.  ff.;  Satz  über  logarithmische 
Spiralen,  8.  545. 

Bertini,  Satz  über  algebraische  Curven,  8.  142;  Hauptsehnen  von 
Raumcurven  4.  0.,  2.  Sp.,  8.  262. 

Bertrand'8  Satz  über  die  Helixe,  8.  460;  Curven,  8.  461. 

Bianchi*8  Satz  über  Liniencongruenzen ,  8.  511;  pseudosphärische 
Congruenzen,  8.  511;  Sätze  über  Räume  constanter  Krümmung, 
8.  614;  pseudosphärische  Fläche,  S.  494;  Satz  über  pseudosphäri- 
sche Flächen,  8.  494;  complementäre  Transformation,  8.  495;  Theo- 
rem über  die  Krümmungslinien  einer  Fläche,  siehe  die  Zusätze. 

Böklen's  Erzeugungsart  der  Wellenfläche,  8.  311. 

Bolyai's  JF- Flächen,  S.  624. 

Bonnet's  Satz  über  den  Abstand  benachbarter  Tangenten  an  Curven, 
8.  601;  conJTigirte  Minimalflächen,  S.  499;  Formel  für  die  geodä- 
tische Krümmung,  S.  481 ;  Theorem  über  aufeinander  abwickelbare 
Flächen,  S.  490;  Sätze  über  Flächen  constanter  mittlerer  Krüm- 
mung, S.  496,  497;  über  Minimalflächen,  8.  498. 

Boubal8*sche  Punkte,  8.  71. 

Bour,  Theorem  über  Helicoide,  S.  489. 

Brianchon's  Satz  über  Kegelschnitte,  8.  60,  76;   Sechsseit,  8.  416. 

BrilVs  Satz  über  pseudosphärische  Mannigfaltigkeiten,  S.  614. 
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Brül'Nosther'8  Satz  über  Curvensysteme ,  S.  160;  Reciprocitätstheo- 
rem,  8.  162;  Satz  über  birationale  Transformationen,  S.  160. 

Brül'Cayley's  Correspondenzprincip,  S.  164,  432. 

Brocard's  Satz  über  Gleitcorven,  S.  622;  Kreis,  8.  67,  69;  Winkel^ 
S.  69;  Ellipse,  S.  71;  Punkte,  S.  67;  positive,  negative,  S.  68. 

Cantor,  Georg,  Axiom  f!lr  die  Grundlagen  der  Geometrie,  S.  687. 

Caporäli's  Gerade  B,  S.  30S. 

Camofs  Theoreme  Über  algebraische  Curven,  S.  187 ;  über  die  Kegel- 
schnitte, S.  88. 

Cartemches  Oval,  S.  201,  686  u.  ff.;  -e  Cycliden,  S.  826;  Blatt,  S.  681; 
-e  Goordinaten,  S.  20. 

Cctsey's  bicirculäre  Curven  4.  Ordnung,  S.  201;  Satz  über  die  Cycli- 
den, 8.  821. 

Casarati's  Krümmungsmass  der  Flächen,  S.  487. 

Cassini's  Ovale  oder  Ellipsen,  S.  681. 

Ciutelnuovo's  Sätze  über  rationale  Flächen,  &871;  über  algebraische 
Curven,  S.  160. 

Cayley's  Sätze  über  algebraische  Curven,  S.  128;  über  quadratische  bira- 
tion^e  Transformationen,  S.  169;  über  windschiefe  Flächen,  8.  208; 
über  Regelflächen,  S.  224;  über  Plancurven  4. 0.,  S.  203 ;  über  Flächen 

4.  0.,  8.  296 ;  über  Developpable  6.  0.,  8.  860 ;  über  Liniengeometrie, 
8.  878;  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  300,  809;  Erzeu- 
ffungsart  der  Wellenfläche,  8.  811;  Species  windschiefer  Regel- 
flächen 4.  0.,  S.  887  u.  ff.;    Gleichung   der   Developpabeln    6.  0., 

5.  860 ;  Classification  der  Developpabew  6.  0. ,  S.  361 ;  absolute  Ge- 
bilde, 8.  680  u.  ff.;  Formeln,  S.  221  u.  ff.,  698;  Formeln  für  Raum- 
curven,  8.  226  u.  ff.;  Curve,  8.  137  u.  ff.;  Monoidflächen,  S.  214; 
numerisches  und  geometrisches  Geschlecht,  S.  223;  unicursale 
Flächen,  S.  287;  Netz,  S.  146;  Moment  zweier  Geraden,  S.  376; 
Cylindroid,  8.387;  Regelfläche  8.0,,  S.  276,  398;  Flächen,  S.  279, 
288,  396;  Tetraedroid,  8.  808  u.  ff.;  bicyclische  oder  bicirculäre 
Flächen,  8.  321  u.  ff. ;  Gleichung  der  Fläche  4.  0.  mit  Doppelgerade, 
S.  329;  Gleichung  der  Römerfläche,  S.  332;  planare  Developpable, 
S.  362. 

Cayley  und  BrilVsche  Correspondenzformeln  für  Punktgruppen, 
8.  164,  432. 

Cesäro's  Gleichung  der  Astroide,  S.  642. 

Ceva's  Theorem  über  Dreiecke,  1678,  S.  69. 

Chctsles^s  Sätze  über  algebraische  Curven,  8.  148,  688;  über  cubische 
Plancurven,  S.  182;  über  sphärische  Kegelschnitte,  S.  247;  über 
Regelflächen  beliebiger  0.,  8.  363,  864;  über  cubische  Raum- 
curven,  8.  260,  261,  697;  über  die  Charakteristiken,  S.  438;  über 
die  Lemniscaten,  S.  686;  Correspondenzprincip,  S.  16,  64,  480, 
431 ;  Classification  der  cubischen  Plancurven ,  8.  187 ;  Strtctions- 
linie,  8.  363;  Krzeugungs weise  linearer  Compleze,  8.  386. 

Christoff eV 8  Satz  über  algebraische  Curven,  8.  160;  Symbole,  S.  469, 
474,  476,  480,  602  u.  £ 

Clairaut,  Satz  über  geodätische  Linien,  8.  483. 

Clebsch,  Sätze  über  die  Flächen  8.  Ordnung,  8.  283;  über  die  Com- 
plexe,  S.  881;  über  die  Römerfläche,  8.  833,  334;  Diagonalfläche, 
ö.  282;  cyclische  Projectivitäten,  S.  16;    Doppelvier,  S.  316;  sym- 
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boliache  Bezeichnung  der  Compleze,  S.  879  u.  ff.;  Normalform  der 
Complezgleichung,  S.  383. 

Clebsch  und  Cremona,  ebene  Abbildungen  von  Flächen  3.  0.,  S.  298. 

CHfford's  Sätze  über  Punktgruppen,  S.  162;  über  Curven  imiJ^,  8.697, 
698;  Flächen,  S.  616. 

Codazzi'8  Formeln,  S.  470,  614,  616. 

Cotwn^s  Spirale,  S.  644. 

Cotes,  Satz  über  algebraische  Curven,  S.  187. 

Cremona' 8  Sätze  über  Involutionen,  S.  63^  über  birationale  Transfor- 
mationen,  S.  167,  168;  über  cubische  Raumcurven,  8.  260;  über 
Raumcurven  4.  0.,  S.  269,  262;  über  Flächen  4.  0.  mit  Doppel- 
kegelschnitt,  S.  318;  über  die  Römerfläche,  S.334;  über  die  Flächen 
6.  0.,  S.  361;  über  die  Regelflächen,  S.  369;  über  cubische  Plan- 
curven,  S.  180;  über  Flächen  3.  0.,  S.  287;  birationale  Transfor- 
mation, S.  236;  Poloconica,  S.  180;  homaloidale  Flächen,  S.  237; 
homaloidales  Netz,  S.146;  Polsechsflach,  Polarhexaeder,  S.  284  u.  ff.; 

'  Fundamentalpunkte  der  ebenen  Abbildung  der  Fläche  3.  0.,  S.  292; 
Species  windschiefer  Regelflächen  4.  0.,  S.  337  u.  ff.',  397,  898; 
cougugirte  Erzeugende  der  Developpabeln  6.  0.,  8.  361. 

Darhoiiafs  Sätze  über  die  Römerfiäche,  S.  333;  über  natürliche  Glei- 
chuugen,  S.  460;  über  Asymptoten  und  Krümmungslinien,  S.  480; 
über  die  Enneper'sche  Fläche,  S.  600;  über  Orthogonalflächen- 
systeme,  S.  606;  über  die  Cassini'schen  Ovale,  S.  532;  über  Eugel- 
geometrie,   S.  421;  Cycliken,  S.  614;  Cartesische  Cycliden,  S.  326. 

Delambre's  Formeln  für  sphärische  Trigonometrie,  S.  66. 

Del  Be  siehe  1?€. 

Delaunay^s  Satz  über  Unduloide  und  Nodoide,  S.  497;  Curven, 
S.  648  u.  ff. 

Desargues,  Satz  über  Kegelschnitte,  S,  77;  Transformation,  S.  69, 
613  u.  ff'.;  Curven  und  Flächen,  S.  613  u.  ff. 

Descartes,  Folium,  S.  631. 

Dini's  Satz  über  pseudosphärische  Flächen,  S.  494 ;  pseudosphärisches 
Helicoid,  S.  494,  660. 

Dinostrates,  Quadi*atrix,  S.  651. 

Diocles,  Cissoide,  S.  627. 

Dupin^s  Sätze  über  die  Indicatrix ,  S.  478 ;  über  dreifache  Orthogonal- 
flächensysteme,  S.  606, 614;  über  die  Focalcurven  beliebiger  Flächen, 
S.  323,  324;  parabolische  Cycliden,  S.  327;  Indicatnx,  S.  206, 
478,  612;    Cycliden,  S.  320,  321  u.  ff.;  siehe  auch  MaltM. 

Dyck,  Satz  über  Riemann*sche  Flächen,  S.  674;  einseitige  Flächen, 
S.  557. 

Ennepefs    Satz    über   Asymptotenlinien,    S.  480;    pseudosphärische 

Flächen,  S.  494;  Minimalflächen,  S.  500;  Flächen  constanter  positiver 

Krümmung,  S.  494. 
Enriques j  Satz  über  rationale  Flächen,  S.  371. 
EucUdischer,  nicht-Euclidischer  Raum,  S.  607 ;   -e  Greometrie,  S.  625, 

633;   Euclid's  Postulat  V,  S.  617,  621  u.  ff.;   Elemente   {eroixBia), 

S.  617. 
Eudoxus*  Helixe,  S.  662. 
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Euler's  Sätze  über  die  EUipsenbogen,  S.  526;  über  Polyeder,  S.  568, 
614;  Formeln  für  sphärische  Trigonometrie,  S.  64;  für  die  Krüm- 
munffsradien  der  Flächen,  S.  477;  Polyeder,  S.  564;  Crerade,  S.  67, 
70;  Kreis,  S.  70. 

Fagnano's  Sätze  über  die  EUipsenbogen,  S.  525 ;  über  die  Lemniscate, 

S.  534;  über  die  Hyperbelbogen,  S.  526. 
Fermat's  Spirale,  S.  546. 

Feuerhach*s  Satz  in  der  Dreiecksgeometrie,  S.  70;  Kreis,  S.  67,  70. 
Frenei^s  Formeln  für  Ranmcorven,  S.  469,  461,  601. 
FresneVs  Wellenfläche,   S.  308  u.  ff.,   394,  403;   Theorem   über   die 

Wellenfläche,  S.  310;  Qleichung  der  Wellenfläche,  S.  310,  311. 

GaJois'sche  Resolvente,  S.  573. 

Gaus^  Doppeltheorem  (Trigonometrie),  S.  61;  Satz  über  die  totale 
Krümmimg  eines  geodätischen  Dreiecks,  S.  484;  totale  Krümmung 
(curratura  integra) ,  S.  484,  487,  605,  606;  Formeln  für  das 
krümmungsmass  K,  S.  487;  für  sphärische  Trigonometrie,  S.  65; 
für  die  Differentialformen  von  Flächen,  S.  470,  615;  sphärische 
Abbildung  Ton  Flächen,  8.  473,  476,  480 ;  Differentialgleicnung  der 
ffeodätischen  Linien,  S.  482;  Krümmung  der  Flächen,  S.  484,  487; 
der  Mannigfaltigkeiten,  S.  613. 

Geiser^s  Erzeugangsart  von  Plancurven  4.  0.,  S.  196,  200. 

Gerhaldi  und  Schaute,  Satz  über  die  Wurzeln  der  Hesse'schen  Form, 
S.  52. 

Gergonne's  Sätze  über  Brennlinien,  S.  518. 

Gerono's  Lemniscate,  S.  631  u.  ff. 

Girard's  Satz  über  sphärische  Dreiecke,  S.  62. 

GöpeVsche  Quadrupel,  S.  202,  203,  204. 

GoupiUih'e's  Sinusspiralen,  S.  546. 

Goumerie^  Maülard  de  la^  Satz  über  die  singulären  Focalcurven,  S.  324. 

Goursat's  Fläche,  S.  503. 

Grassmaii>n*s  Erzeugungsart  cubischer  Plancurven,  S.  183. 

Greb^s  Punkt,  S.  68. 

Habicfi*8  Satz  über  Fusspunktcurven,  S.  516. 

Halphen'8  Sätze  über  die  Schnitte  von  Flächen,  S.  211;  über 
Liniencon^uenzen,  S.  377;  über  Evolutenflächen,  S.  503;  über  die 
Charakteristiken,  S.  433. 

Hamilton,  W.,  Satz  in  der  Dreiecksgeometrie,  S.  70;  Formel  für 
Congruenzen,  S.  309. 

Hamack*s  Satz  über  algebraische  Curven,  S.  132. 

Henneherg^s  Minimalfläche,  S.  500. 

Hermite's  Sätze  über  die  Schnitte  von  Flächen^  über  elliptische  Curven, 
S.  210;  Form,  S.  45. 

Hesse'scJie  Sätze  über  Kegelschnitte,  S.  79;  Form,  S.  62;  Deter- 
minante, S.  55  u.  ff.;  Curve,  S.  137  u.  ff.;  Erzeugungsart  von  Plan- 
curven 4.  0.,  S.  195,  200;  Kernfläche,  S.  233,  280  u.  ff,  299;  Fläche 
eines  Flächensystems,  S.  235;    von  4  Flächen,  S.  236. 

Hesse  und  Steiner,  Hexaden  von  Doppeltangenten,  S.  197. 

Hilberths  Axiome,  S.  635,  636. 
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Hirst'scher  Complex,  S.  399. 

Hurwitz,  Sätze  über  Kiemann'sche  Flächen,  S.  571,  574. 

Hvyghens*  Satz  über  die  Cycloiden,  S.  541;  Tractrix,  S.  549. 

Jaeobi^s  Theoreme  über  die  ebenen  Curven,  S.  127;  über  Schnitte  von 
Flächen,  S.  211;  Cunre,  S.  148;  Fläche,  S.  233;  Fläche  eines 
Flächensystems,  S.  235;  von  4  Flächen,  S.  236;  Curve  des  Flächen- 
netzes,  S.  235. 

Jordan'8  Sätze  über  Flächen  3.  0.,  S.  287;  über  die  Eummer'Bchen 
Flächen,  S. 306. 

KüUng's  Polarform  des  Biemann'schen  Raums,  S.  626. 

Kleines  Sätze  über  Diagonalflächen,  S.  283;  über  quadratische  Com- 
pleze,  S.  389;  über  Brennflächen  der  Congnienzen,  S.  407 ;  über  Räume 
constanter  Krümmung,  S.  592;  hyperelliptische  i^- Functionen,  S.308; 
Coordinaten,  S.  375,  391, 408 ;  lineare  Involutionscomplexe,  S.  388  u.  ff. ; 
Singularitätenfläche  der  Complexe,  S.  380;  System  der  sechs  Fun- 
damentalcomplexe,  S.  388;  Biemann'sche  Flächen  in  projectivem 
Sinn,  S.  575  u.  ff. ;  einfache  Riemann'sche  oder  einfach  elliptische 
Geometrie,  S.  626;  doppelte  Riemann'sche  oder  doppelt  elliptische 
Geometrie,  S.  626. 

Klein -Lie,  Satz  über  die  logarithmische  Spirale,  S.  545;  confocale 
quadratische  Complexe,  S.  391. 

Kraus,  Satz  über  Punktcurren,  S.  153. 

Krofiecker's  Sätze  über  algebraische  Functionen,  S.  214;  über  Man- 
nigfaltigkeiten k**'  Dimension,  S.  586. 

Ktien's  Fläche  constanter  positiver  Krümmung,  S.  494. 

Kummer*8  Theorem  über  Flächen  4.  0.  mit  unendlich  vielen  Kegel- 
schnitten, S.  312;  Fläche,  S.  295  u.  ff.,  299  u.  ff.;  359,  389;  fünf 
Kegel,  S.  314;  Gleichung  der  Flächen  4.  0.  mit  Doppelgerade, 
S.  328;  Gleidiung  der  Römerfläche,  S.  332;  Gleichung  der  Kummer* 
sehen  Fläche,  S.  300. 

Lagrange,  Satz  über  räumliche  Punktsysteme,  S.  34;    partielle  Diffe- 
rentialgleichung der  Minimalflächen,  S.  498. 
Laguerre's    Satz    über    metrische   Relationen    in    projectiver   Form, 

S.  28,  628;  singulare  Focalcurven,  S.  324;   Definition  des  Winkels 

zweier  Geraden,  S.  28. 
Lamberts  Satz  über  die  Dreiecke,  S.  623;   Hypothese  des  stumpfen 

und  des  spitzen  Winkels,  S.  622,  634;  Postulat,  S.  622. 
Lami^s    Differentialgleichungen    für     dreifache    Orthogonalsysteme, 

S.  505,  604,  610;  elliptische  Coordinaten,  S.  506. 
Lancrefs  rectificirende  Ebene,  S.  465. 
Landen's  Satz  über  Hyperbelbogen,  S.  526. 
Legendre's  Sätze  über  die  sphärische  Trigonometrie,  S.  67;   über  die 

Winkel  des  Dreiecks,  S.  622,  623;  lignes  minimes,  S.  486;  Modul, 

S.  534. 
Lemoine's  Kreis,  S.  67,  erster  S.  68,  zweiter  S.  68;  Hexagon,  S.  68; 

Punkte,  S.  67,  68. 
Ia€*8  Satz  über  die  Steiner'schen  Flächen,  S.  333. 
Lie  siehe  auch  Klein. 
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Liouville's  Formel  für  die  Gauss'sche  Erümmnng  der  Flächen,  S.  488; 

Typus  von  Flächen,  S.  472,  483,  616;   geodätische  Linien,  S.  486. 
Lobatschefskifs  Baum,  S.  607;    Geometrie,  S.  628  n.  £f.;    681,  633; 

Grenzlinie,  Grenzfläche  (Oricyclas,  Orisphaera),  S.  624. 
Loria's   Sätze   über  Eugelgeometrie,   S.  421;   über  radiale   Curven, 

S.  517;  Pseudoversiera,  ».629;  Classification  der  Cycliden,  S.  422. 
Loria  siehe  auch  Seare. 
Lüroth's  Satz  über  Curven,  S.  370. 

MaclauriWs  Theoreme  über  Kegelschnitte,  S.  77;  über  algebraische 
Curven,  S.  137;  über  cubieche  Plancurven,  S.  179;  Dreitheilungs- 
curve  (Trisectrix),  S,  621,  527. 

MalitS'Dupin,  Satz  über  Normalencongruenzen,  S.  511,  518. 

Menelaus,  Satz  über  die  projectiven  Eigenschaften  der  Dreiecke,  S.69. 

Meusnier's  Theorem  über  Krümmungsradien  der  Flächen,  S.  478; 
über  Minimalregelflächen,  S.  499. 

MüinatDski's  Satz  über  Plancurven  4.  0.,  S.  194. 

Minding's  Theorem  über  pseudosphärische  Trigonometrie,   S.  495. 

Mobius,  Sätze  über  Doppelverhältnisse,  S.  9;  über  räumliche  Punkt- 
systeme, S.  34;  über  die  cubischen  Raumcurven,  S.  251;  über  ein- 
seitige Flächen,  S.  657;  Nullpolaritäten  oder  Nullsysteme,  S.  406; 
Formel  für  Doppel  Verhältnisse ,  S.  17;  barycentrische  Coordinaten, 
S.  46. 

MöhiuS' Monge,  Satz  über  Dreiecke,  S.  19. 

Monge,  Sätze  über  Flächen  2.  Ordnung,  S.  121 ;  über  räumliche  Punkt- 
systeme, S.  34;  Arete  de  rebroussement,  S.  207;  Charakteristik, 
S.  464;  Moulures,  S.  476. 

Moutard,  Sätze  über  anallagmatische  Curven,  S.  614;  über  die  Cycli- 
den, S.  323. 

Napier'sclie  (Neper*sche)  Analogie  für  ebene  Dreiecke,  S.  61 ;  Analogie 

für  sphärische  Dreiecke,  S.  66. 
NetTscJte  Parabel,  S.  627. 
Newton's  Satz  über  algebraische  Curven,    S.  136;    Classification  der 

cubischen  Plancurven,  S.  186;  Construction  der  Cissoide,  S.  628. 
Nicomedea^ sehe  Conchoide  oder  Muschellinie,  S.  536  u.  ff. 
Noeiher's  Sätze  über  algebraische  Curven,  S.  128;  über  Abbildbarkeit 

der  Flächen,  S.  289;  Fläche  6.  0.,  S.  358. 
Noniua,  Loxodrome,  S.  553. 

Ocagne,  Maurice  d\  Symmediane,  S.  67. 

PatViwVs  Complex  2.  Gr.,  S.  394,  403. 

J^appis,  Satz  über  Kegelschnitte,  S.  90. 

J^a&cal,  Emesto,  Configuration  der  Geraden  der  Flächen  3.  0.,  S.  289 ; 
rationale  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  303;  Berührungs- 
flächen 6.  0.  der  Kummer^schen  Fläche,  S.  359;  Baumcurve  6.  0. 
vom  Geschlecht  4,  S.  267,  268;  Theorem  über  die  Gleichung,  von 
welcher  die  Bestimmung  der  120  dreifachen  Tangentialebenen  der 
Raumcurven  6.  0.  abhängt,  S.  268. 

Pascal,  Etienne,  der  Vater  von  Blaise  Pascal,  Schnecke  (lima^on), 
S.  202,  522,  536  u.  ff. 
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Pascal,  Blaue,  Satz  über  Kegelschnitte,  S.  60,  76;  Sechsecke,  S.  289. 

Pasch,  Satz  über  die  Singulantätenfl&chen  der  Complexe,  S.  880. 

Pezzo,  del,  Sätze  über  Flächen  im  R^ ,  S.  690 ;  über  die  Yeronese^schen 
Flächen,  S.  592. 

Picard,  Satz  über  rationale  Flächen,  S.  871. 

Plateau's  Problem,  S.  501. 

Platonische  Polyeder,  S.  665. 

Plücker's  Theorem  über  algebraische  Gurren,  S.  128;  Formeln  für 
algebraische  Gurren,  S.  130,  192,  226,  698,  694;  Satz  über  die 
Singularitätenfiächen  der  Gompleze,  S.  380 ;  Glassification  der  cubi- 
sehen  Plancurven,  S.  187;  Gestalt  der  Plancurven  4.  0.,  S.  198; 
hyperboloidale  Goordinaten,  S.  244;  Strahlencoordinaten,  S.  373; 
Gomplexfläche ,  S.  379;  Meridian-  und  Aequatorialfläche ,  S.  379; 
Gleichung  des  Gylindroids,  S.  387. 

PonceUfs  Sätze  über  algebraische  Gurven,  S.  128;  über  Schnitte  von 
Flächen,  S.  211;  über  Raumcurven  4.  0.,  S.  266;  Gentrum  der 
harmonischen  Mittel,  S.  51;  Satz  über  Kegelschnitte,  S.  96;  Po- 
lygone, S.  97. 

Pulseux*  Satz  über  die  Helixe,  S.  460,  662. 

Quetelefs  secundäre  Brennlinien  oder  antikaustische  Linien,  S.  618; 
schiefe  oder  focale  Strophoide,  S.  580. 

Be,  del,  Gonstruction  der  Flächen  6.  0.,  S.  349. 

Beye,  Sätze  über  Raumcurven  4.  0.,  S.  267;  über  die  Kummer* sehe 
Fläche,  S.  306;  Gomplex,  8.408  u.  £f.;  nicht  homogenes  Goordina- 
tensystem,  S.  420;  Erzeugungsweise  des  tetraedr^en  Gomplexes, 
S.  404. 

Bibaucour's  Satz  über  isotrope  Gongruenzen,  S.  612;  mittlere  Evo- 
lute, S.  502;   isotrope  Gongruenz,  S.  612;   Gurven,  S.  644  u.  if. 

BiccatVs  Gleichungen,  S.  460,  470. 

Bicci,  Glasse  der  Mannigfaltigkeiten,  S.  602. 

Biemann'B  Sätze  über  die  Erhaltung  des  Geschlechts,  S.  169;  über 
die  Moduln  von  Gurven  von  gegebenem  Geschlecht,  S.  160;  über 
das  Geschlecht  zweier  Gurven,  S.  162;  über  die  Riemann* sehen 
Flächen,  S.  670;  über  die  Räume,  S.  607 ;  Flächen  S.  666  u.  ff.,  668  u.ff.; 
Flächen  in  projectivem  Sinn  von  Klein,  S.  676  u.  ff. ;  Krüm- 
mung des  Raums  B^ ,  S.  606  u.  ff. ;    Raum,  S.  607,  633 ;  Form  des 

Linienelements,  S.  607;  Geometrie,  S.  625,  683,  684. 

Biemann-Boch'sches  Theorem  über  Punktgruppen,  S.  162. 

Bohn's  Gleichung  der  Kummer* sehen  Fläche,  S.  302;  Species  wind- 
schiefer Regelflächen  4.  0.,  S.  838. 

Bose^ihain'sche  Quadrupel,  S.  302^  308,  304. 

Saccheri's  Satz  über  die  Geraden,  S.  623;  Hypothese  des  stunxpfen 
oder  spitzen  Winkels,  S.  622;  Postulat,  S.  622;  Satz  über  die  Drei- 
eckswinkel,  S.  622,  623. 

Salnion's  Erzeugungsart  von  Flächen  8.  0.,  S.  278. 

Salmon'Stunn's  Gonstruction  der  27  Geraden  der  Flächen  8, 0.,  S.  286. 

Sarrus,  Sätze  über  Brennlinien,  S.  618. 

Scherk's  Translationsfläche,  S.  601. 
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Schläfti'8  Doppelsechß,  8.  285;  Bezeichnung,  S.  289;  Classification  der 
Flachen  3.  0.,  S.  291. 

Schröter^sche  Punkte,  S.  70. 

Schuberfs  Princip  der  Erhaltung  der  Anzahl  oder  der  gleichgrültigen 
oder  speciellen  Lage,  8.  425. 

SchumiuAer's  Art  einer  Congruenz,  S.  405. 

Schwr's  in  Involution  liegende  Gomplexe  2.  G.,  8.  391 ;  Theorem  über 
die  Riemann'sche  Krümmung  eines  Eaums,  siehe  die  Zusätze. 

Schwarz,  H.A.,  Sätze  über  Developpable  ungerader  Ordnung,  S.  362; 
über  die  Curven,  8.  371;  über  die  windschiefen  Regelflächen 
5.  0.,  S.  356;  Qleichung  der  Developpabeln  5.  0.,  S.  352;  charak- 
teristische Zahlen  der  Developpabeln  7.  0.,  S.  362;  Classification 
der  windschiefen  Regelflächen  5.  0.,  S.  354;  Minimalfläche,  S.  501. 

Segre's  Sätze   über  quadratische  Gebilde  im  Ä„,  S.  587,  588;    über 

Regelfiächen   im  i?^,  S.  590;   homofocale  quadratische  Complexe^ 

S.  391;  singulare  Gerade  2.,  3.  0.  von  Complexen  2.  G.,  8.  391; 
Antiprojectivitäten,  S.  44. 

Segre  und  Loria,  Satz  über  harmonische  Gomplexe,  8.  402. 

Serrefs  Satz  über  As jmptotencurven ,  S.  481;  Formeln  für  Raum^ 
curven,  8.  459,  461,  601. 

Simpson^sche  Gerade,  8.  67,  72. 

Stahrs  Fundamentalinvolution,  S.  271. 

Staudt's  Satz  über  Kegelschnitte,  S.  79;  Definition  der  Projectivität, 
S.  12,  18. 

Steiner' 8  Theoreme  über  Kegelschnitte,  S.  77;  in  der  Liniengeometrie, 
S.  378;  über  Fusspunktcurven,  S.  72,  516;  über  Flächen  3.  0., 
S.  278;  Erzeugungsart  der  Flächen  3.  0.,  S.  278;  Gruppe,  8.  52; 
Curve,  S.  137  u.  ff.;  Polygone,  S.  179;  Punktepaar,  S.  179;  Hypo- 
cycloide,  S.  543;  conju^rte  Triederpaare ,  8.  285;  Römerfläche, 
S.  233,  281,  295,  313,  331  u.   ff.,  339,  396,  592. 

Stringham's  Satz  über  Polyeder,  S.  568. 

B.  Sturm'a  ITaeoreme  über  cubische  Flächen,  8.  279,  282 ;  Doppeldrei^ 
S.  285;  Erzeugungsweise  linearer  Complexe,  8.  386;  consinguläre 
quadratische  Complexe,  S.  391;  Rang  einer  Congruenz,  8.  405. 

Sturm- Segre'sche  Formel  für  Curven  auf  Regelflächen,  S.  230,  591; 
Formel  über  Ordnung  und  Geschlecht  von  Curven,  S.  591. 

Suworo/f,  Satz  über  Räume  constanter  Riemann'scher  Krümmung, 
S.  609,  610. 

Sylvesters  Pentaeder,  8.  280  u.  ff.;  Erzeugungsweise  linearer  Com- 
plexe, S.  386. 

Taylor's  Kreis,  S.  67,  71. 

Tucker's  Satz  über  radiale  Curven,  S.  517;  Kreis,  S.  67,  71. 

Veranese's  Fläche    F,*   im  22^,  8.589  u.  ff.;  Formeln  für  die  charak- 
teristischen Zahlen  von  (7"  im  Ä^,  S.  596. 
Vigarie'sclie  Punkte,  S.  70. 
Viviani's  Fenster,  8.  554  u.  ff. 
Voss,  SB,iz  über  die  Krümmung  der  Mannigfaltigkeiten,  8.  613. 

Wallace'sche  Gerade,  8.  72. 
Wallis,  Postulat,  8.  622. 
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WaWsche  CmTe,  S.  631  u.  ff. 

Weber's  Satz  über  Punktgmppen,  S.  154. 

Weddle'sche  Fläche,  8.  297. 

Weierstrass,  Satz  über  Riemann'sche  Flächen,  8.  670;    Formeln  för 

die  Goordinaten  der  Ponkte  einer  Minimalfläche,  S.  498,  499,  600; 

elliptische  Functionen,  S.  268;  Theorie  der  Elementartheüer,  S.  123, 

396,  688;  Goordinatensystem  für  die  Räume  constanter  Krümmung, 

S.  609. 
Weingarten^a  Theorem  über  Evolutenflächen,  S.  603;  Formeln  für  die 

Ooefßcienten  der  zweiten  Differentialform   der  Flächen,   S.  476; 

Applicabilitätsprincip.  S.  496;   Fläche,  S.  604;  dreifache  Systeme, 

S.  607,  616. 

Zahradnik'8  Cissoide,  S.  628. 

Zeuihen's  Sätze  über  Flächen  4.  0.  mit  Doppelkegelschnitt,  S.  316, 
317;  Formel  für  das  Geschlecht  Ton  Gurren,  S.  161;  Satz  über  ab- 
zählende Geometrie,  S.  429;  Glassification  der  Flächen  4.  0.  mit 
Doppelkegelschnitt,  S.  317. 


Zusätze  und  Berichtigungen 
zu  Band  1. 


S.  8,  Z.  16.    Füge  hinzu:   Die  Quatemion   genügt  schon  der  Glei- 
chung 2*~  Grades: 

wenn  diese  Gleichung  mit  z  multiplicirt  imd  dann  an  die  Stelle 
von  z^  der  aus  ihr  selbst  entnommene  Werth  gesetzt  wird,  so  er- 
h&lt  man  die  im  Text  angegebene  Gleichung  3**°  Grades. 

Zu  der  Literatur  über  die  Quatemionen  füge  hinzu:  Graefe, 
Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Quatemionen,  Leipzig^  1883. 
„   23  und  24.    Bemerkenswerth  sind  noch  die  folgenden  Formeln : 

o+C7')+-+a)-c::). 

•  a)+-("I>:-+<"-'+''(')-G+D' 

G)  C) +CI  ■)  ("r>  ■  ■+("-r') «)  -  GIJj;) ' 

37,  Z.  9  V.  u.    Lies  exercices  statt  exercises. 

60  und  61.  Die  Werthe  von  «  ,  welche  den  Werthen  der  Func- 
tion entsprechen,  die  Riemann  mit  i{p)  bezeichnete,  sind  für 
gerade  p  als  Functionen  von  p  bekannt;  für  beliebige  ungerade  p 
lässt  sich  dagegen  eine  ähnliche  allgemein  gültige  Formel  nicht 
angeben.  Siehe  Lerch,  JomcU  de  sciertcias  math.  e  astr.,  Porta 
1901. 

61  und  72.    Die  Euler'sche  Constante  ist,  wie  im  Kapitel  18,  mit 
Ä  zu  bezeichnen,  nicht  mit  C. 

92,  Z.  3.   üeber  den  casus  irreducibilis  bei  cubischen  Gleichungen 
vergl.  Holder,  Math.  Ann.,  38. 
96,  Z.  13  V.  u.  muss  es  am  Schluss  der  Gleichung  heissen: 

„+a;P''~^+l  =  0'*   statt   „+ a;*'"  ~^  =  0." 

99^  Z.  6.  Statt  „und  früher  in  Harriot  u.  s.  w.^^  lies:  der  Satz 
wird  auch  irrthüinlich  nach  Harriot  genannt.  Ueber  die  Ge- 
schichte des  Satzes  vergl.  die  Anmerkungen  der  deutschen  Aus- 
S^be  von  Fourier^s  Analyse  des  equat.  däermineeSy  Ostwald' s 
lass.  der  exacten  Wiss.,  N.  127,  p.  247. 

Pascal,  Bepertorium.  ^.  45 
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S.  99.    In  der  Fussnofce  lies:  Fourier  statt  Jourien. 

,,  141,  Z.  7,  6,  5,  4,  3  lies  hinter  der  Klammer:  ,,Da8  Integral  ist 
schon  lange  bekannt;  Lobatto,  Grelle,  9  hat  eine  einfache  Me- 
thode zu  seiner  Ermittelung  angegeben'^  statt  „siehe  Lobatto, 
Grelle,  9". 

142,  Z.  11  lies: 


« 


1» 


1» 

11 

11 


1» 


11 


,  ö>li 


Ti      /     I  \^  r     da  l  +  acoso; 

,,  /  log  (a  +  cos  x)dx=^    I  — arc  cos  — 

V       »  '^      T  y  j  y^rZTl  a  +  COBX 

die  Formel  soll  die  Ermittelung  des  bestimmten  Integrals  zwischen 

0  und  »  erleichtern'^  anstatt: 

r^      f     ,  s  j  l  +  acosÄ 

11  /  log  («  +  cos  sc)  dx  =   -  -, " 

'  V      ®  ^     '  ^  a  -^  cos  o; 

142,  Z.  9  V.  u.  lies  26  statt  15. 
145.    In  den  Integralen: 

dx 


f 


,      rt       -    und     /  log  (log  x)  dx 
log  (log  o;)  ^     6^.   »    ; 


setze   man   log  (log — ]  an  die  Stelle  von  log  (log  o;);   man  fuge 

hinzu,  dass  der  Werth  des  V*^  dieser  Integrale  von  Bierens  de 
Haan  auf  S.  57  seiner  Nouvelies  tables  d'itdigrcdes  ddfiniea, 
Leyden  1867  angegeben  wurde. 

146,  vorletzte  Zeile  lies  ungerade  statt  gerade,  letzte  Zeile  gerade 

statt  ungerade. 

n 

147,  Z.  3  füge  hinter  Tcosao; cos &^(fA;»BO  hinzu:  ^(a  und  6  sind 

0 

ganze  Zahlen  und  einander  nicht  gleich)". 

172  am  Ende  ftige  hinzu:   Ueber  die  Riccati'sche  Gleichung  siehe 
auch:  Li e-S cheffers,    Vorlesungen  über  continuirliche  Gruppen, 
Leipzig  1893,  Kap.  24. 

176,  Z.  2.  Statt  „Ann.  di  mat.,  Bd.  19"  lies:  „Torelli,  Ann.  di 
mat.,  Bd.  19." 

177  lies  Bramnne  statt  Brassine. 

197.  Zur  Einführung  in  die  allgemeine  Theorie  der  Differential- 
gleichungen empfehlen  wir  das  1901  erschienene  Lehrbuch  der 
Differentialgleichun^eti  von  Liebmann  und  zur  ersten  Einfüh- 
rung in  die  'functionentheoretische  Behandlung  der  Differential- 
gleichungen Ludwig  Schlesinger:  Einfuhrung  in  die  Tfiearie 
der  Differenticdgleicfiungen  mit  einer  unabhängigen  Variabdn. 
Sammlung  Schubert,  1900. 

198,  Z.  17  lies  „Charakteristiken"  statt  „charakteristischen  Glei- 
chungen". 

201,  Z.  7.  Anstatt  „zwischen  den  Variabein  integrirbar**  setze: 
„zwischen  den  Yariabeln  und  m  willkürlichen  Constanten  integrir- 
bar"  und  füge  am  Schluss  des  Satzes  hinzu:  Ueber  die  Systeme, 
die  mit  m  Relationen  zwischen  den  Variabein  aber  einer  kleii/feren 
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Anzahl  von  Constanien  integrirbar  sind,  siehe  £.  Pascal,  Ifend. 
Ist.  Lomb.,  (2),  36,  1902. 
S.  203.  lieber  das  PfafiTsche  Problem  ist  inzwischen  das  treff- 
liche Werk:  Vorlesungen  über  das  Pfaff*sche  Problem  und  die 
partiellen  Differentialgleichungen  1.  Ordnuna  von  Ed.  v.  Weber, 
Leipzig  1900  erschienen.  Derselbe  Autor  hat  neuerdings  in  den 
Math.  Ann.,  65  den  Fall  behandelt,  in  dem  bei  dem  PfafiTschen 
Problem  nicht  eine  einzige  Gleichung,  sondern  ein  System  von 
Gleichungen  gegeben  ist. 

203,  Z.  16  v.u.  Bezüglich  der  Arbeit  von  Bussjan,  deren  Resul- 
tate nicht  ezact  sind,  vergl.  E.  v.  Weber,  Remarques  swr  un 
memoire  de  M.  Roussiane,  Odessa  1901  nnd  Math.  Ann.  66. 
„  203.  Fü^e  am  Ende  der  Seite  hinzu:  „Nach  dem  Druck  dieses 
Bandes  sind  verschiedene  Arbeiten  von  E.  Pascal  über  das  Pro- 
blem der  totalen  Differentialgleichungen  3**'  Ordnung  und  n**'  Ord- 
nung und  über  die  Systeme  totaler  Differentialgleichungen  2^*^  Ord- 
nung erschienen.  Siehe  Compt  Bend.,  6.  Mftrz  1900;  Bend.  Ist. 
Lombardo,  (2),  33,  16.  März  1900  und  17.  Mai  1900;  Math.  Ann., 
64 ;  Itend.  Ist.  Lomb.,  (2),  34,  1901.  Derselbe  Autor  hat  in  letzter 
Zeit  die  Invariantentheorie  der  totalen  Differentialausdrflcke 
2**^^  Ordnung  als  Erweiterung  der  analogen  Theorie  der  gewöhn- 
lichen Pfaf fischen  Gleichungen  (1^*^  Ordnung)  zu  stndiren  be- 
gonnen. Die  bezüglichen  Arbeiten  £.  Pascars  sind:  Introduzüme 
alla  teoria  invariantiva  delle  equazioni  di  tipo  generale  ai  differen- 
ziali  totali  di  second'  ordine,  Ann.  di  mat,  (3),  7,  1901;  Un  teo- 
rema  della  teoria  invariantiva  delle  espressioni  ai  differenzidli  totali 
di  second'  ordine,  Bend.  Ist.  Lomb.,  (2),  34,  1901. 

„   206,  Z.  7  lies  „Transformation**  statt  „Substitution**. 

„  255.  Nach  dem  Druck  des  ersten  Bandes  ist  noch  das  ausgezeichnete 
Lehrbuch  der  Variationsrechnung  von  A.  Eneser,  1900  erschienen. 
Femer  hat  Hubert  durch  neue  Methoden  die  Variationsrechnung 
in  hervorragender  Weise  bereichert.  Vergleiche  Hilbert's  Vor- 
trag vor  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  (Jahresbericht, 
Bd.  8,  p.  185),  die  unter  Hilbert's  Leitung  verfasste  Dissertation 
von  Charles  A.  Noble,  Eine  fieue  Methode  der  Variationsrech- 
nung, Göttingen  1901,  sowie  Hilbert,  Ueber  das  Dirichlet'sche 
Problem  (Festschrift  zur  Feier  des  150 -jährigen  Bestehens  der 
Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften). 

„  321.  Von  Interesse  sind  auch  die  folgenden  Theoreme:  Das  Ver- 
schwinden der  FuncHonaldeterminante  zweier  binärer  Formen  der- 
selben Ordnung  ist  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit 
die  beiden  Formen  sich  um  einen  cotistanten  Factor  unterscheiden. 

Das  Verschwinden  der  FuncHonaldeterminante  von  n-\-l  For- 
men mit  n-^1  Variabein  und  von  derselben  Ordnung  ist  nothwen- 
dige und  hinreic?tetide  Bedingung,  damit  die  (linear  unabhängig 
vorausgesetzten)  Formen  (bis  auf  einen  gemeinsamen  Factor)  binäre 
Formen  zweier  anderer  Formen  (mit  n  + 1  Variabein)  derselben 
Ordnufig  oder  auch  (n  -\-  1)- stufige  Formen  von  n-\-  1  Formen  der- 
selben Ordnung  seien,  deren  Functioncddeterminante  identisch  Null  ist. 

Näheres  über  dieses  letzte  allgemeine  Theorem  findet  man 
bei  Bertini,  Bend.  Acc.  Lincei,  (5),  10,  1901. 

45* 
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S.  333,  Z.  16,  16,  17,  28  lies  y  statt  „n^ 

338,  Z.  3  und  15  y.  u.  lies  „Bfischel''  statt  „Schar"'. 

339.  Zu  der  Literatur  über  die  temftren  cubischen  Formen  füge 
hinzu:  Brioschi,  Ann,  di  mat,  (2),  7,  p.  189,  worin  die  Zerlegung 
in  drei  lineare  Formen,   und   AUi  Ace,  Lincei,  (2),  3,  1876—76, 

f.  89,  worin  die  Zerlegung  in  eine  lineare  und  eine  quadratische 
orm  behandelt  wird. 

841.    Zu  der  Literatur  über  die  biquadratischen  temftren  Formen 

füge  hinzu:  Brioschi,  Ann.  di  mat,  (2),  7,  p.  202  und  AtH  Ace. 

Lincei,  (2),  3,  1876—76,  p.  91. 

346,  Z.  9  lies  „der  drei  F&lle''  statt  „der  beiden  F&lle''. 

353,  Z.  20.    Statt  espcices  lies  espaces. 

366,  Z.  16  T.  u.    Statt  Auftate  lies  Buch, 

446.    Eine  weitere  Arbeit  über  die  complexe  Multiplication  der 

elliptischen  Functionen  ist  Ton  Halphen,   Joum,  de  malh.^   (4), 

6,  1889,  reproducirt  in  seinem  TraiÜ  des  fonetians  eüipUques,   3, 

n.  161.  Sie  handelt  speciell  von  der  Multiplication  mit  Y  —  23. 
Mit  demselben  Gegenstände  beschäftigt  sich  auch  Brioschi,  Ann. 
di  mat.,  (2),  24, 1896.  Man  vergleiche  namentlich  den  Artikel  von 
H.  Weber,  üeber  complexe  MuUipUeaHon  in  der  Encyklopädie  der 
math.  Wissensdiaften,  Bd.  1,  p.  716. 

466.  Es  heisst  im  Sing,  „das  Quadrupel"  und  nicht  „die  Qua- 
drupel". 

477.    In   der  Mascheroni' sehen   Formel  ist,    wie   auf  S.   146, 
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log  (log x)  in  log  (log  — j  umzuändern. 


482,  Z.  16.  Füge  hinzu:  Neuerlich  hat  sich  Landau,  OreUe,  123 
mit  diesem  von  Legendre  Termutheten  Satz  beschäftigt.  Er 
lautet,  präciser  formulirt:  Nach  Annahme  einer  heliebig  kleinen 
positiven  Grösse  d  lässt  sich  eine  endliche  Anzahl  von  Intervallen 
angeben,  deren  GesammÜänge  <^d  ist,  derart,  dass  der  Werth  von 
r  (z)  für  jedes  reelle  Argument  mittelst  einer  endlichen  Anzahl  alge- 
braischer Operationen  durdi  die  Werihe  ausdrOckbar  ist,  welche  die 
Oesammtfunction  für  eine  endliehe  Anzahl  passend  gewählter  Argu- 
mente  annimmt,  welche  diesen  Intervallen  angehören. 

486,  Z.  6  T.  u.   setze  auf  der   rechten   Seite   der   Gleichung 

ä"*  log  (1  +  z)  statt  z  log  (1+z). 

489,  Z.  2  T.  u.  Statt  „Math.  Ann.,  40  und"  lies  „Jfatft.  Ann., 
40;  Hwrwitz,  ib.,  38  und". 

603.  Füge  hinzu:  Das  allgemeine  Integral  der  L am d' sehen  Glei- 
chung (der  Gleichung  Z.  7  v.  o.)  hat  Her  mite  gefunden,  FeuiUes 
lithographiies  du  Cours  de  1872  ä  Vecole  polytechnique.  Vergl. 
hierzu:  E.  Picard,  Traite  d'analyse,  t.  3,  p.  406  u.  ff. 

616,  Z.  3.  Lies  3'  ~  1  statt  3'  -j-  1  und  füge  hinzu:  Mit  Aus- 
nahme des  Falles  ns^O. 

616,  Z.  17  V.  u.  Füge  hinzu:  Dieses  Theorem  von  Sophie  Ger- 
main gründet  sich  auf  die  einfache  Identität: 

o^  +  4  =  (a*  —  2a  -f  2)  (a*  +  2a  +  2). 
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S.  616.  Bemerkenswerth  ist  auch  das  folgende  sogenannte  Gold- 
b ach*  sehe  Theorem,  das  sich  aus  der  Erfahrung  ergiebt  und  nicht 
bewiesen  ist  (Briefe  Goldbach's  und  Euler' s  Tom  7.  und 
30.  Juni  1742;  Correspondance  mcUh.  et  phys.  de  quelques  ciUhres 
g^onUtres  du  18^  stiele,  vol.  1,  St.  Petersburg,  1B43,  S.  127  u.  186): 
Jede  gerade  ZaM  ist  immer  die  Summe  zweier  Primzahlen.  Siehe 
St&ckel,  GöU.  Nachr.,  1896,  S.  292;  Landau,  Gott.  Nachr.,  1900. 
318,  Z.  3  V.  u.  Statt  „Piltz,  Diss."  lies  „Piltz,  Habilitations- 
schrift". 

619,  Z.  6.  Füge  hinzu:  Hadamard,  SuU.  de  Ja  soc.  ma;äi.  de 
France,  24,  1896. 

619,  Z.  8  und  9.    Tschebyscheff  hat  nur  bewiesen,  dass,  wenn 

lim  ( — ;-r  —  logx)  existirt,  der  Grenz werth  —  1  ist;  die  Existenz 

^«aoVyw  / 

des  lim  folgt  erst  aus  den  1899  von  de  la  Vall^e-Poussin  be- 
wiesenen S&tzen. 

618  und  619.  Zu  den  Arbeiten  fiber  die  Primzahlen  füge  noch 
hinzu:  Mango Idt,  OreUe,  119;  Landau,  BüR.  de  la  soc.  moith. 
de  France,  28,  1900;  Torelli,  StUla  totalitä  dei  numeri  primi 
sino  ad  un  limite  assegnato,  Ätti  Äee.  deUe  scienze  di  Napoli,  (2), 
11,  1901,  preisgekrönte  Arbeit,  welche  alle  Resultate  in  Bezug  auf 
die  Primzahlen  enthält,  zu  denen  man  bis  jetzt  gekommen  ist. 

620,  Z.  17.  Die  Function  (l  nennen  einige  Autoren  auch  die 
Hertens' sehe;  sie  ist  aber  vor  Hertens  bekannt  gewesen;  schon 
Höbius  hat  sich  mit  ihr  beschäftigt.  Zwei  wichtige  Formeln 
über  sie  sind: 

OD 

=  0    und 
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yifi(n)logn^      ^ 

Die  erste  Formel  wurde  von  Euler,  Intrad.  in  analysin  infinit, 
1,  Lausanne  1748,  eh.  16,  no  277  angegeben  und  zuerst  von 
v.  Hangoldt,  Berl.  Sitzungsber.,  1S91  ^  p.  836,  dann  von  Landau, 
Dissert.,  Berlin  1899  und  von  de  laVall^e-Poussin,  Kap.  6  seines 
auf  S.  619  citirten  Aufsatzes  über  die  Bie  mann 'sehe  Function 
^{s)  bewiesen.  Den  zweiten  Satz  hat  ohne  strengen  Beweis 
Höbius,  OreUe,  9,  1832,  p.  122  angegeben  und  später  Landau, 
Compt.  Eend.^  1899;  McUh.  Ann.,  64  bewiesen. 
621,  Z.  13  V.  u.  Füge  hinter  „die  Function  E(xy^  hinzu:  „auf 
elementarem  Wege  in  die  schon  von  Fourier  gekannten  trigono- 
metrischen Reihen  ete." 

687,  Namenregister,  Z.  16  v.  o.  lies  478  statt  488. 
687,  „  lies  Armenante  statt  Armenate. 

687,  „  Z.  6  V.  u.  lies  317  statt  316. 

688.  Der  unter  Bessel  aufcrefShrte  Aufsatz:  Hath.  Ann.,  1, 
S.  290,  298  ist  von  A.  Bessel,  die  anderen  Arbeiten  sind  von 
dem  berühmten  Astronomen  Fr.  W.  Bessel. 

,,    693,  lies  Dostor  statt  Doster. 
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S.  594,  Z.  8  schiebe  zwischen  S.  und   der  Zahl  480  die  Zahlen  473, 
475  ein. 

594  ist  zu  Fourier  hinzuzufügen:  Analyse  des  equat.  determ., 
Paris  1831,  p.  99. 

595,  Z.  4  V.  u.  schalte  zwischen  die  Zahlen  269  und  292  die  Zahl 
278  ein. 

595  füge  zu  den  Citaten  unter  Gordan  hinzu:  Crelle,  69;  Math. 
Ann.,  2,  S.  278. 

596  schreibe  Halphen  statt  Halph^n. 

597.  Harbordt  ist  auch  auf  S.  290  citirt. 

598.  Holzmüller  ist  auf  S.  366  citirt,  nicht  auf  S.  336. 
599  ist  der  Absatz  mit  Jourien  zu  streichen. 

599.  Zu  Klein  füge  hinzu:  Ausserdem  S.  374. 

601.  Namenregister,  füge  hinzu:  Laplace,  M^m.  de  l'Ac.  de  Paris, 
1764,  S.  91;  ib.,  1772,  S.  91,  176;  ib.,  1778,  S.  196,  198;  ib.,  1779, 
S.  198;  Trait^  de  m^canique  Celeste,  5  Bde.,  Paris  1799—1825, 
2.  ^d.,  ib.,  1829—1839,  S.  492,  497;  M^m.  Sav.  ^tr.,  1785,  S.  497; 
Theorie  analjtique  des  probabilit^s,  Paris  1812,  1814,  1820,  4.  ^d., 
ib.,  1847,  S.  673. 

602.  Bei  Liouville  füge  hinzu:  Journ.  de  maih.,  (2),  2,  p.  516. 

603.  Die  unter  Meyer,  Franz  aufgeführten  Vorlesungen  über 
die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  sind  nicht  von  Professor 
Dr.  Franz  Meyer  in  Königsberg,  sondern  Ton  Dr.  phil.  Gustay 
Ferdinand  Meyer,  ehemal.  Privatdocenten  an  der  Universität 
Göttinnen,  und  sind  bei  Teubner  erschienen. 
603,  sdireibe  Mean  statt  Meant. 

606.  lies  Puissant  statt  Puisant. 

607,  zu  ächeffers  füge  hinzu:  Math.  Ann.,  1891,  1893,  S.  9. 
611,  schreibe  Wiman  statt  Wimann. 

611,  die  unter  Weber,  H.  aufgeführte  Arbeit:  Bend.  Palermo,  12, 
S.  203  ist  nicht  von  Professor  Dr.  Heinrich  Weber,  sondern  von 
dem  Privatdocenten.  Dr.  Eduard  v.  Weber  in  München. 


Zu  Band  2. 

S.  16,  Z.  15  V.  u.  lies  „Kap.  5,  §  4  und  Kap.  15,  §  2''  statt  „Kap.  15, 
§  3". 

67,  Z.  9  lies  „1779"  statt  „1799". 
73,  Z.  14  lies  „Picquef*  statt  „Piquet". 
77,  Z.  2  V.  u.  lies  „vier"  statt  „drei". 

97.  Schalte  man  nach  Z.  5'  ein:  ^^SchliesswngsinvariaWten  sind 
solche,  die,  gleich  Null  gesetzt,  die  Bedingung  angeben,  unter 
welcher  dem  ersten  Kegelschnitt  eingeschriebene  und  dem  zweiten 
umschriebene  Polygone  existiren.  Sie  sind  Functionen  der  beiden 
anhamionischen  Verhältnisse  a,  a  der  vier  Schnittpunkte  der  beiden 
Kegelschnitte,  wenn  diese  Punkte  als  dem  ersten  bez.  dem  zweiten 
Kegelschnitt  angehörig  betrachtet  toerden. 

Bemerkenswerth  ist  der  Satz: 

Es  giebt  Vierseite,  welche  dem  ersten  Kegelschnitt  eingeschrieben 
und  dem  zweiten  umschrieben  sind,  wenn 

(«  «  —  a)  {«'*  —  2a'  4-  a)  (a  *  —  2a'a  +  a)  =  0  ist. 
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Dreiecke    dagegen,   icelche  dem  ersten  eingeschrieben  und  dem 
ziceiten  umschrieben  sind,  existiren,  wenn 

a*  —  2«  (2a  *  —  3a  +  2)  a  +  a  ^  =  0  ist 

lieber  die  Schliessungsbedingungen  für  Polygone  Ton  einer 
grösseren  Anzahl  von  Seiten  siehe  Halphen,  Fonct.  ellipt,  Bd.  2, 
p.  377. 

S.  124,  Z.  5  V.  u.  lies  „Seydewitz"  statt  „Seidewitz". 

„  131,  Z.  26.  Füge  hinter  „ausdrücken'^  hinzu:  Lüroth  hat  nach- 
gewiesen, dass  die  Coordinaten  eines  Punkts  einer  unicursalen 
Curye  sich  stets  derartig  als  rationale  Functionen  eines  Para- 
meters darstellen  lassen,  dass  die  Werthe  des  Parameters  und  die 
Punkte  der  Curve  sich  gegenseitig  ein-eindeutig  entsprechen. 
Lüroth,  Beweis  eines  Satzes  über  rationale  Curven,  Math.  Ann., 
9,  1875,  p.  163. 

„  158,  Z.  6  V.  u.  füge  hinzu:  Der  Nöther'sche  Beweis  kann  nicht 
als  vollständig  erbracht  angesehen  werden.  Yergl.  Segre,  AUi 
Acc.  Toriiio,  36,  1901.  Auf  die  Arbeit  von  Segre  folgte  ein  Auf- 
satz von  Castelnuovo,  Atti  Acc.  Torino,  86,  1901,  in  dem  der 
Satz  streng  bewiesen  wird. 

„    162,  Z.  7.     Lies  1882  statt  1883. 

„    181,  Z.  12  lies  „1706"  statt  „1704". 

„    181,  Z.  18  lies  „Bruxelles"'  statt  „Pan^'. 

„    217,  Z.  4  lies  „1867"  statt  „1856". 

„    232,  Z.  5  lies  Tanturri  statt  Tanturini. 

„  271,  Z.  5  V.  u.  lies  „Prag.  Berichte,  1883"  statt  ,.,Prag.  Berichte, 
1882". 

„  279,  Z,  13  lies  „Eckardt*^  statt  „Eckhardt". 

„    337,  Z.  15  lies  „5  ünterfälle"  statt  „4  Unterfälle". 

„  D70,  Z.  20  lies :  „das  Theorem  für  rationale  Flächen"  statt  „dieses 
Theorem". 

„    402,  Z.  8  lies  „3Iem.  Acc.   Torino,  (2),  36,  1884"  statt   „Atti  Acc, 
Torino,  36,   1884". 
430,    Z.  5   V.    u.   lies    „Correspondenzprincip"   statt   „Coincidenz- 


11 

princip" 


„   460.    Schreibe  „equazioni  intrinseche"  statt  „equazioni  intrinsiche". 

„    475,  Z.  15  V.  u.  lies  ,jAnn,   di  mat.,  (2),  1,    1867"  statt  „Ann.  di 
mat,  (1),  1,  1867". 

„   476,  Z.  8  füge  hinzu:  Neuerdings  hat  Bianchi,  Bend.  Acc.  Lincei, 
(5),  10,  December  1901,  die  folgenden  Sätze  bewiesen: 

Auf  einer  beliebigen  Fläche  lässt  der  Ort  der  OsculationsJcreise 
der  Krümmungslinien  eines  Systems  längs  einer  Krümmungslinie 
des  ^'«»  Systems  diese  Kreise  als  Krümmungslinien  zu. 

Die  Fläche,  welche  der  Ort  der  Osculatiotiskreise  einer  be- 
liebigen Maumcurve  ist,  lässt  diese  Kreise  als  Krümmungslinien  zu. 

„  502,  Z.  18  V.  u.  lies  „Ann.  di  mat.,  (1),    7"  statt  „Ann.  di  mat, 

(2),  7". 

„  502,  Z.  19  lies  „Journ.  de  Liouvüle*'  statt  „Crelle*\ 

,,  514,  Z.  6  V.  u.  lies  „Curve"  statt  „Fläche". 

.,  526,  Z.  9  v.  u.  lies  „1825"  statt  „1826". 

„  564,  Z.  13  lies  „1894"  statt  „1864". 

„  564,  Z.  18  lies  „1801"  statt  „1809". 
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712  Zusätze  und  Berichtigungen. 

S.  682,  Z.  18  lies  „1899"  statt  „1900". 

588,  Z.  2  lies  „Cayley,  6.  Memoir  upon  qua/niics,  Phil.  Trans., 
1869"  statt  „Cayley,  Phü.  Trans.,  93,  1859", 
606.  Füge  hinzu:  Bemerkenswerth  ist  das  Theorem  von  Schur:  Wenn 
die  Biemann'sche  Krümmung  eines  Raums  in  jedem  einzelnen 
Punkt  nach  jeder  beliebigen  Flächenorientirwng  constant  ist,  so 
kann  sie  auch  nicht  van  Punkt  zu  Punkt  variiren,  und  der  Baum 
ist  von  constanter  Krümmung.  Schur,  Math.  Ann.,  27;  Bianchi, 
Bend.  Acc.  Lincei,  (6),  11.  1.  Sem.  1902. 

636,  Z.  10  Y.  u.  Soeben  erscheint  in  den  Transa^itions  of  ihe  Ame- 
rican mathematiccd  society^  Vol.  8,  January  1902  eine  Arbeit  von 
E.  H.  Moore:  On  the  projective  axUrnis  of  geometry.  Diese  Arbeit 
untersucht  die  von  Hilbert  sogenannten  Axiome  der  Verknüpfung 
und  Anordnung,  hält  zwar  Schur* s  Bemerkungen  über  die  Reduc- 
tion  der  Hilbert'schen  Axiome  der  Gruppen  I  und  n  nicht  für  zu- 
treffend, kommt  aber  auch  zu  dem  Schluss,  dass  die  Hilbert'schen 
Axiome  der  Gruppen  I  und  n  sich  reduciren  lassen. 
664.  Von  den  unter  Torelli  aufgeführten  Arbeiten  ist  die  erste: 
Bend.  Acc.  Lincei^  1890,  S.  661  von  Prof.  Tonelli  zu  Rom,  die 
zweite:  Sulla  totcditä  etc.  von  Prof.  Torelli  zu  Palermo. 


Netto,  £.,  Subatitationentheorie  und  ihre  Anwendung  auf  die  Algebra. 
1882.    n.  JL  6.80. 

Lehrbuch  der  Kombinatorik.     1902.    geb.  n.  JL  9. — 

NenmaBH,  C,  das  Dirichletsche  Prinzip  in  seiner  Anwendung  auf  die 
Riemannschen  Flächen.     1866.    n.  JL  1.80. 

Theorie  der  Beeselschen  Funktionen.    Ein  Analogon  zur 


Theorie  der  Kugelfonktionen.     1867.    n.  JL  2. — 

Untersuchungen  über  das  logarithmische  und  Newtonache 

Potential     1877.    n.  JL  10.— 

über  die  peripolaren  Koordinaten.     1880.    n.  JL  1.60. 

über  die  nach  Kreis-,  Kugel-  und  Cylinderfunktionen  fort- 
schreitenden Entwicklungen,  unter  durchgängiger  Anwendung 
des  Du  Bois-Reymondschen  Mittelwertsatzes.    1881.    n.  JL  7.20. 

Vorlesungen  über  Riemanns  Theorie  der  Abelschen  Inte- 
grale.    2.  Aufl.     1884.     n.  J^  12.— 

über  die  Kugelfunktionen  P«  und  ij«,  insbesondere  über 


die    Entwicklung    der    Ausdröcke    Pn  {zz^  +  ]/ 1  —  z*  y\  —  jjj  * 

co%  ^  und  Qn  {zZy  -f-  r  1  —  ^'  r  1  —  ^i  *  cos  ^)  nach  dem  Cosinus 
des  Vielfachen  von  *.     1886.    n.  JL  2.40. 

Nenmami,  F.,  Beiträge  zur  Theorie  der  Kugelfunktionen.  1878. 
n.  JL  o .  — 

Vorlesungen  über  mathematische  Physik,  gehalten  an  der 

Universität  Königsberg.    Herausgegeben  von  seinen  Schülern  in 
zwanglosen  Heften. 

I.  Heft:    Vorleflangen  über  die  Theorie  des  Magnetismus,  namentlich   über 
die  Theorie  der  magnetischen  Induktion.    1881.    n.  JL  3.60. 
II.     —      Einleitung  in  die  theoretische  Physik.    Herausgegeben  ron  C.  Paps. 
18H8.     n.  JC  8.— 

III.  —       VorloBungen  über  elektrische  Ströme.  .Herausgegeben  von  K.  Yoh 

DKR  MüuiiL.     1884.    n.  »^  9.60. 

IV.  —      Vorleöuii gen  über  theoretische  Optik.    Herausgegeben  von  £.  Dorn. 

Mit  einem  iUlduis  Neumanns  in  Lichtdruck.     1886.    n.  JL  9.60. 
V.      —       Vorleaungon  über  die  Theorie  der  Elastizität  der  festen  Korpor  und 
des  Lichtuthüra.    HorauHgogeben  you  O.  £.  Mbtkb.    1886.    n.  Ji.  11  .CO. 
VI       —       Vorlesungen    über    die    TLieorie    des    Potentials    und     der    KukpI- 
funktionen.     Herausgegeben   von  C.  Neimahn.     1887.     n.  JL  ll'.  - 
VII.     —       Vorlesungen    über    die    Theorie    der   Kapillarität,      Herau8gegeb<»n 
von  A.  Waüokbik.     1891.    n.  M.  h. — 
VIII.     —       Vorlesungen    über    die    "Wurme.      Herausgegeben    von    .T.   Prunkt. 
[In  Vorbereitung.] 

Fa8cal,  £.,  die  Variationsrechnung.  Autorisierte  deutliche  Ausgabe 
von  A.  SciiEPp.     1899.     In  Leinw.  geb.  u.  J^  3.ü0. 

_  —  _  .  die  Determinanten.  Eine  Darntellimg  ihrer  Theorie  iin<l 
Anwendungen  mit  Bückaicht  auf  die  Gresamtheit  der  neueren 
Forschungen.  Berechtigte  deutsche  Ausgabe  von  H.  Leitzmann. 
1900.    In  Leinw.  geb.  n.  oiL  10. — 

Rausenberger,  0.,  Lehrbuch  der  ITieorie  der  periodiwchen  Funktioiion 
einer  Variabein  mit  einer  endlichen  Anzahl  wesentlic^hcr  l)isk<>nti- 
nuitätspunkte  nebst  einer  Einleitung  in  die  all«^»'.ni»M'n«!  Funk- 
tionentheorie.    1884.     n.  JL  10.80. 

Jie  ElcmfMitargeonietrie  de«  Fiuikten,  der  (joraden  und  dtM* 

Ebene,  eyatematisch  und  kritisch  behandelt.    1887.    n.  JL  5. — 


RanR^nberrer,  0.,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik.  2.,  wohlfeile 
Ausgaoe.  2  Bände  in  einem  Bande.  I.  Bd. :  Mechanik  der  mate- 
riellen Funkte;  11.  Bd.:  Mechanik  der  zusammenhängenden 
Körper.     1893.     n.  JC  ^.— 

Riemftim's,  B.,  gesammelte  mathematische  Werke  und  wissenschaft- 
licher Nachlafs.  Herausgegeben  unt«r  Mitwirkung  von  R.  Detjb- 
KiND  von  H.  Weber.  2.  Auflage  bearbeitet  von  H.  Weber.  Mit 
einem  Bildnis  Riemanns.     1892.    n.  JC  18. — 

Rost,  G.,  Theorie  der  Riemann'schen  Thetafiinction.     geh.  JC  ^. — 

Roath,  E.  J.,  die  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper.  In  2  Bänden  mit 
zahlreichen  Beispielen.  Autor,  deutsche  Ausgabe  von  A.  Schepp. 
Mit  einem  Vorwort  von  F.  Klein.    1898.    In  Leinw.  geb.  n,JC24L.  — 

Rndio,  F.,  Geschichte  des  Problems  von  der  Quadratur  des  Zirkels 
von  den  ältesten  Zeiten  bis  auf  unsere  Tage.  Mit  vier  Abhand- 
lungen (in  deutscher  Übersetzung)  über  die  Kreismessung  von 
Archtmedbs,  Huvgeks,  Lambert,  Leqendke.     1892.     n.  M  4. — 

SalmoB,  6.,  Vorlesungen  über  die  Algebra  der  linearen  Trans- 
formationen. Deutsch  bearbeitet  von  W.  Fiedler.  2.  Aufl. 
1877.     n.  ^ä:  10.— 

Sehlesinger,  L.,  Handbuch  der  llieorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen.    2  Bände.     1896—98.     n.  JC  60.— 

Schlömilell,  0.,  Übungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis. 
Zwei  Teüe.  I.  Teü:  Aufgaben  aus  der  Diiferentialrechnung. 
4.  Aufl,  1887.  n.  tÄ  6.  — ;  II.  Teil:  Aufgaben  aus  der  Integral- 
rechnung.    4.  Aufl.  von  R.  Henke.     1900.     n.  M.  8. — 

{Schotten,  H.,  Inhalt  und  Methode  des  planimetrischen  Unterrichts. 

Eine   vergleichende   Planimetrie.     In   3   Bänden.     L  Bd.      1890. 
*        n.  .4C  6.—,  geb.  JC  7.  —  ;    II.  Bd.  1893.    n.  .4C  8.—,  geb.  JC  9.  —  ; 

III.  Bd.  [unter  der  Presse]. 

Schröder,  E.,  Vorlesungen  über  die  Algebra  der  Logik  (exakte  Logik). 

3  Bände.     L  Bd.     1890.     n.   .4C  16.  —  ;    IL  Bd.,   1.  Abt.     1891. 

.      m-  JC  12.—.     [Die  2.   (Schlufs-)Abteilung  folgt  1902];     El.  Bd. 

(A.  u.  d.  T.:    Algebra  und  Logik  der  Relative.)     1.  Abt.     1896. 

n.  M.  16. — .     [Die  2.  (Schlufs-) Abteilung  folgt  im  Laufe  d.  J.] 

iSchabert,  H.,  Tafeln  und  Gegentafeln  für  logarithmisches  und  tri- 
gonometrisches Rechnen.     1897.     In  Leinw.  geb.  n.  JC  4. — 

Schupinann,  L.,  die  Medialfernrohre.  Eine  neue  Konstruktion  für 
grolle  astronomische  Instrumente.     1898.     n.  JC  4.80. 

Serret,  J.-A.,  Handbuch  der  höheren  Algebra.  Deutsche  Übersetzung 
von  G.  Wkbtueim.     2  Bände.     2.  Aufl.     1878—79.     n.  ^4C  19.— 

Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Mit  Ge- 
nehmigung des  Verfassers  deutsch  bearbeitet  von  A.  Habnack. 
2.  Aufl.,  von  G.  Boin^ÄiANN.  3  Bände.  L  Bd.:  DifTerential- 
reclmung.  1897,  n.  JC  10.  —  ;  IL  Bd.:  Integralrechnung.  1899, 
n.  c/i  8.  — ;  III.  Bd.':  Differentialgleichungen^  und  Variations- 
rechnung,   [unter  der  Presse.]  '   '* 


■on,  M.,  Eaclid  und  die  aecht  planimetriaohen  Buchet 
Figuren  im  Text,     1901.    geh.  n.  JC  6.— 
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sticket,  P.,  und  F.  Enge],  die  Theorie  der  Parallellinien  von  Eoküd 
bia  Biii"  Gaurs,  eine  ürkondensanimluDg  zur  Vorgeschichte  der 
nichteuklidiachen  Geometrie.     1896.     u.  Ji.  9.. — 

Steintr'BjJ.,  Vorlesungen  ab. Bynthetieche Geometrie.  STeile.  I.Teil;  Die 
Theorie  der  Kegelschnitte  in  elementarer  Daretellung,  hearb,  voi 
C.F.Geisbb.  a.Aufl.  J887.  n..«6.^;  ü.  Teil:  Die  Theorie  der  Kegel 
Bchoitte,  gcatützt  auf  projektive  Eigenschaften,  bearbeitet  i 
H.ScHsoBTER.  S.Änfl., durchgeaehenTOnB.Sruiui.  1898.  n.Jtii. 

Stell,  0.,  Vorlesungen  üb,  allgemeine  Arithmetik.  Nach  den  neueren  i 

fliehten  bearbeitet.     S  Teile.     I.  Teil:    Allgemeinem  u.  Arithmetik 

der  reellen  Zahlen.    1885.    n.  JC  8.  —  ;    IL  Teil.:    Arithmetik  der 

komplexen  Zahlen  mit  geometr.  Anwendungen. 
GrundzQge  der  Differential-  und  Integralreohniing.    3  Teile. 

I.  Teil:  Beeile  Veränderliche  und  Punktionen.    1893.    n.  JC  8.  —  ; 

II.Teil:EompleieVerilDderlicbe  und  Funktionen.  189G.  d.Ji:8.  — ; 

III.  Teil;  Die  Lehre  von  den  Doppelintegralen.    Eine  Ergänzung 

zum  I.  Teile  des  Werkes.     1899.     n.  JC  8.— 

Stolz,  0.,  und  J.   A.  äMeiner,    theoretische   Arithmetik, 
teilnngen.      I.    Abteilung.      Zweite    umgearbeitete   , 
Abschnitte  I— IV  dea  I.  Teiles  der  Vorlesungen  über  alU 
Arithmetik  von  0.  Stoi.i,    1901.    geh.  n.  JC  8.40;  geb^^ 

Stodj,  E.,  Methoden  zur  Theorie  dertemaren  Formen,  i: 
iph&rieche  Trigonometrie,  orthogonali 
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elliptiucbe  Funktionen. 

Geometrie    der    Dy; 


Kräften  und  verwandte  Gegenst^lnde  der  (^ 
I.  Lieferung.    Mit  in  den  Text  gedm 
n.  .«  7.60. 

Volkmaan,    I',,    Vorlesungen   über 

Rücksicht    auf   die    elastische, 

achauung.     1891.    n.  JC  II 
—  erkenn  tuixtheoretit 

und   ihre   Beziehungen, 

gemein  wissenBchafI" 

von  Weber,  E.,  Vorlj 


